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本 书 是 一 本 全 面 系统 地 并 述 线 力 理论 及 共 应 用 的 重要 车 作 。 作 者 
前 田 湾 〈W。 Mayeda) 教授 长 期 从 事 图 论 研究 和 教学 ， 本 局 即 为 作者 
近 三 十 年 来 的 研究 成 果 总 结 。 

全 书 分 为 两 部 分 ， 和 前 一 部 分 对 线 图 的 基本 理论 (如 路 抵 、 割 集 、 
平面 图 的 理论 、 网 络 及 流 图 理论 等 ) 作 了 完整 严 遵 的 叙述 :后 一 部 
分 对 图 论 在 电网 络 、 开 关 交 络 、 仿 输 隐 锚 及 系统 瞩 障 诊断 竺 方面 的 应 
用 ， 作 了 较 详细 的 介绍 。 

本 书 症 供 大 专 腕 校 电 气 、 电 子 工 程 、 计 算 机 科学 、 自 斑 控 钢 和 应 
用 数学 等 专业 高 年 级 学 生 及 研究 生 作 参考 教 村 ， 也 可 供需 要 了 解 图 论 
基本 知识 的 科技 工作 省 参考 。 
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译 者 的 话 


.前 田 流 (WMapyeda》 散 授 所 著 的 《图 论 》 一 书 ， 是 图 论 
涯 论 及 应 用 上 比较 重要 的 著作 之 一 。 本 书 是 作者 多 年 从 豆 图 论 研 
究 和 教学 的 结 电 。… 

-本 书 在 理论 得 应 者 上 的 前 述 均 比较 严 病 ， 源 辑 怕 维 洲 想 ， 对 
于 比较 重要 的 宝 理 与 副 理 均 举例 说 明 ， 并 把 理论 与 应 用 有 机 雪 结 
合 赵 来 ， 以 酰 会晤 通 ， 从 而 自 成 体系 ， 别 具 一 格 。 在 叙述 上 册 
简 到 繁 ， 循 序 渐进 ， 讲 究 教学 法 。 书 中 例题 丰富 ， 适 宜 自 学 ， 稿 
嫌 不 足 的 是 ， 由 于 该 书 完成 较量 ， 对 图 论 新 近 的 上 应用， 特别 是 对 
图 论 的 计算 和 祝 算法 介绍 不 够 不过， 只 要 读者 参阅 有 关 的 文献 ， 
这 是 不 难 弥 补 的 ， 

-前田 波 教授 对 本 书 的 翻译 工作 极为 支持 ， 通过 伍 明 友 同志 续 
我 们 寄 来 了 他 亲自 修改 的 原 书 的 勘误 ， 以 供 更 正 ， 匡 国 圣 他 卡 勒 
拉 大 学 电机 及 计算 机 科学 系 主任 陈 树 柏 教授 热情 地 为 本 书 的 中 文 
版 写 序 ， 僻 本 书 增添 了 光彩 ， 中 国 科技 大 学 研究 生 院 的 左 拆 先 生 
及 他 在 美国 攻读 请 士 学 位 的 研究 生 伍 明 友 、 高 晓 春 网 志 给 了 我 们 
太 力 的 支 撞 和 鼓 夸 ; 贵州 工学 中 的 胁 宏 国 、 张 方 南 、 张 民 神 等同 
志 对 本 书 的 翻译 也 作 了 不 少 工作 ,在 此 一 并 表示 敬意 与 感谢 . 

.本 书 的 翻译 是 在 莫 痪 同志 主持 下 进行 的 。 钟 宁 晕 同志 负责 爹 
书 的 初 译 及 第 -一 章 至 第 六 章 的 复 译 ， 引 论 、 第 七 章 至 第 九 章 和 第 
十 四 章 的 复 译 由 邓 祖 善 同志 负责 ， 杜 世 培 同志 负责 第 十 章 至 第 十 
三 童 的 复 详 ， 最 后 由 葛 真 同志 对 全 书 进 行 审 校 及 文字 滑 侯 工作 ， 

. “由 于 时 间 紧 促 ， 虽 然 我 们 尺 了 努力 ， 译 文中 的 错误 仍然 难 
免 希望 读者 批评 指正 。 
本 “ 1983 年 10 月 

。1。 


序 


图 论 应 用 的 开始 ， 可 妃 源 至 1736 年 ， 即 欧 拉 (人 .Euter) 解答 
那 著 和 名 的 “ 哥 尼 斯 堡 七 桥 难 题 >” 前 时 候 。 所 谓 图 论 的 研究 ， 是 指 
对 由 “点 ”和 “ 线 ” 构 成 的 各 种 图 ， 研 究 其 中 点 和 钱 的 关系 和 特 
性 的 一 种 科学 。 图 论 在 物理 科学 上 的 应 用 ， 可 漳 自 1847 年 ， 当 克 
希 置 夫 (G.R,Kirchhoff) 研究 电网 络 时 ， 由 他 创立 那 两 个 举世 知 
名 的 网 络 定律 时 开始 。 但 是 “图 论 ”(Theory of Graphs) 这 个 
名 词 却 是 在 1936 年 由 D.K6nig 首 先 启 用 。DD.K5aig 可 以 说 是 以 系 
统 性 的 科学 方法 研究 图 论 的 第 一 人 、. 

在 1930 至 1936 年 间 ，C,Kuratowski,R.M.Foster 和 H.Whi- 
tney 在 图 论 研究 及 发 展 的 过 程 中 ， 和 作出 了 不 少 重 要 的 贡献 .但 图 
论 在 电网 络 分 析 及 综合 上 获得 重要 的 应 月 ， 则 始 于 1960 年 ， 由 伊 
简 诺 大 学 的 学 者 M.B.Reed,M.E.Van Valkenburg, S. Seshu，, 
WW,H,Kim 及 本 书 作 者 前 田 流 (W,Mayeda) 教 授 大 力 推动 所 下. 

前 田 捷 教授 在 近 二 三 十 年 癌 担 任 了 一 个 “网 络 图 论 ” 理 论 及 
应 用 研究 开 曙 者 的 重要 角色 ， 在 该 科学 理论 的 成 长 上 作 了 不 少 有 
意义 的 员 献 。 此 外 ， 他 还 在 实际 电机 工程 应 用 上 发 表 了 若干 重要 
的 文章 ,其 中 最 只 代表 性 的 如 有 源 电 路 的 “ 双 图 法 ” (Two-graph 
approach) ,开关 网 络 的 拓扑 分 析 及 综合 ,以 及 图 论 硅 电子 计算 机 
科学 上 的 应 用 等 。 在 这 些 领 域 中 他 均 作出 了 有 意义 的 贡献 。 

本 书 介绍 了 前 田 波 教授 近 三 十 余年 来 在 图 论 研究 方面 的 成 
鞭 ， 在 1972 年 由 美国 著名 的 John Wiley & Sons 出 版 社 出 版 。 当 
我 于 1960 年 在 伊利 诺 大 学 攻读 电机 工程 学 博士 学 位 时 ， 在 图 论 应 
用 的 研究 上 ， 有 机 会 研读 本 书 一 部 分 初稿 ， 受 益 良 多 。 

我 在 1980 年 接受 了 中 国 科 学 院 的 邀请 ， 在 北京 中 国 科技 大 学 


重 [| 


研究 生 院 第 一 次 讲授 “网 络 图 论 及 其 应 用 ”的 专题 讲座 。 承 当时 
听讲 的 几 位 热心 疝 仁 内 力 协助 ， 在 1982 年 犯 我 在 这 次 讲座 中 用 的 
.英文 资料 ， 编 所 成 《网 络 图 论 》 一 书 %t 由 科学 出 版 社 出 版 。 该 书 
2 和 在 将 图 论 而 究 上 的 寿 检 成 时， 作 了 版 为 详细 的 介 
煞 。 

在 此 电子 计算 机 科学 神 这 发 展 ， 国旅 在 科学 应 用 上 旧 闪 广 流 
和 和 进步 这 时 ， 砚 涪 贵 州 工学 院 葛 真 教 据 及 钟 宁 际 ， 涡 祖 善 、 杜 俊 
培 诸 词 夺 把 前 田 浅 教授 的 《图 论 ? .原著 翻译 成 中 文 出 版 ， 可 亩 话 
放 其 时 了 . 本 书 对 轿 内 在 图 论 理论 及 应 用 寺 之 研究 ， 多 将 有 一 定 的 
贡献 。 近 日 夭 前 田 波 教授 来 信之 托 ， 谨 将 上 述 数 言 为 序 ， 并 遵 懂 
表 前 田 滤 教 授 向 再 持 该 翻译 工作 之 葛 真 教授 及 在 他 领导 下 工作 的 
全 体 癌 仁 深 致谢 包 ， 现 矣 祝 一 切 工作 顺利 ， Ri 本 人 让 区 
左 的 成 果 ! 


陈 树 柏 谎 识 
一 九 八 三 年 页 于 美国 加 时 福 尼 轩 州 笃 他 卡 德 近 大 学 
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近年 来 ， 许 多 已 发 表 的 科技 论文 常 在 标题 中 使 用 一 些 与 线 图 
理论 有 关 的 字眼 ， 如 “ 拓 挤 ”、“ 图 论 ”、“ 市 集 ”、“ 树 ”等 
等 ， 这 不 是 偶然 的 。 线 图 理论 本 身 作为 教学 理论 目前 正 处 于 发 展 
过 程 之 中 ， 它 不 断 应 用 于 各 个 从 表面 看 来 互 不 相关 的 领域 中 ， 例 
如 ， 工 程 系统 科学 ， 人 类 关系 与 社会 学 ， 商 业经 营 与 科学 管理 ， 
下 治学， 化学， 心理 学 等 。 

本 书 的 意图 是 ， 不 仅 到 提供 使 线 图 理论 学 起 来 极 有 兴趣 的 入 
门 内 容 ， 而 且 还 将 引导 读者 能 深入 钻研 他 自己 探索 的 问题 ， 不 论 
这 种 问题 是 涉及 线 南 理论 本 身 ， 还 是 它 的 多 种 多 样 应 用 中 的 一 
项 。 

在 一 本 书 里 ， 不 可 能 对 线 图 理论 的 所 有 应 用 都 进行 讨 沦 ， 而 
我 们 着 重 研究 的 是 在 电网 络 理论 、 江 关 理 论 、 通 讯 网 和 交通 网 理 
论 、 系 统 诊 断 等 方面 的 应 用 。 

我 很 乐于 感谢 N 沃克 斯 博士 对 本 书 提出 的 许多 非常 宝贵 的 
建议 ， 感 谢 他 阅读 了 手稿 的 定稿 并 改正 了 其 中 的 错误 .我 还 感谢 
M. E, 冯 ， 于 尔 肯 伯 格 博士 和 伊利 诺 大 学 协调 科学 实验 室 系统 组 
的 过 去 与 现在 的 全 部 成 员 ， 感 谢 他 们 对 完成 本 书 所作 的 直接 的 与 
间接 的 支持 。 
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有 不 少 物 理 系 统 其 性 能 不 仅 与 元 件 的 特性 有 关 ， 而 且 也 与 元 
御 的 相互 位 置 有 关 、 电 网 络 就 是 一 个 明显 的 例子 。 如 果 我 们 把 一 
个 电 限 器 换 成 一 个 电容 器 ， 一 般 来 讲 某 些 特 性 比如 说 网 络 的 输 
入 阻抗 ) 就 会 发 生变 化 ， 这 表明 这 个 系统 的 性 质 与 元 件 特性 密切 
相关 。 另 一 方面 ， 如 果 我 们 改变 一 个 电阻 响 的 位 置 ， 输 入 阻抗 也 
会 变化 ， 这 说 明 系 统 的 拓扑 结构 影响 着 系统 的 性 质 。 仅 由 并 一 种 
类 型 的 元 件 组 成 的 系统 ， 其 系统 特性 仅仅 取决 于 本 身 的 范 盾 结 
构 ; 音 触 点 开关 电路 就 是 这 种 系统 的 例子 。 在 非 物 理 系 说 弟 ， 也 
能 免 到 类 做 的 情况 ， 比 如 在 管理 率 统 之 引 就 是 录 此 ， 因 此 上 # 吏 显 
示 一 个 系统 ， 僻 其 拓扑 结 物 能 够 济 晰 可 见 是 非常 重要 的 。 

家 示 一 个 系统 的 一 种 稍 单 方 浴 ," 是 尊 一 个 由 称 之 为 “顶点 ? 
前 点 和 连结 这 此 顶点 的 称 之 为 “ 边 ”的 线段 组 成 的 图 ， 在 这 个 图 
中 ， 这 些 顶 点 各 边 代表 元 件 和 这 些 元 件 的 联接 方式 ， 这 样 的 图 就 
是 线 图 。 一 个 线 图 根据 我 们 研究 的 物理 系统 的 类 型 常常 也 称 为 网 
络 、 网 、 图 、 岂 路 、 图 解 、 结 构 等 等 。 

我 们 通常 用 线 图 来 表示 一 个 系统 的 数学 模型 或 抽象 楼 型 ， 而 
不 指出 其 物理 结构 。 在 这 样 的 情况 下 ， 线 图 指 的 是 流 图 、 信 号 流 
图 、 框 图 "状态 图 、 简 化 图 、 社 会 图 及 组 织 图 等 。 

在 线 图 理论 中 ， 己 知 最 早 的 论文 是 欧 拉 (Euter) 在 1736 年 发 
下 的 ， 他 给 出 了 哥 尼斯 保 (K5nigsberg) 七 桥 问 题 的 解答 ， 提 出 了 
线 图 的 概念 。 在 1847 年 ， 克 希 八 夫 (Kirchhoff) 利用 线 图 理论 分 
折 电 网 络 ， 得 到 了 今天 称 为 策动 点 阻抗 和 转移 导 纳 的 折 扑 公式 ， 


a 1] ， 


这 或 许 是 在 工程 技术 问题 中 应 用 线 图 理论 的 第 一 篇 论文 吧 。 然 
面 ， 并 不 是 克 希 霍 夫 的 论文 而 是 老 比 乌 斯 (Mibius) 关于 四 色 问 
题 的 猜想 (大约 在 1840 年 ) ， 吸 引 了 许多 学 者 献身 于 线 图 理论 的 
研究 。 

四 色 问 题 是 要 证 明 或 者 否定 ,对 于 任意 一 个 平面 地 图 ,如果 两 
个 相 令 的 国家 用 不 同 的 颜色 ， 只 要 四 种 颜色 就 足够 了 ,在 平面 地 
图 的 每 一 个 国家 中 间 设 置 一 个 顶点， 当 且 仅 当 两 个 国家 相 邻 时 用 
一 条 边 把 这 两 个 顶点 连 起 来 ,这 样 做 的 结果 就 得 到 了 平面 图 , 换 而 
言 之 ， 对 于 一 个 给 定 的 平 南 地 图 ， 必 定 有 一 个 平面 线 图 与 其 对 
应 ， 在 地 图 上 的 一 个 国家 对 应 于 线 图 的 一 个 顶点， 两 个 国家 的 办 
线 对 应 于 代表 两 国 的 两 个 顶点 之 间 的 一 条 边 。 现 在 ， 我 们 可 以 把 
四 色 问 题 重 新 陈述 如 下 ， 证 明 或 者 否定 对 任意 一 个 平面 图 的 顶点 
染色 。 相 邻 的 两 个 顶点 用 不 同 的 颜色 ， 只 和 需 四 种 颜色 就 足够 了 ， 

恕 果 你 想 动 手 证 明 四 色 问 题 ， 你 立即 会 碰 上 区 别 平面 图 与 非 
平面 图 的 困难 。 你 要 研究 平面 图 的 性 质 ， 尽 管 关 于 平面 图 的 基本 
性 质 已 由 岸 拉 托 斯 苛 (Kuratowski) 和 惠 特 尼 (Wlhitney) 发 现 ， 
然而 四 色 问 题 至 今 还 未 解决 "”、 仍 在 吸引 许多 学 者 为 探讨 更 多 更 
深 的 线 图 理论 而 努力 。 当 然 ， 也 有 不 少 的 性 质 因 为 其 特殊 的 应 用 
而 被 发 现 。 

本 书 的 第 一 部 分 为 初学 者 提供 线 图 的 性 质 ， 然 而 ， 这 并 不 意 
味 着 我 们 仅仅 研究 线 图 的 基本 与 简单 的 性 质 。 事 实 上 ， 本 书包 括 
如 下 最 高 深 的 材料 ， 

1, 适 合 于 生成 所 有 可 能 的 路 径 的 路 径 集 {Pii} 的 特性 ， 以 及 
路 径 集 之 中 的 性 质 . 

2. 怎样 生成 割 集 ， 特 别 是 企 样 生成 把 给 定 的 两 个 顶点 分 离 前 

所 有 制 集 ， 这 些 割 集 在 通讯 网 和 运输 系统 中 是 非常 量 要 的 . 


”于 色 条 题 忆 在 1976 年 由 美国 的 氏 ，Appel, 到 .Hakaas J。 Koch 运 用 电子 计算 
机 工作 了 1200 小 时 ， 成 功 地 作出 了 证 明 .- 一 译注 


2" 


3. 证 明 包 括 托 迁 《Tvutte》 条 件 在 内 的 折 集 矩阵 的 可 实现 条 
性 ，。 

4. 对 于 非 平面 图 前 库 拉 托 斯 基 条 忻 的 一 个 证 明 及 对 于 尘 面 图 
的 惠 特 尼 条 件 (对 偶 性 》 的 证 月. 

5, 仿 割 的 引入 。 当 一 个 线 图 是 平面 时 ， 一 个 伪 割 就 变 成 路 径 
的 对 个 。 

6. 在 有 疝 线 图 中 。 判 定 有 疝 转 存在 的 一 个 算法 。 

7. 生 成 所 有 树 的 两 种 类 型 的 发 展 . 

当 我 们 讨论 线 图 应 用 了 时， 我 们 时 常用 到 带 权 钱 图 ， 即 边 或 者 


顶点 具有 称 之 为 权 这 个 量 的 钱 图 .例如 ,我 们 能 够 把 一 个 无 源 线 性 - 


双 问 集中 参数 的 电网 络 天 示 成 为 一 个 强 图 。 这 个 线 图 的 每 条 边 其 
有 三 个 权 ， 邮 电压、 电流 及 二 者 的 比例 系数 ， 这 将 在 第 七 童 讨 
论 。 为 了 研究 通讯 网 或 运输 系统 的 最 大 流 问 题 ， 于 应 的 线 图 中 适 
常 每 条 边 仅 需要 一 个 权 表 示 该 达能 处 理 的 最 大 运输 能 力 ( 见 第 十 
二 章 ) 。 我 们 述 能 看 到 一 个 适当 的 带 权 线 国 能 够 表示 其 他 系统 ， 
请 如 开关 电路 ， 带 辑 电路 ， 航 空 送 输 网 及 计算 机 系统 . 

在 许多 情况 下 ， 一 个 带 权 线 图 只 是 用 来 表示 一 个 系统 ， 然 而 
在 本 书 中 ， 我 们 将 研究 怎样 利用 带 权 线 图 进行 系统 分 析 ， 特 别 是 
一 种 称 为 拓扑 分 术 法 前 方法 。 有 两 类 互相 区 别 的 拓扑 法 ， 一 个 是 
利用 和 欧 为 拓扑 公式 的 法 则 直接 从 带 权 钱 图 研究 所 述 系 统 的 特 件 . 
而 身 一 种 方法 大 连续 运用 等 族 变 换 法 把 一 个 系统 的 带 权 线 图 简化 
为 一 条 带 权 边 ， 这 条 边 的 权 就 表示 了 系统 的 特性 。 拓 扑 公式 法 的 
例子 包括 ，《1》 根据 一 个 给 定 的 线性 集中 参数 的 电网 络 所 对 应 
的 带 权 线 图 ， 找 出 所 有 具有 某 些 特性 的 子 图 ， 从 而 得 到 电网 络 的 
函数 《 见 第 七 ， 第 八 章 ) ， 〈2) 在 通讯 网 与 运输 系统 中 ， 由 定 
出 所 调 最 小 出 的 位 置 而 得 到 最 大 流 ( 见 第 十 二 章 ) ; 《3 ) 在 一 
个 开关 电路 中 ， 由 找 出 指定 端点 之 间 所 有 可 能 的 路 径 而 获得 开关 
示 数 〈 见 第 十 一 章 ) .等 效 变换 的 例子 是 ， 《1 ) 利用 节点 消去 


e 了 = 


法 获得 简化 了 的 信和 号 流 图 〈 见 第 十 章 ) ， 〈2 ) 一 个 线性 电网 络 
的 等 效 变换 〈 见 第 作 章 ) 

第 一 类 拓扑 分 析 清 楚 地 显示 出 一 个 系统 的 特性 与 边 (或 部 
件 ) 的 位 置 之 间 的 关系 。 存 某 些 情 况 下 ， 这 种 关系 足以 设计 或 改 
闭 一 个 满足 给 定 功 能 的 系统 ， 这 称 为 系统 的 拓扑 综合 。 开 关 函 数 
和 通讯 网 的 综合 就 是 一 个 良好 的 例证 。 在 第 十 四 章 给 出 的 系统 的 
故障 诊断 再 次 表明 线 图 理论 的 确 是 应 用 于 系统 理论 领域 中 的 一 个 
基本 工具 。 


第 一 章 无 向 线 图 


1-1 引 _ _ 育 . 


在 这 _ 夫 昌 ， 我 们 要 讨论 无 向 线 图 的 路 径 和 回路 的 一 些 性 
质 。 路 径 和 回路 是 线 图 中 相当 重 更 的 子 图 。 例 如 ， 我 们 以 后 将 会 
看 到 ， 路 径 确定 开关 网 络 欧 特性 ， 而 司 正 风 与 电网 络 理论 中 的 克 
项 妥 夫 电 压 定 健 有 关 。 
为 了 定义 二 图 ,考虑 图 ]-1 1 
- 擅 示 我 们 热 悉 的 四 面体 ， 可 能 竖 
容易 些 。 在 这 个 刚 面 体 中 ， 有 四 
个 顶点 1 ，2 ，3 ，4 和 六 条 边 
gb,C dye ,ff 每 一 条 边 
位 于 两 个 顶点 之 间 ， 边 4 在 顶点 
1 ，2 之 则 ， 边 5 在 项 点 1,3 之 
闻 , 边 < 在 顶点 2 , 3 之 间 等 等 . 


图 1-1-1 一 个 四 面体 


在 组 合 拓扑 学 中 ， 顶 点 集合 舱 边 集合 的 集体 * 称 为 一 维 (线性 ) 
:单纯 复 形 ， 在 图 论 电 则 称 之 为 线 图 。 不 过 ， 顶 点 各 边 的 定义 要 比 
在 多 面体 中 广泛 些 ， 


# 集 体 人 collection} 与 集合 (set} 的 报 念 敬 有 不 局 ,在 本 书 中 ， 梨 体 是 指 以 象 台 为 
元 还 的 集合 ， 但 有 了 时 二 者 也 可 锐 用 .一 一 译注 


为 了 从 包 何 上 推广 项 点 和 边 的 概念 ， 我 们 沽 不 一 个 维 欧 几 
黑 初 空间。 首先 ， 一 个 顶点 是 空间 中 的 一 个 点 。 对 于 给 定 的 顶点 
集合 虽 , 一 条 边 。 是 位 于 只 中 两 个 顶点 和 > 之 闻 ， 而 不 经 过 吕 
中 其 它 顶 点 的 一 条 曲线 。 巴 点 和 >” 称 为 边 e 的 端点 。 当 v 和 
v 相同 时 ， 边 。 称 为 “ 自 环 ”， 如 图 1-1-2( a ?所 示 。 如 果 我 们 ， 
输 曲 线 规 定 一 个 方向 ， 如 国 1-1-2(b ?所 示 ， 册 自 此 曲 翅 表示 的 
边 称 为 有 向 边 。 否 出 称 为 无 向 边 。 


V= UK Se Ut 
(a) (by 
图 1-1-2 边 
《3a7 册 政 4 (5 有 秘 边 
现在 ， 我 们 可 以 四 前 面 的 几何 概念 来 导出 边 、 顶 点 和 线圈 购 
抽象 定义 。 我们 时 一 个 集合 来 代替 《空间 中 的 》 那 些 被 选 作 顶点 
的 点 ， 以 集合 中 前 元 素 作为 给 定 的 顶点 。 从 几何 意义 来 说 ， 一 条 
边 是 两 个 顶点 之 间 的 一 条 曲线 。 由 于 在 这 条 间 线 上 没有 其 它 顶 
点 ， 我 们 可 以 把 -- 条 边 看 成 与 一 对 顶点 相对 应 。 另 一 方面 ， 也 多 
许 儿 条 边 有 相同 风 端 点 。 国 此 ， 顶 点 、 边 和 线 图 的 定义 可 以 抽象 
成 下 面 的 形式 ， 
定义 1-1-1 设 8 和 口 是 两 个 集合 。 若 任 一 es@* 怡 好 对 应 着 
一 对 (py ); 其 中 ，v'e 虽 ， 则 妇 中 每 一 个 元 素 是 一 条 边 ， 品 中 
每 一 个 元 于 是 一 个 顶点 ， 而 UD** 是 一 个 线 图 . 
有 了 这 个 定义 ， 端 点 、 有 向 边 和 无 向 边 都 可 以 抽象 定义 如 
下 。 
定义 1-1-2 投 。 是 与 一 对 顶点 (v ,v') 对 应 的 一 条 边 ， 则 称 


# 答 号 6 意思 是“ 属于 …” 或 《在 中 ”，e6 直 实 示 e 宕 中 中 
#* # 中 各 表示 属于 中 或 介 ， 工 二 者 共有 的 所 有 元 来 的 介 合 ， 
‘+6." 


两 个 项 点 v 种 v 为 边 e 的 端点 。 若 顶点 对 (v,v') 是 有 序 的 , 则 说 e 
是 有 向 的 ， 或 称 。 为 有 向 边 ， 否 则 ， 就 说 。 是 无 向 的 ， 或 称 e 为 
无 向 边 。 . . 

进一步 ， 我 们 定义 有 向 和 无 向 〈 线 ) 图 如 下 。 

定义 1~1-3 游 一 个 钱 图 的 所 有 边 都 是 有 向 竟 ， 则 说 此 组 图 
是 有 铅 购 ， 或 头 之 为 有 疝 ( 线 ) 图 。 若 一 个 线 图 的 所 存 边 都 是 无 向 
的 ， 则 说 此 钱 男 是 无 疝 的 ， 或 称 之 为 无 讽 〈 线 ) 图 。 

例 1-1-1 我 们 用 符号 a 一刀 来 表示 2 与 8 对 应 . 考虑 两 个 
集合 8 =ta,b,c,d,e,f,9) 和 =(1,2,3, 4,5), 
， 其 中 : 

| o>»{1,2) 

b=(1,3) 

.CC->(2,3) 

d=(1,4) 

er(1,4) 

了 一 (4，2)》 

g(2,4) 
由 于 中 的 每 一 个 元 素 恰 好 对 应 器 中 一 对 顶点 ， 故 揪 定 义 1-1-1， 
gbsCrd，6sf ,9 是 边 ，1 2,3,4,5 是 顶点 ， 而 帮 FU 
是 一 个 线 图 、 项 点 1 和 2 是 边 a 的 端点 ， 顶 点 1 和 3 是 边 5 的 端 

点 ， 棚 此 类 推 ( 定 义 1-1-2》， 

代替 上 俩 中 采用 的 符号 ea ~ 一身， 我 们 用 一 个 图 形 来 表示 这 和 
对 应 的 顶点 对 。 为 此 ， 我 们 作 如 下 约定 、 

1 .一 个 顶点 下 一 个 小 画图 兴 示 .、 当 顶 点 的 名 称 需 可 标明 时 ， 
将 它 写 在 面团 旁边 或 国 图 中 ， 如 图 1-1-3(a ) 和 (b ) 所 示 。 

2. 当 一 条 边 龙 无 向 时 ， 用 两 个 项 点 向 的 一 条 鳅 天 示 ， 这 两 个 
顶点 就 是 这 条 边 的 端点 。 如 有 必要 ， 边 的 和 名称 可 写 在 线 旁 。 岗 
恕 ， 无 向 边 e 一 tv, ov 站 由 图 1-1-3( < ) 所 示 的 一 条 线 表 示 ， 


(a) ‘by 
Uo ou! bo ov 
《c) (dy 
图 1-1-3 ”顶点 和 边 的 性 示 
(a) 顶 虚 1 的 家 示 ， (Bb) 又 点 1 的 表示 ， 
( 疏 无 向 边 c (Vv) ， (d) 有 向 边 e tv， vv) 


3. 当 一 条 边 是 有 向 时 ， 用 一 条 带 有 箭头 的 线 来 表示 ， 箭 头 指 
沿边 的 方向 。 例 如 ， 有 向 边 e 一 (v, v') 如 图 1-1-3( d ) 所 示 ， 

这 里 指出 ， 当 e 一 (v，v/), 而 v 和 ur 相同 时 ， 边 e 是 一 个 
自 环 ， 闭 示 边 e 的 线 是 一 个 始 于 顶点 v5 即 代表 顶点 uv 的 小 轿 
图 ) 也 终于 同一 顶点 前 环 。 

因为 我 们 只 需要 知道 每 一 条 过 对 应 哪 一 对 顶点 ， 所 以 ， 代 表 
一 条 边 的 线 是 什么 形状 是 无 关 紧 要 的 。 例 如 ， 图 1-1-3(e ) 和 图 
i-l-4《〈《a)，《b) 表 示 的 是 同一 条 选 。 


图 1-1-4 边 etoyw7) 的 者 示 


在 一 个 图 形 中 ， 不 用 小 圆 贸 表示 的 那些 边 指 交 叉 点 ， 也 是 无 
关 紧 要 的 。 例 如 ， 在 图 1-1-5( a ) 中 ， 虽 然 边 4 ,5 互相 交叉 ， 但 
此 图 形 仅 表 示 无 向 边 4 对 应 于 顶点 对 (1 ,4 ), 无 向 边 5 对 应 于 顶 
a 有。 


点 对 (2 ,3 )。 注 意图 1-1-5( a ) 和 和 (b ) 之 间 的 区 别 。 


1 2 1 2 
So 6 4 3 4 


《2) ‘b> 
图 1-1-5 边 的 交叉 
《8} 物 a 和 边 ， b) 罗 条 边 


有 了 这 些 约定 ， 我 们 就 可 以 用 图 形 来 表示 一 个 线 图 ， 例 如， 
傅 1-1-1 的 线 图 好 1U 2， 其 中 8 =(0,b,cyd,e,f,9), 0 = 
《1,2，3,4,5)， 把 每 一 对 顶点 看 作 一 个 元 序 点 对 ， 即 可 由 图 
1-1-6 表 示 出 米 。 注 容 ， 此 便 中 顶点 5 不 在 任何 一 个 点 对 音 ， 记 
以 没有 线 与 顶点 5 连接 ， | 

由 于 图 消 给 出 了 一 个 线 图 清晰 而 简单 前 天 示 ， 在 本 书 中 ,我 
们 就 用 这 样 的 图 形 来 表示 给 定 的 线 图 。 


图 1-1-6 光 向 图 图 1-1-?7 大 沿 图 

由 定义 1~1-2 和 1-1-3 可 以 看 出 ， 图 1-1-§ 中 的 线 图 是 元 向 的 ， 
而 图 1-1-7 中 的 线 图 是 有 向 的 。 应 当 注 意 的 是 ， 当 例 1-1-1 中 所 有 
的 顶点 对 都 是 有 序 点 对 时 ， 和 便 得 到 图 1-1-7 中 的 线 图 。 

在 本 书 的 前 面 几 章 里 ， 我 们 只 讨论 元 向 线 图 。 换 名 话说 ， 在 
以 下 几 章 中 ， 所 谓 线 图 指 的 就 是 无 向 钱 图 。 


ss» 


1-2 路 径 和 回路 


如 果 一 个 顶点 是 一 条 边 的 两 个 端点 之 一 ， 则 称 这 条 边 与 这 个 
希 点 关联 (或 连接 )。 例 如 ， 在 图 1-2-1 所 示 的 线 图 中 , 边 4， 
be 与 顶点 4 关联 (或 连接 ) , 边 
4,d ,ef 与 顶点 关联 ， 

为 了 表示 象 路 径 、 回 路 和 欧 
拉 图 这 样 一 些 线 图 前 特征 ， 与 每 


一 个 顶点 租 关联 的 边 的 数目 是 非 
常 重要 的 。 因 此 ， 我 们 定义 顶点 
的 度 如 下 . 图 1-2-1 一 个 带 有 自 环 欧 线 图 
定义 1-2-1 一 个 顶点 v 的 度 记 作 d (5 )， 定 义 为 
dv) = 2n,+ rm (1-2-1) 


其 中 专 是 与 顶点 vv 关联 的 自 环 数 ，s, 是 除 自 环 外 与 顶点 ”关联 前 
边 数 ， 

例如 ， 在 图 1-2-1 所 示 的 线 图 中 ， 巴 点 4 的 度 d (4) = 3， 因 
为 对 顶点 4 来 说 ，n, =0, n= 3 。 顶 点 B 的 度 d (8B)=2x2+2 
=6， 访 里 n=2，no = 2。 顶 点 的 度 d (C)=5。 

假定 边 e 连接 顶点 pP 和 4 ( 即 边 e 的 两 个 端点 是 pp 和 9 )， 
则 当 上 2 考 4 时 ， 对 qd (上 了 上) 和 d (9 ) 来 说 ， 边 e 都 只 计算 一 次 .而 
当 p = 9 时 ， 边 e (在 这 里 是 自 环 ) 对 dd (上 2) 就 要 计算 两 次 。 这 
对 线 图 中 芍 每 一 条 边 都 适用 。 因 此 ， 一 个 线 图 中 所 有 顶点 的 谋 的 
总 和 等 对 边 数 的 两 个 ， 


Yaw) = 2 (1-2-2) 
其 中 > 表示 对 线 图 人 的 所 有 顶点 求 和 ， 是 G 中 边 的 数目 。 例 
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如 ， 在 图 1-2-2 中 ，d{ A}=3，, d{(B)=2, d(C) =3, d(D)=2, 
d(E)=4, 于 是 dt i ) = 14. 在 这 个 线 图 中 边 数 为 7 。 


把 图 1-2-2 中 的 钱 图 看 作 一 
帆 地 图 ， 其 中 顶点 代表 城市 ， 边 
代表 公路 。 我 们 可 以 看 出 ， 从 一 
个 城市 到 男 一 个 城市 有 好 几 条 跑 
可 走 。 般 定 我 们 打算 从 4 城 到 万 
城 汉 咎 行 。 如 果 沟 们 措 从 用 城 到 
中 城 旅行 所 经 过 的 道路 按 次 序 推 
出 来 ， 就 得 到 一 个 边 的 序列 ， 它 表 胃 漂 从 .4 到 刀 的 一 条 特定 路 
钱 。 与 出 发 虚 对 应 的 顶点 称 为 关上 屿 ， 与 肯 的 带 对 应 的 顶 虚 称 为 终 
点 。 例 如 ， 在 图 1-2-2 所 示 的 线圈 中， 以 .4 为 始点 ， 吕 为 终点 的 
一 些 边 序列 是 (c ,e), (a,d,c,f,9,6)BR 及 (c,d,b). 
必须 注意 ， 在 所 讨论 的 序列 中 ， 每 一 条 边 都 有 一 个 顶点 和 前 一 条 
边 是 公有 的 ， 侧 另 一 个 顶点 和 后 一 条 得 公有。 例如， 在 序列 (ce ， 
d ,6 ) 中 ， 边 d 的 顶点 区 是 前 一 条 边 ; 的 一 个 端点 ， 而 边 4 的 另 
一 顶点 C 基 后 一 条 过 的 一 个 端点 。 尘 在 这 样 的 序列 中 ， 等 一 条 
边 上 只 出 现 一 次 ， 则 称 此 序列 为 边 列 。 

定义 1-2-2 具有 下 列 性 质 的 边 前 序列 称 为 边 列 ， 

+ ,除了 序列 的 第 一 条 边 和 最 后 一 沫 近 外， 序列 中 任 一 条 近 e 
都 有 一 个 端点 是 前 一 条 过 前 端点 ， 另 .一 个 端点 是 后 一 条 边 前 端 
虐 


肥 1-2-2 一 个 线 图 


”2. 第 一 条 边 的 一 个 端点 是 始点 ， 沪 一 个 端点 是 后 一 条 边 的 端 
点 。 

3. 最 后 一 条 边 的 一 个 端点 是 前 一 条 边 的 端点 ， 另 一 个 端点 是 
做 点 。 . 


了 了 =。 


定义 1-2-3 ”如 果 一 个 边 列 的 始点 和 终点 不 同 ， 则 称 此 边 列 
为 开 边 列 。 否 则 称 之 为 闭 边 列 ， 

例如 ， 在 图 1-2-2 中 ，(c d b e 9) 是 一 个 开 边 列 ， 其 始点 
和 和 终点 分 别 为 4 和 .序列 (a qd e 6 d 9) 不 是 一 个 边 列 ， 因 为 
边 d 出 现 了 两 次 。( a dc ) 是 一 个 闭 边 列 ， 注意, 序列 (5 f 9 
d be ) 是 一 个 闭 边 列 ， 而 (0 cg be。 d) 不 是 闭 边 列 ， 

- 建 义 1-2-4 ”由 一 个 边 列 的 所 有 边 组 成 的 线 图 称 为 与 此 边 列 

对 应 的 线 图 。 

例如 ， 与 边 列 (adg 9 fc e ) 对 应 的 钱 甸 如 图 1-2-3 所 示 。 


图 1-2-3 与 (a d gee) 对 应 的 线 图 


定义 1-2-5 边 列 中 一 个 顶点 的 度 ， 指 的 是 在 与 此 边 列 对 应 
的 线 图 中 该 顶点 的 度 ， 

例如 ， 在 边 列 《«@ d 9 fc e ) 中 ， 顶 点 CC 的 度 是 2 ， 预 点 
巨 的 度 是 4 。 

如 果 一 个 开 边 列 具 有 这 样 的 性 质 : 除了 始点 和 终点 外 ， 每 一 
个 顶点 的 度 均 为 2 ， 而 始点 和 终点 昔 度 为 1 ， 则 称 此 边 列 中 所 有 
边 的 集合 为 始点 和 终点 闻 的 一 条 路 径 .。 

定义 1-2-6 顶点 p 和 <4 之 间 的 一 条 路径 ， 是 一 个 满足 雇 下 
条 件 有 的 开 边 列 中 所 有 边 的 集合 (1》 其 始点 和 终点 分 别 为 p 和 
9g; 《2) 除了 和 9 外， 每 一 个 顶点 的 度 为 2， 而 也 和 9 的 度 为 
1 。 

例如 ， 在 图 1-2-2 中 ， 边 列 (e au e ) 的 所 有 边 的 集合 是 顶 虚 
4 和 万 之 间 的 … 条 路 径 ， 而 边 列 (ed 9 fc e ) 中 所 有 边 的 集合 
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不 是 一 条 路 径 。 


二 “ 
0 1 2 pe en 
男 1-2-4 与 边 列 (e103*…er) 对 应 的 线圈 


设 一 个 这 列 为 (a,es*'e,)， 如 图 1-2-4 所 示 ，。 假 定 这 个 边 列 中 
所 有 边 的 集合 不 是 介 于 顶点 0 和 “之 冶 的 一 条 路 径 ， 则 由 路 巷 的 
定义 可 知 ， 必 至 少 有 一 个 顶点 前 度 火 于 2 。 摊 顶点 了 是 一 个 度 大 
于 2 的 顶点 。 假定 这 个 边 列 中 以 上 为 端点 的 第 一 条 边 是 ep, 而 以 
了 为 端点 的 最 后 一 条 边 是 ae,， 如 图 1-2-4 所 示 ， 则 可 看 出 ， 序 列 
ee. * “CpEg" "En) 是 一 个 边 列 . 在 此 边 列 中 ， 顶点 上 的 度 是 23. 
为 了 方便 ， 如 果 边 列 卫 的 每 一 条 边 都 在 边 列 厅 中 ， 并 县 了 和 UU 是 
不 同 的 ， 则 称 边 列 是 边 涛 吕 的 真子 边 州 .用 这 桩 的 六 请 来 说 ， 
{eg2°* “Epa gt po 就 是 (2,e;*… “ea) 的 真子 边 列 ， 养生 ， 为 
得 到 这 个 子 达 列 而 删 去 的 那些 这 ,形成 了 一 个 闭 边 列 (errierrs…。 
es-a2es-i)， 轩 此 ， 一 个 不 构成 路 径 的 开 按 列 可 以 分 解 为 两 部 分 ， 
一 部 分 是 一 个 闭 边 列 : 另 一 都 分 基 一 个 开 边 列 ， 它 与 原来 的 开 边 
列 上 共有 相同 的 起 点 和 终点 ， 并 且 原 边 列 的 每 一 条 边 都 必然 然 在 且 只 
能 在 这 两 个 新 边 列 之 一 中 。 

如 里 边 询 《ees eres ea) 中 还 有 度 超 过 纪 的 剧 丰 ， 我 们 
可 以 采用 赔 祥 的 方法 ， 得 到 一 个 真子 列 ， 使 该 顶点 在 此 真 守 列 中 
的 度 被 少 匀 2、 如 此 类 推 ， 最 后 我 们 可 以 得 到 一 个 开 边 询 ,: 其 始 
点 和 终点 与 不 边 列 相同 ， 而 这 一 边 列 中 所 有 边 的 集合 是 一 条 路 
径 。 这 样 ， 就 得 到 定理 1-2- 开 ， 

定理 1-2-1 设 一 个 开 边 列 的 娘 虚 为 了 ， 颖 点 为 494。 如 果 这 
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个 开 过 列 中 所 有 边 的 集合 不 是 项 点 了 和 9 之 问 的 一 条 路 径 ， 出 可 
将 此 边 列 分 解 为 一 个 开 边 列 和 一 些 闭 边 列 ， 使 得 。 《1 》 愿 来 边 
列 的 每 一 条 边 恰 在 这 些 边 列 之 一 中 ; 《2》 所 得 开 边 列 中 所有 边 
的 集合 是 顶点 和 9 之 问 的 一 条 路 径 。 

例如 ， 在 图 1-2-2 中 ， 开 边 列 (cd 8 fc e) 可 以 分 解 为 
一 个 开 边 列 《〈《a d ee ) 和 一 个 闭 边 列 《9 fc )。 注意 ,， 开 边 列 
《ed e) 中 所 有 边 的 集合 是 4 和 刀 之 间 的 一 条 路 经 ， 

定义 1-2-7 ”如果 线 图 G' 仅 让 属于 线 图 G 的 边 和 顶点 组 成 ， 
则 称 G7 是 人 的 子 图 。 训 果子 围 G 7 与 仿 不 相同 ， 册 称 CG 7 是 全 的 真 
字 力 。 

人 钢 如 ， 我 们 看 图 1-2-2 中 的 线 髓 GG 和 图 1-2-5C a),，() 中 的 
线 图 G/，G*。 线 图 G'/ 是 G 的 真子 图 ， 但 G* 不 是 G 的 子 图, 因为 
G3 购 边 上 不 在 口中 。 


C 
一 十 过 
4 E 4 一 
0 有 op 
(a) {by 
图 1-2-5 
(a) 线 图 G7’ EE 

定义 1-2-8 并 为 零 的 顶点 称 为 弧 立 点 。 

在 许多 场合 ， 把 边 的 一 个 集合 需 作 一 个 线 图 基 方 便 的 。 相 
反 ， 也 有 这 样 的 情况 ， 把 一 个 线 围 当 作 一 个 边 的 集合 ， 更 方便 
些 。 国 此 ， 我 们 有 如 下 定义 。 

定义 1-2-9 ”由 一 个 边 集合 的 所 有 边 ， 以 及 作为 这 些 边 的 问 
点 的 所 有 顶点 构成 的 线 团 ， 叫 做 与 这 个 边 集 合 对 应 的 线 图 。 一 个 
线 图 的 所 有 边 的 集合 ， 叫 做 与 这 个 线 图 对 应 的 边 集合 ， 
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当 我 们 把 一 个 边 集 合 当 作 鲁 图 来 对 竺 时， 也 就 是 在 考 虚 与 这 
个 边 集 合 对 应 的 线 图 。 例 如 ， 根 据 定义 ， 路 径 是 边 的 一 个 集合 。 
但 是 ， 我 们 常常 把 一 条 路 径 看 作 一 个 线 国 。 相反， 当 我 们 把 一 个 
线 责 当 作 一 个 边 集合 时 ， 也 谣 是 在 潜 嵌 与 这 个 线 图 对 应 的 边 集 
合 。 要 注意 的 是 ， 可 果 一 个 钱 图 包含 牟 立 虚 ， 与 这 个 线 图 对 应 的 
边 集合 不 能 天明 孤立 点 的 存在 。 因 此 ， 通 常 只 把 那些 不 包 会 弧 立 
点 的 留 当 作 边 集合 对 待 。 例 如 ， 若 把 图 1-2-2 中 的 线 图 看 作 边 集 
合 (a ,b,c de,f，9)， 就 不 能 提供 关于 这 个 线 图 顶点 的 


任 但 信息 . 
G， 】 G6, 


图 1-2-6 包含 次 个 也 图 ;各 GG: 的 线 辐 


图 1-2-6 所 示 的 线 图 由 两 个 子 图 C, 和 CG: 组成。 我 们 注意 到 ， 
在 G, 的 一 个 顶点 和 Gs 的 一 个 顶点 之 全 ， 没 有 连接 的 边 ， 因 此 ， 
G; 的 一 个 顶点 和 G; 的 一 个 顶点 之 间 没 有 路 径 。 这 样 的 线 图 叫 估 
分 离线 图 ， | 

定义 1-2-16 如 果 一 个 线 图 中 存在 两 个 顶点 ， 在 它们 之 交 没 
有 路 径 ， 出 说 此 线 图 是 分 离 的 ， 或 称 为 分 离 图 。 如 果 一 个 钱财 不 
是 分 离 的 ， 则 说 它 是 连通 前 ， 或 称 为 连通 线 图 。 

图 1-2-2 中 的 线 图 是 连通 的 ， 因 为 其 中 任何 两 个 顶点 之 间 都 
有 路径。 有 一 种 特殊 的 连 般 子 图 称 为 回路 ， 是 一 种 重要 的 子 图 . 
我 们 将 在 后 阁 研 究 回路 的 性 质 . 不 过 ， 现 在 给 出 回路 的 定义 比较 
方便 。 

定义 1-2-11 如 果 一 个 连通 线 图 中 每 一 个 顶点 的 度 都 是 2 ， 
虽 称 此 线 图 为 回路 ， 

从 这 个 定义 可 以 看 出 ， 如 果 一 个 闭 边 列 中 每 一 个 项 点 的 度 都 
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是 2， 那么 这 个 闭 边 列 的 所 有 边 的 集合 是 一 个 回路 。 例 如 ， 在 图 
1-2-2 中 ， 闭 边 列 《as c d 》 中 所 有 边 的 集合 基 一 个 回 路 ， 而 闭 
边 列 《7 ge b d c 》 中 所 有 边 的 集合 不 是 问 上 路 (这 里 把 回路 看 
作 边 的 集合 ， 见 定义 1-2-9 ). 设 了 是 一 个 闭 边 列 ， 了 人 中 所 有 边 的 
集合 不 是 一 个 回路 。 用 前 面 分 解 开 过 列 所 用 的 方法 ， 容 易 证 明 ， 
下 可 以 分 解 为 若干 闵 边 列 了 ，T。-.…， 使 得 ，(1) 全 中 每 一 条 
边 正 好 在 T,,T,,…. 之 一 中 2 ) 在 Ti,T;,… 中 ， 每 一 个 闭 按 列 的 
所 有 边 的 集合 是 一 个 回路 。 下 面 ， 我 们 来 定义 回路 的 无 重 边 并 ， 

定义 1-2-12 在 一 个 回路 的 集体 中 ， 如 果 任 何 两 个 回路 都 没 
有 公共 边 ， 则 称 此 集体 为 回路 的 无 重 边 并 (二 (edge disjoint 
union of cireuits}o 

现在 我 们 可 议 说 ， 一 个 闭 边 列 中 所 有 这 的 集合 ， 或 者 是 一 个 
回路， 或 者 是 一 个 回路 的 元 重 边 并 。 例 如， 在 图 1-2-2 中 ， 边 列 
Cf 9 6 bd cc) 中 所 有 边 的 集合 不 是 一 个 则 路 ,而 是 同上 路 ( f 9 c) 
和 《5 de) 的 无 重 边 并 。 可 能 有 这 样 的 边 集合 ， 它 分 解 成 回路 
的 方法 不 是 唯一 的 。 但是， 如 果 至 少 有 一 种 方法 ， 可 以 把 这 个 集 
合 分 解 成 若干 回路 ， 其 中 任何 两 个 都 没有 公共 边 ， 则 此 边 集合 就 
是 回路 的 无 重 边 并 .例如 ,图 1-2-7 中 边 上 集合 Ca ,5 ,c,d》 是 加 
路 的 无 重 边 并 ， 面 图 1-2~8 中 边 集 合 ab;0,d,8) 不 是 回 
路 的 无 重 边 并 。 


人 赴 


图 1-2-7 回路 的 无 重 边 并 图 1-2-8 线 图 


设 G, 和 G, 是 一 个 线 图 的 两 个 子 图 ， 并 设 它们 没有 孤立 点 ， 
把 G1 和 Gs 都 看 成 集合 ， 我 们 就 可 以 采用 运算 ， 比 如 U (并 )， 人 NN 
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( 交 )， [45] 《 环 和 )， 一 〈 减 ) 等 。 也 就 是 : 

GiUG:，CG: 或 Gz 中 所 有 的 边 组 成 的 线 图 。 

Cn cs:， 上 既 在 Ci 中 又 在 C: 中 的 边 〈 和 通常 叫做 Ci 和 己 , 的 公共 

边 ) 的 全 体 组 成 的 线 围 。 . 
-G2 从 C 中 删 去 那些 也 属于 Ge 的 边 得 到 的 子 图 。 
GPG = (GU G0) -NG) = (GCCa)UICOC- 口 ) 
| (1-2-3) 

其 中 -= -表示 恒 等 。 

例 1-2-1 在 图 1 人 9 中 ， 两 个 线 图 G; 和 Gy 如 《1) 所 示 ; 


(4) 1 C5) (6) 
图 1-2-9 ” 线 图 和 运算 
(C1) Gl 和 Gz 2) GLU GG, 《和 3) GN Gs 
(4 GBs (5 -Go (6) GG 
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人 和 GC: 的 并 用 G,::G: 表 示 ， 如 《2 ) 所 示 ， 这 里 要 注 章 ,我 们 
是 把 集合 G, JG: 看 作 一 个 线 图 ,以便 用 辆 形 将 它 表示 出 来 ，G, 和 
G: 的 交 记 作 G,nG:， 如 《3)》 所 示 ，G 和 G: 的 环 和 记 作 G 四 
Ca 如 <4) 所 示 ， 从 Cr 中 减 去 C:， 记 作 Ci - G;， 可 《5》 所 
示 # 而 如 ~- G 如 《6) 所 示 . 
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假定 在 一 个 线 图 G 中， 每 一 条 边 代表 一 条 公路 。 如 果 有 这 样 
一 个 半边 列 ， 它 包 食 了 吕 中 每 一 条 边 ， 那 么 这 个 闭 边 列 就 表示 一 
条 连续 的 路 线 ， 它 正好 经 过 每 条 公路 一 次 ， 最 后 回 到 出 发 点 。 电 
一 种 线 图 中 才 有 这 样 的 闭 边 列 呢 ? 

在 上 一 节 里 ， 我 们 已 经 发 现 ， 一 个 闭 边 列 或 者 是 一 个 回路 ， 
或 者 是 回路 的 无 重 边 并 因此， 如 果 一 个 连通 线 图 是 一 个 回路 ， 
或 者 是 同 路 的 无 重 边 并 ， 就 有 -个 包含 此 线 图 所 有 边 的 闭 连 列 。 
那么 ， 怎 样 才能 检验 一 个 连通 线 图 是 不 是 回路 或 回路 的 无 重 边 并 
呢 ? 例如 ， 图 1-3-1 中 的 线 图 是 一 个 问 路 或 回路 的 无 重 边 并 取 ? 
当然 ， 要 回答 这 个 问题 ， 一 种 方法 是 通过 实际 试验 ， 在 所 给 钱 图 
中 找 出 一 个 包含 其 所 有 边 的 闭 边 列 。， 这 里 ， 我 们 要 研究 另 一 种 方 
法 ， 它 只 需要 检查 项 点 的 度 ， 就 可 以 回答 上 面 的 问题 。 为 此 ， 我 
们 定义 欧 拉 图 如 下 。 

定义 1-3-1 如 果 -- 个 线 图 
的 每 一 个 顶点 的 度 都 是 偶数 ， 则 
称 此 线 图 为 欧 拉 图 。 

因为 回路 是 由 度 为 2 的 顶点 
构成 的 ， 所 以 回路 是 欧 拉 图 。 我 
们 来 考虑 回路 的 无 重 边 并 。 假 定 
顶点 v 至 少 位 于 这 些 回 路 之 一 队 1-3-1 一 个 线 略 
中 ， 出 于 每 一 条 边 只 能 在 一 个 回路 中 ， 故 顶点 的 度 等 于 包含 0 
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的 回路 数 交 两 倍 。 因 此 顶点 " 的 度 是 偶数 。 这 个 结论 适用 于 回路 
的 无 重 边 并 中 任何 一 个 项 点 . 押 以 回路 的 无 重 边 并 是 一 个 欧 拉 鲜 。 

定理 lz-3-1 一 个 闭 边 列 中 所 有 边 的 集合 是 一 个 侈 拉 图 。 . 

我 们 来 说 明 这 个 定理 移 逆 命题 。 也 就 是 说 ,. 我 们 希望 了 解 ， 
是 否 存 在 由 后 拉 园 的 所 有 过 组 成 的 一 个 闭 边 列 ,显然 ,如果 一 个 欧 
拉 攻 是 分 离 的 ， 就 不 存在 这 样 的 闭 边 列 .因此 ,我 们 假设 所 给 的 欧 
拉 图 已 是 连 般 的 。 出 于 欧 拉 装 已 的 每 一 个 硕 点 的 度 都 是 偶数 ， 故 
与 任 一 项 点 连接 的 按 亚 少 有 两 条 。 困 此 ， 从 任 一 顶点 出 发 ， 都 可 
以 找到 一 个 针 边 列 。 设 这 个 闭 边 列 中 所 有 边 的 集合 是 已 ,. 注 意 ， 
已, 是 一 个 区 拉 图 ， 显 然 五 -也是 一 个 欧 拉 图 。 于是， 只 要 EE ~ 
EE 不 是 空 僻 , 我 们 就 可 以 在 EE 一 ,中 找 出 男 一 个 闭 边 询 。 设 这 个 
阅 边 列 中 所 有 边 的 集合 是 E;, 则 上 一世, 一 鼎 ; 仍 然 是 一 个 欧 拉 图 .。 
如 此 类 推 ， 可 以 得 到 欧 拉 图 己 ; ， 瑟 :，…… 玄 。 的 一 个 集合 ， 使 得 
瑟 的 每 一 条 近 正 好 在 已, ,下 :， 五。 之 一 中 《有 见 例 1-3-1)。 

现在 ， 我 们 把 这 些 闭 边 列 巨 ,三 三, 接 如 下 方法 结合 在 一 
起 ， 从 巨 :, 五 :五 * 中 任 取 一 个 ， 比如 说 瑟 ,. 由 于 五 是 连通 的 ， 
在 已 :天 … 王 中 主 少 存在 一 个 下 w， 使 得 上 ,UE; 是 连通 的 。 这 
就 是 说 ， 至 少 宿 在 一 个 镍 点 ， 它 既 在 ,中 ,又 在 E: 中 . 设 ” 是 既 
在 FE, 中 ， 又 在 Er 中 的 一 个 顶点 。 我 们 注意 到 ,如 时 T= (erez… 
cp" er) 是 一 个 闭 边 列 ， 那 么 对 任 一 条 边 er 来 说 ，(erepra…… 
ereiea…er-1) 也 是 一 个 半边 剂 。 因 此 ， 了 中 和 任 一 项 点 都 可 以 作 
为 这 个 闭 述 列 的 始点 。 由 于 假设 0 既 在 El 中 ， 叉 在 Bs 中 ， 我 们 
可 以 把 v 作为 闵 边 列 B 1 和 :的 公共 始点 。 设 闭 边 列 , 和 EE 分 别 
为 (gie1***em) 和 《 户 户 天 它们 都 以 ”为 始点 ， 出 (Ceiez- 
emf1f 所) 是 一 个 由 1U Es 的 所 有 边 组 成 的 闭 边 列 ,此 外 , 在 
EE Be Ept -rE 中 ; 必 至 少 存在 一 个 欧 拉 图 E,, 使 
得 EUEsUE, 是 连通 的 。 如 此 类 推 ， 最 后 可 以 得 到 一 个 由 所 给 
欧 拉 阿 瑟 的 所 有 按 组 成 的 闭 边 列 ， 这 样 就 证 明了 ， 对 于 一 个 连通 
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葛 欧 拉 图 来 说 ， 存 在 一 个 包含 该 欧 拉 图 的 所 有 边 的 闭 过 刑 。 

定理 1-3-2 ”一 个 线 图 大 连通 的 欧 拉 图 ， 当 有 具 仅 当 存 在 一 个 
出 谈 线 图 的 所 有 边 组 成 的 闭 边 列 。 

例 1-3~1 … 设 图 1-3-2( a ) 是 一 个 给 定 的 欧 拉 图 已 、 假 定 我 们 
从 顶点 1 出 发 ， 得 到 一 个 闭 边 烈 Co 59e)， 则 区- 如 
1-3-2(b ?所 示 , 其 中 互 ， -ta,b,9,e). 假定 我 们 从 EE -EE, 中 ， 


图 1-3-2 葡 拉 网 吾 及 子 图 
(a) 欧 拉力 El WE-Eu (YE-E,-E: 


又 组 成 一 个 闭 边 列 《〔《c d f), 则 -上 ,一 瑟 , 就 如 图 1-3-2(c ) 所 
示 ， 其 中 互 := (c ，d ,， f )， 最 后 一 个 央 边 列 是 (4 i ). 现在 来 
找 出 我 们 所 要 求 的 ， 由 嘉 中 所 有 边 构 成 的 闭 边 列 。 已 :LUE 是 连 
通 的 ， 因 此 至 少 有 一 个 顶点 既 在 EF, 中 ,又 在 EE; 中 .我们 到 这 样 
一 个 顶点 3 。 然 后 ; ' 可 以 将 闭 边 列 记 ,转动 成 (9 e o。 6), 使 现 
点 3 变 成 它 的 始点 , -注意 (ec qd) 的 始点 也 是 顶点 3 。 于 是 
我 们 可 以 把 它们 结合 成 (ge abecdf), 从 而 得 到 一 个 由 
ELU FE, 中 所 有 边 组 成 的 闭 边 列 , 类 做 地 , 取 预 点 5 作为 EUE, 和 
五;= (pr) 的 公共 顶点 ,将 (9eapcdr) 转 成 《ea 
c d 1 9 )， 使 这 个 闭 边 列 的 始点 变 成 顶点 5， 即 可 把 (eas 
cdf9) 与 Ch i》 结合 咸 (hie abecd 9), 这 就 是 内 
求 欧 闭 边 列 ， 
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通常 ,一 个 线 图 可 以 以 若干 个 欧 拉 轩 为 其 于 图 .例如 ,图 1-3-2 
， 所 示 线 图 的 子 图 ,不 仅 有 El=(a,b,e,9), E.=(¢,d,f); 
Es=(h,: ); 还 有 另外 几 个 欧 拉 图 ， 如 Es bc), Es= 
fe,e,9, 上 hi)， Es= (Ce ,9)， 也 是 它 的 子 图 。 政 拉 图 有 
一 个 重要 的 性 质 ， 既 它们 构成 一 个 阿 贝 尔 群 因此， 一 个 线 图 中 
所 有 的 欧 拉 图 ， 可 以 由 几 个 称 为 生成 元 的 欧 拉 国 的 组 合算 出 。 为 
了 说 明 这 一 点 ， 我 们 来 考查 两 个 欧 拉 图 的 环 和 ， 

设 获 拉 贺 所 ,各 ,是 同一 线 图 的 两 个 于 图 . 考 嵌 线 图 EI 狼 E1， 
其 中 ,天 EE, 为 了 确定 上, 狼 E, 中 每 一 个 顶点 的 度 ， 我 们 设 eL， 
era ye 是 五: 中 与 顶点 旋 关 联 前 边 ， 又 设 e241，exs，*…*， ez 是 
五: 中 与 顶点 户 关 联 的 边 。 不 失 一 般 竹 ， 设 el = esl，ela= ea 
eu = ex， 而 el et， ny BI 和 ezrr1，Ezt+ss es 都 不 相 
同 . 因此 ,在 EE, 儿 EE: 中 , 只 有 边 @iw+1s Elst2y ery eairly6airty 
… ex 与 天 点 上 了 关联, 这样 ,在 EI 图 E; 中, 顶点 的 度 是 
r+s 一 21, 因 为 和 ;是 欣 拉 略 , 故 r+ 和 = 是 侦 数 , 所 以 r+s 一 2 是 
偶数 。 对 于 上, 狼 EE, 中 每 一 个 顶点 的 度 ， 这 个 结论 都 成 立 ， 因 此 
EE 旬 E, 是 一 个 欧 拉 图 、 例 如 ， 图 1-2-9(1 ) 中 的 Gi 和 G: 是 欧 拉 
图 ， 图 1-2-9( 4 ) 中 的 口 钙 GG: 也 是 一 个 网 拉力 。 

我 们 把 空 集 〈 记 作 4 ) 定义 为 一 个 欧 拉 图。 这 样 , 要 使 E,@@ 
已 :是 欧 拉 图 ， 就 不 必 再 规定 五 ,天 殖 : 了 。 注 意 ， 空 集 是 一 个 不 含 
边 的 钱 图 . 因此， 我 们 得 到 定理 1-3-3， 

定 现 1-3-3 设 E, 和 E, 是 一 个 线 图 中 的 两 个 欧 拉 图 ， 则 E, 命 
世 ; 是 一 个 网 雯 图， 

把 这 个 定理 推广 ， 就 得 到 定理 1-3-4， 

定理 1-3-4 设 Eptp=1,2，、…，n) 是 一 个 线 图 中 的 * 个 欧 
拉 图 ， 出 瑟 , 虫 上 :和 由.… 四 . 是 一 个 欧 拉 图 。 

为 了 方便 ， 我 们 定义 符号 { 五 } 如 下 ， 

定义 1-3-2 符 导 { 瑟 ) 表示 一 个 线 图 的 子 图 中 所 有 欧 拉 加 的 


es 2 * 


集体 . 
由 定理 1~3-3 和 1~3-4 可 以 冒 出 ， 集 体 {E} 满 足以 下 条 件 ， 
1. 若 和 Ej; 在 {EE} 中 ， 则 EBE;= Ei@E: 在 {E} 中 。 
2. 存 在 E.( = 省 )， 使 得 对 于 { 五 ;中 任何 瑟 ， 都 有 
EDBE,=E, 
3. 对 人 五 } 中 任 一 下 
EBE,=E', 
4, 对 {EE} 中 任何 E,， 上 和 Ei， 
EB(EDBEN 三 (EDBENDE, 
这 样 ， 就 导出 了 定理 1-3-5， 
定理 1-3-5 一 个 线 图 中 的 集体 {EE} ,在 环 和 运算 下 是 一 个 阿 
贝尔 群 . 


这 个 定理 表明 ， 在 {E} 中 存在 车 干 生成 元 ，{EE} 中 所 有 的 欧 
拉 图 都 可 以 由 这 些 生 成 元 的 环 和 


得 到 。 | ， d 
例 1-3-2 考虑 图 1-3-3 所 示 [AN 
1 一 人 


的 线 图 。 由 王 ;， 五 ; 利 ;所 组 成 
的 生成 元 集合 如 图 1-3-4 所 示 ， 图 1-3-3 一 个 线 图 
用 这 个 生成 元 集合 ， 可 以 得 到 其 余 所 有 的 非 空 欧 拉力 ， 
EDE,= E, 
EDE,=E, 
EDBE,=E, 
EDBEDBE:=E: 
关于 {1B} 的 性 质 ， 以 及 如 何 得 到 { 玉 } 中 全 成 元 的 集合 ， 将 在 
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以 后 研究 。 这 里 只 需 注 意 一 点 ， 就 是 存在 一 种 生成 线 图 中 所 有 欧 
拉 图 的 简单 算法 。 
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E, Eo Er 
凯 1-3-4 图 1-3-3 中 线 贸 的 { 五 } 


为 了 讨论 分 离 的 欧 拉 图 ， 我 们 定义 “最 大 连通 子 图 ”如 下 。 

定义 1-3-3 设 9:;9:，… ,9 是 线 图 G 的 P 个 连通 子 图 ( 根 
据 定义 ， 一 个 孤立 点 也 是 一 个 连通 子 图 ) ， 且 避 的 每 条 边 和 每 个 
顶点 恰好 含 于 这 些 子 图 之 一 中 ， 则 连通 子 图 g, ,9,,-，… ,gs 的 集合 
就 是 各 的 最 大 连通 子 图 集合 《sef of maximal connected sub- 
graphs) . 称 数 为 线 图 如 的 最 大 连通 子 图 数 ， 

应 该 注意 的 是 ， 对 于 任何 两 个 不 同 的 最 大 连通 子 图 允 和 9 来 
说 ，g,U 9 是 分 离 的 。 例 如 ， 在 图 1-3-5(a ) 所 示 的 线 图 中 ， 有 
五 个 最 大 连通 子 图 ， 如 图 1-3-5(b ?所 示 ， 因 此 2 = 5. 不 难看 
出 ， 如 果 一 个 线 图 已 是 连通 的 ， 就 只 有 一 个 最 大 连通 子 图 。 因 此 
可 以 说 ， 一 个 线 图 是 连通 的 ， 当 且 仅 当 P = 1，。 

我 们 已 经 知道 ， 一 个 闭 迪 列 中 所 有 边 的 僻 合 是 一 个 同 路 或 图 
路 的 无 重 边 并 。 并 且 ， 我 们 还 知道 ， 对 于 任何 一 个 连通 前 至 拉 
图 ， 都 存在 一 个 包含 其 所 有 边 的 闭 边 列 ， 此 外 ， 欧 拉 国 的 每 一 个 
最 大 连通 子 图 显然 仍 是 一 个 网 拉 图 。 
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图 1-3-5 最 大 连 道 地 了 
《29 线 网 侣 : 《DG 的 最 大 连通 地 图 

定理 1-3-6 任 一 欧 拉 图 或 者 是 一 个 回 上 路 ， 或 者 是 癌 路 的 无 
重 边 并 ， 而 集体 {EE} 是 一 个 线 图 中 所 有 的 回路 ， 回 路 的 无 恒 边 并 
以 及 空 集 的 集体 。 

下 面 ， 我 们 来 考查 一 对 顶点 之 闭 的 路 径 的 某 些 性 质 。 前 面 说 
过 ， 在 一 条 路 径 中 ， 除 始点 和 终点 外 ， 每 一 个 项 点 的 度 都 是 2 ， 
而 始点 和 终点 的 诬 是 1 。 下面 的 定理 给 出 了 器 径 的 一 个 重阳 性 
质 ， 

定理 1-3-7 若 PP, 和 和 P, 是 同一 对 顶点 之 闻 的 两 条 路径， 则 
到 利己 :是 一 个 欧 拉 图 。 

证 明 ， ” 设 P, 和 Ps, 是 线 图 侣 中 顶点 i 和 7 之 间 的 两 条 路 径 ， 
我 们 在 线 图 GG 中 ,加 进 一 条 以 顶点 i 和 i 为 端点 的 边 》, 构 成 一 个 
新 的 线 图 G ， 注 意 ，P 和 Ps 也 是 G' 中 的 路 径 。 现 在 来 考虑 P,U 
Cy ) 和 UCy)，PiUC2) 是 PP, 中 所 有 前 边 和 边 >》 的 集合 ， 
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了 UU 《YY ) 是 P, 中 所 有 的 边 和 边 2》 的 集合 , 显然 它们 都 是 欧 拉 图 、 
由 定理 1-3-3 知 ， 这 两 个 集合 的 环 种 


[PY (y)IOLPU (y)]= P,@P, (1-3-1) 
是 一 个 欧 拉 图 ， 因 为 P, 儿 P; 的 所 有 边 都 在 G 中 ， 所 以 已 申 忆 是 
CC 中 的 一 个 哆 拉 图 ， | ‘证 毕 ) 
CO CC 
2] {by 
疼 1-3-6 线 图 


(ay PIU( yy) 人 fb) PsUtyY 


例如 ， 在 图 1-3-3 斯 示 的 线 图 竹中， 设 Pp, 二 《 a, d ), P,= 
Ca, 如 ), 则 PUCY) 和 PU (Cy) 如 图 1-3-6(a) 和 (Ch) 所 示 。 我 
们 注意 到 ， 它 们 都 是 欧 拉 图 ， 边 > 不 在 GG 中， 而 P, 人 DP,= (c,d) 
是 中 的 欧 拉 图 。 

把 上 面 这 个 定理 推广 ， 就 得 到 定理 1-3-8， 

”定理 1-3-8 若 P,(r=1,2,-…,2k) 是 同一 对 顶点 间 的 2 条 路 

径 ， 则 户外 PP 名 … 儿 Pi 是 一 个 网 拉 图 。 

证 甸 : 我 们 有 

PBPB: :BP,. 
三 (PBP)BPBPIDB BPDBP) 

由 定理 1-3-7 知 ，P;- ,使 Pi 是 一 个 欧 拉 图 ， 又 据 定 理 1-3-3, 车 
于 个 欧 拉 图 药 环 和 是 一 个 欧 拉 图 ， 因 此 等 式 右边 是 一 个 殉 拉 
图 ，。 (证 毕 》 

例 1-3-3 在 图 1~3-3 所 示 的 线 图 中 ， 顶 点 1 和 2 之 交 所 有 可 
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能 的 路 径 如 图 1-3-7 所 示 。 我 们 得 到 
PBP,= E, 
P,®BP,=E; 
PBP,=E, 
P.@PBPDP.=E, 
其 中 Eo。，E,，E,， Es 如 图 1~3-4 所 未 .但 P 使 P, 甸 Ps 与 所 给 的 
线 图 祖 同 ， 它 不 是 一 个 欧 拉 图 。 


1e-- 一 一 -oo2 1 2 1 2 
P, Ds 
A 
1 2 1 2 
Pp, PP 


图 1-3-7 顶点 1 和 2 之 向 的 路 径 


1-4 MM 图 


我 们 已 经 知道 ， 在 辐 个 指定 顶点 闻 的 两 条 路 径 的 环 和 是 一 个 
欧 拉 图 . 但是， 一 条 路 径 和 一 个 欧 拉 图 的 环 和 不 一 定 是 一 条 路 
径 . 因此 ， 在 环 和 运算 下 ， 斯 有 的 殉 拉 图 以及 两 个 指定 顶点 之 交 
的 所 有 路径 组 成 的 集体 不 一 定 构 成 一 个 群 。 这 就 说 明 ， 要 得 到 两 
个 指定 顶点 之 闻 的 所 有 有 路径。 比 上 节 所 说 的 生成 { 声 } 中 所 有 的 欧 
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拉 图 要 困难 得 多 。 这里， 我 们 引进 4 图， 以 使 所 有 的 欧 拉 图 与 两 
看 定 顶 点 问 的 内 图 的 集体 在 环 和 运算 下 构成 一 个 阿 贝尔 群 。 此 
外 ， 我 们 还 将 看 名， 两 指定 顶点 问 所 有 路 径 的 集体 ， 包 含 在 同一 
对 顶点 冰 所 有 对 图 的 集体 之 中 。 

设 杂 , 疡 和 五 都 是 一 个 线 图 的 子 图 ， 其 中 己 是 项 点 f 和 了 之 
”向 的 一 条 路 径 ， 五 是 一 个 政 拉 图 ， 而 好 等 于 疡 币 产 ， 现 在 我 们 来 
证 明 ， 在 几 中 除 顶 点 和 7 外， 每 一 个 顶点 的 度 者 是 偶数 。 而 项 
点 了 和 了 的 度 是 奇数 。 

在 所 给 的 线 图 G 中， 加 .上 一 条 以 i 和 为 端点 的 边 》， 设 所 
得 的 新 线 图 是 G/。 由 于 是 新 加 进 的 边 ，G 中 的 欧 拉 图 EE 不 包 
售 y， 所 长 按 ?是 在 [ 己 U(YD 龟 天 之 中 。 容 易 看 出 ， 忆 U (7 )》 
是 G’' 中 的 一 个 敬 拉 图 。 据 定理 1-3-3，[ PU (3)] 人 多 5 是 一 个 欧 
拉 图 。 因 此 ，[ PU(》)] 命 巨 中 每 一 个 顶点 的 度 痢 是 偶数 。 从 
LP UCY)J] 甸 EE 中 央 兴 》， 就 得 到 卫 儿 EE = MM， 由 于 3》 的 删除 ， 
使 得 顶点 7 和 了 的 度 d fi ) 和 和 d (i) 各 减少 了 1， 而 不 影响 其 余 
顶点 的 度 。 因 此 ， 我 们 可 以 断定 ， 形 中 中 了 两 个 预 点 外 ， 其 余 顶 
点 的 度 都 是 偶数 。 我 们 称 这 样 的 线 图 为 M 图 。 

定义 1-4-+， 如 果 一 个 线 图 恰 有 两 个 顶点 的 度 为 奇数， 则 称 
此 线 图 为 好 图 。 这 两 个 度 为 奇数 的 顶点 称 为 好 图 的 端点 。 

设 站 和 7 是 一 个 必 图 中 两 个 度 为 奇数 的 顶点 .在 此 杂 图 中 ,加 
进 一 条 以 i 了 和 7 为 端点 的 新 边 。 于 是 每 一 个 顶点 的 弃 都 变 成 了 偶 
数 ， 有 其 而 得 到 一 个 欧 拉 图 。 因 些 ， 一 个 好 图 可 以 看 作 是 从 一 个 欧 
拉 图 中 删 去 一 条 边 得 到 的 。 形 图章 性 质 之 一 如 下 。 

定理 1-4-1 存在 包 合 一 个 连通 村 图 的 所有 边 的 开 边 列 。 

证 明 ， ” 设 对 是 一 个 连通 的 邮 图 ， 和 i 是 它 的 两 个 端点 。 
说 了 是 一 条 以 了 各 j 为 端点 而 不 在 M 中 的 边 ， 则 MU (3 ) 是 一 个 
连通 欧 拉 图 。 由 于 在 一 个 连通 欧 拉 图 中 ， 存 在 一 个 由 它 的 所 有 边 
组 成 的 闭 边 列 ， 设 在 好 U (7) 中 ，(《eie:……es) 就 是 这 样 一 个 闭 边 
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列 ， 则 ?在 此 边 列 里 ,不 失 一 般 性 , 设 ? 在 边 列 中 位 于 er 和 er 之 
闻 ， 即 设 此 边 列 为 (ele:… eryepri "en)。 转动 此 边 列 ， 使 y 变 
成 它 的 第 一 条 边 ， 即 成 为 (yepr1'' eneie,"' ep)， 然 后 副 去 >， 
所 得 的 序列 (ee+i… enelez ez) 就 是 一 个 包含 WM 中 所 有 过 的 开 边 
列 。 《证 毕 ) 


图 1-4-1 他 图 MM 图 1-4-2 欧 拉 图 4 (7) 


例 1-4-1 考虑 图 1-4-1 中 的 M 图 。 显然 它 的 端点 是 顶点 1 和 
2 。 加 进 一 条 以 1 和 2 为 端点 的 边 》, 所 得 的 外 如 图 1-4-2 所 示 ， 
它 显然 是 一 个 欧 拉 图 。 于 是 可 得 到 一 个 闭 边 列 (abcdsJf9 
y》h pqr), 它 是 由 MULY) 中 所 有 的 边 组 成 的 ， 转 动 这 个 边 列 ， 
得 到 (yhpqrabcdef9). 然 后 删 去 》, 所 得 的 序列 (用 
peraebcaderg) 就 是 由 有 H 中 所 有 的 边 组 成 的 一 个 开 边 
列 。 

定义 1-4-2 ”如果 一 个 边 集合 可 以 分 解 为 一 条 路 径 和 一 个 回 
路 的 无 重 边 并 ， 使 得 这 条 路 径 各 这 个 回路 的 无 重 边 并 没有 公共 
边 ， 刚 称 这 个 边 集 合 为 一 条 幢 径 和 若干 回路 的 元 重 边 并 ( 集 } 

(edge disjoint“union of a path and circuits), 

例如 ， 在 栗 1-4-1 中 ，M 图 好 的 所 有 边 的 集合 〈a Be 
eg png r)， 可 以 分 解 为 路 径 (ay5 ,bp) 和 回路 
的 无 重 边 并 Cc ,qd ，,e ,了 ，9 ,有 ,9 ,Tr)， 因此 这 个 集合 是 一 条 
路 径 玫 车 于 国有 路 的 无 重 边 并 ， 
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定理 1-4-2 一 个 M 图 或 者 是 一 条 路 径 ， 或 者 是 一 条 路 径 和 
若干 回 路 的 无 重 边 并 

证 明 ， ”由 定理 1-4-1， 我 们 知道 ， 存 在 一 个 包含 连通 MM 图 
的 所 有 边 的 开 边 列 。 我 们 还 知道 ， 车 一 个 开 边 列 的 所 有 边 的 集合 
不 是 一 条 路 径 , 风 可 将 此 边 殉 分 解 为 一 个 开 过 列 和 一 些 闭 边 列 "， 
使 得 分 解 后 得 到 的 这 个 升 边 列 中 所 有 边 的 集合 是 一 条 路 径 ， 而 这 
些 闭 边 列 中 所 有 边 的 集合 是 一 个 欧 拉 图 ， 它 或 者 是 一 个 回路 ， 或 
者 是 回路 的 无 重 边 并 。 因 此 ， 一 个 连通 对 图 或 者 是 一 条 路 径 ， 或 
者 是 一 条 路 径 与 车 于 问 路 的 无 恒 边 并 ， 

假定 所 给 的 杂 图 放 是 分 离 的 。 设 g1,9,，.…，g。 是 MM 的 最 大 
连通 子 图 集合 ， 因 为 一 个 线 图 中 所 有 顶点 度 之 和 的 一 半 ， 等 于 这 
个 线 图 的 边 数 ， 所 以 ， 若 一 个 度 为 霖 数 的 顶点 在 9:(T<r 拓 中 中 ， 
则 另 一 个 罕 为 奇数 的 顶点 也 必 在 9 中 ， 因 此 在 gg:，……，9gr 中 ， 
只 有 一 个 是 MM 图 ， 比 如 说 是 g;， 其 余 的 都 是 欧 拉 图 于 是 我 们 可 
以 断定 ，9' 或 者 是 一 条 路 径 ， 或 者 是 一 条 路 从 和 车 于 回路 的 无 重 
边 并 。 而 9 …… ;go 中 的 每 一 个 或 者 是 一 个 回路 ， 或 者 是 回路 的 
无 重 边 并 。 因 此 所 给 的 邮 图 朵 是 一 条 路 和 从 和 若干 回路 的 无 重 边 
并 ， 《证 毕 》 

我 们 来 考虑 一 个 众 所 启 知 的 难题 ， 把 规定 的 图 形 不 重复 地 一 
笔画 出 来 。 如 果 一 个 图 形 能 一 笔 曾 出 来 ， 则 当 我 们 把 所 给 的 图 形 
君 作 一 个 线 凡 时 ， 必 有 一 个 边 列 包 含 该 图 的 所 有 边 。 于 是 ， 如 果 
它 是 一 个 开 边 列 ， 所 给 的 图 形 一 定 是 一 个 连通 的 时 图 另 一 方 
面 ， 如 果 它 是 一 个 半边 列 ， 则 所 给 的 图 形 必 是 一 个 连 般 的 欧 拉 
图 .假若 你 不 能 一 笔画 出 所 给 的 图 形 ， 就 不 可 能 得 到 这 样 一 个 边 
列 ， 因 此 该 图 形 既 不 是 连通 MM 图 ， 又 不 是 连通 欧 拉 图 。 这 就 是 
说 ,一 个 图 形 能 被 一 笔画 出 ， 当 和 且 仅 当 此 图 形 是 一 个 连通 的 寻 图 

# 蛛 文 此 处 为 “一 个 半边 列 .” 据 定理 1-2-1 这 种 分 解 所 得 的 闭 边 列 通 党 不止 一 个 。 

一 一 - 泽 注 
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或 连通 的 欧 拉 图 。 例如 ,图 1-4-3( a ) 中 的 线 图 是 一 个 连通 1 图 ， 
因此 可 以 将 它 一 笔画 出 。 而 图 1-4-3(b ) 中 的 线 图 既 不 是 村 图 ， 
又 不 是 欧 拉 图 ， 所 以 不 能 将 它 一 笔画 出 。 


(a) (by 
图 1-4-3 一 笔画 难题 


我 们 已 经 知道 ， 同 一 对 顶点 之 间 的 两 条 路 径 的 环 和 是 一 个 欧 
拉 图 。 因 为 一 个 MM 图 是 一 条 路 径 和 堵 干 回路 的 无 重 边 并 ， 所 以 两 
个 具有 相同 端点 的 对 国 的 环 和 也 是 一 个 欧 拉 图 。 

定理 1-4-3 设 一 个 线 图 的 两 个 子 图 以 , 和 及, 是 具有 相同 端 
点 的 两 个 村 图 ， 则 以, 田 MM; 是 一 个 欧 拉 图 。 

证 明 。 以 六 ,和 并 ;的 两 个 公共 端点 为 端点 ， 另 作 一 条 边 
y， 显 然 MU7) 和 于 UCY) 者 是 欧 拉 图 。 于 是 

CMU (CY)IBIMU (9) = MDM, 《1-4-1) 


是 一 个 欧 拉 图 。 《证 毕 ) 

我 们 知道 ， 一 条 路 径 和 一 个 画 路 的 环 和 不 一 定 是 一 条 路 径 。 
然而 ,以下 定理 表明 ,一 个 M 图 和 一 个 爽 拉 图 的 环 和 一 定 是 MM 图 。 

定理 1-4-4 在 一 个 线 图 中 ， 设 村 是 一 个 M 图 ，E 是 一 个 欧 
控 图 ， 划 导 田 是 一 个 导 图 。 

证 明 : 据 定理 1-4-2，M 可 写作 M = PP 图 EE'， 其 中 是 一 
条 耻 径 ，E!' 是 一 个 欧 拉 图 。 于 是 

MBE= (PEE DE = POE*=M!' (1-4-2) 

其 中 E* = 五/ 国 刁 。 据 定理 1-3-3, 五 ?是 一 个 欧 拉 图 。 《证 毕 》 
30。 


出 定理 1-3-3，1-4-3 和 1-4-4， 可 以 作出 M 图 好 和 欧 拉 图 五 
的 环 和 和 裘 如 下 ; 
四 | gE M 
E 
M 


E MM 
M E 


注意 这 个 岩 和 下 面 给 出 的 二 进 制 数 加 法 天 之 间 的 对 称 性 ; 


oa 
010 1 
1 i 0 


为 了 方便 ， 我 们 定义 符号 { 己 站 和 1 小 如下。 
定义 1-4-3 设 了 和 7 是 线 图 G 中 的 两 个 顶 虑 。 用 符号 {Pi} 
表示 i 条 了 之 间 所 有 了 路径 的 集体 ， 用 符号 (4M 寺 雪 示 如 中 以 守 间 
7 为 端点 的 所 有 M 图 的 集体 。 
前 面 我 们 已 经 定义 过 符号 {Ey}， 它 表示 一 个 线 贸 中 所 有 哆 拉 
图 的 集体 。 由 定理 1-4-2， 我 们 得 到 
{Mi} = {PBE; Pe{Pi}, Ee{E}} (1-4-3) 
又 由 定理 1-3-3，1-4-3 和 1-4-4， 我 们 得 到 下 面 的 定理 ， 
定理 1-4-5 {Mi 和 {EE} 中 所 有 子 图 的 集体 {E,Mj} 在 环 和 
运算 下 是 一 个 阿 贝 尔 群 。 
例 1-4-2 在 例 1-3-2 和 1-3-3 中 ， 我 们 已 经 知道 ， 图 1t-3-3 中 
线 图 的 { 五 ?和 {P 分 别 如 图 1-3-4 和 1-3-7 斯 示 。 它 们 是 
{EE}= {C06), ted), (ascse), (hc e), 
(bdye), (ayd,e)s (espbycyd) 
{ = {Ce), Casd), (6,0), Casc), (bd)} 
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因此 ， 所 有 以 1 和 2 为 端点 的 1 图 是 
{M 1s} = {PDE; PE{Pa ECE}} 
= {(e), (asd), (bc), (asc), (bd), Ca, be), 

(cd,e), (abc de)} 
其 中 ， 前 五 个 材 图 是 路 径 。 其 余 的 则 是 一 条 路 径 和 著 十 回路 的 无 
重 边 并 ， 如 图 1-4-4 所 示 。 设 Pl,，P;，P，， 记 和 了 ,由 图 1~-3-7 表 
示 ， 并 设 M,= (a, b， e)，M,= (c,d, 5)， Ms = (a,b,c,d,e), 
则 由 生成 元 E,，E;, 忆 和 PP; 的 集合 可 以 产生 集体 {EE, 作 中 所 有 


药 元 素 : 
of fo ce d AN 
六 2 _N 2 1 2 
M, M; M 


pi 
国 1-4-4 ”到 图 
EDE:,=E: 
EBE,=E, 
E.DE,= Ee 
EOEDE,= E, 
五 ,四书 := M, 
EDBP1= M, 
EBP=P, 
EDBEBP= MM, 
EDBEDBP= PP: 
EBEDBP= P, 
EDBE,BEBP=P; 
EBDE= EDE;, = =P@P=$ 
es。 32. 


1-5 不 可 分 图 


在 由 生成 元 的 环 和 来 产生 { 五 ,1 夫 的 所 有 元 束 时 ， 可 以 选取 
不 同 的 生成 元 集合 。 在 一 个 线 图 中 ， 找 出 两 个 指定 顶点 之 间 的 车 
干 条 路 径 比 较 容易 。 不 过 ， 这 些 路 径 被 找 出 来 后 ， 是 否 能 构成 
{ 瑟 ,对 坟 的 生成 元 集合 ， 还 必须 加 以 确定 .在 例 1-4-2 中 ， 我 们 
可 以 选取 路 径 PP1, 了,, 和 了 ,作为 {EE ,Mi 的 生成 光 ， 这 是 因为 


PBP,=E, 
P,DBP,= E, 
PBP,= EF, 


但 是 ， 如 果 所 给 的 线 图 是 图 1-4-4 中 的 MM,， 那 么 ， 在 顶点 1 和 2 
之 间 只 有 一 条 路 径 (e )》， 而 单 有 路 径 ( e )， 显 然 是 不 可 能 成 为 


{E ,Ms,} 三 {blasb)s lab ete )} 


的 生成 元 集合 的 。 这 两 个 例子 表明 是 否 存 在 一 个 能 作为 
人 五 , 邓 计 的 生成 元 集合 的 路 径 集 合 ， 取 决 于 所 给 组 图 的 结构 。 有 
这 样 一 种 仅 由 路 径 就 能 形成 生成 元 集合 的 结构 ， 叫 做 不 可 分 图 。 
为 了 定义 不 可 分 图 ， 我 们 先 说 明 “ 切 割 顶点 ”的 概念 如 下 . 

定义 1-5-1 切割 顶 点 为 两 个 新 顶点 bp, 和 bp,， 意 思 是 指 将 
所 有 以 顶点 为 端点 的 边 分 为 两 部 分 ， 使 它们 的 端点 分 别 由 变 
成 p 或 p,、 

例如 ， 在 图 1-5-1t a 所 示 的 线 图 中 ， 有 天 种 切割 项 点 恕 的 
方法 ， 分 别 如 图 1-5-1(b,(c):(d)(e) 凡 示 。 

考虑 图 1-5-2( a ) 所 示 的 连通 线 图 。 如 果 我 们 将 项 点 了 切割 
为 两 个 顶点 和 户 ， 如 图 1-5-2(b ) 所 示 ， 则 此 线 图 变 成 分 离 
图 。 然 而 ， 假 车 一 个 连通 线 图 象 图 1-5-3( a ) 所 示 的 那样 ， 则 无 
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论 我 们 怎 祥 将 项 点 症 切 割 成 两 个 项 点 ， 它 都 不 会 成 为 分 离 图 。 


《0 《d (€) 


钢 1~5-1 切割 顶点 妖 的 不 同方 法 
《a) 线 图 CI DG OG dG 0G 


图 1-5-2 可 分 图 
(a) 制 点 py (b) 分 亢 图 


(a) 0b) 
图 1-5-3 不 可 分 图 
(a) 线 图 ， 《bb 切 条 顶点 加 


434， 


定义 1-5-2 在 一 个 连通 线 图 中 ， 如 果 存 在 一 个 项 点 了 和 一 
种 切割 该 项 点 为 两 个 顶点 的 方法 ， 使 得 按 此 方法 切割 顶点 时， 
这 个 线 图 变 成 分 离 园 ， 并 且 不 产生 弧 立 点 ， 则 称 此 连通 线 图 为 可 
分 图 ， 称 顶点 了 为 割 点 。 


例如 ， 轩 1-5-4《 a ) ,tb }) 和 (<¢ ) 所 示 的 线 图 都 是 可 分 图 。 注 
者 项 点 乡 和 纪 " 是 它们 的 割 点 。 


CA 人 入 人 


所 
(a) 人 (hb》 Ga {c) Gs 
图 1-5-4 可 分 区 
(BG (G2 (OG 
定义 1-5-3 如果 一 个 连通 线 姥 不 是 可 分 图 ， 则 为 不 可 分 
图 。 
例如 ， 图 1-5-5( a ),(b ) 所 示 的 线 图 都 是 不 可 分 园 。 


人 NA A 入 


(a} G4 (by) G4 
图 1-5-5 不 可 分 图 
(2 (hy 


为 了 得 到 不 可 分 图 的 某 些 性 质 ， 我 们 来 考虑 由 两 个 景 天 连通 
子 图 9, 和 g, 构 成 的 线 图 G， 其 中 每 一 个 最 大 连通 子 图 至 少 包含 一 
条 边 。 容 易 看 出 ， 若 在 9: 的 一 个 顶点 和 ga 的 一 个 顶点 之 间 加 上 一 
条 边 e ,GG 就 变 成 了 连通 图 ， 如 图 1-5-6 所 示 。 但 所 得 的 图 是 一 个 
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可 分 图 ,相反 ,如 果 线 图 G/ 是 不 可 分 图 , 那么 删 去 它 的 一 条 边 后 ， 
也 不 会 变 成 分 离 图 ， 


图 1-5-6 一 个 可 分 图 
设 e 是 不 可 分 图 G' 中 连接 顶点 1 和 的 一 条 边 , 因为 删 去 
边 e 后 ，G' 不 会 分 离 ， 所 以 ， 在 从 G' 中 删除 e 所 得 的 图 中， 
存在 一 条 顶点 i 和 i 之 间 的 路 径 P,; ， 如 图 1-5-7 所 示 。 这 条 路 径 
和 边 e 一 起 ， 构 成 G' 中 的 一 个 回路 。 于 是 我 们 有 定理 1-5-1。 
各 


图 1-5-7 不 可 分 图 G? 


定理 1-5-1 一 个 不 可 分 图 的 任 一 条 边 至 少 在 一 个 回路 中 ， 
应 当 注 意 的 是 ， 某 些 可 分 图 和 分 离 图 也 具有 定理 1-5-1 所 述 
的 性 质 〈 即 每 条 和 这 至 少 在 一 个 回路 中 ) .例如 ,图 1-5-8¢ a ) 和 和 (5 ) 


<A 


(a) | (b) 
图 1-5-8 线 图 
《8) 可 分 财 ， 《b) 分离 图 
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中 的 可 分 图 和 分 离 图 就 有 这 个 性 质 。 所 以 ， 这 个 性 质 并非 不 可 分 
图 特有 的 性 质 ， 

和 要 从 一 个 线 图 中 移 去 一 条 边 ， 有 两 种 方法 。 一 种 方法 是 期 除 
一 条 边 〈 或 断 开 一 条 边 )， 另 一 种 方法 是 短路 一 条 这 。 所谓 “短路 
边 。”, 就 是 把 边 e 垃 除 ， 并 把 边 。 的 两 个 端点 合并 成 一 个 顶点 。 
例如 ， 在 图 1-5-9( a ) 所 示 的 线 图 中 ， 删 除 〈 岂 开 ) 边 e， 就 得 
到 图 1-5-9(b ) 所 示 的 线 图 。 然 而 在 同一 线 图 中 短路 边 e ， 则 得 
到 图 1-5-9( ¢ ) 所 示 的 钱 图 。 


1 2 1 2 
| | 1 上 人 八 
3 5 4 3 oc 3 一 人 4 
(a) (by (Cc) 
图 1-5-9” 荞 除 边 z 和 短路 边 e 
(a) 一 个 线 图 《删除 边 e (cd) 姑 路 边 2 
下 面 我 们 要 说 明 ， 在 对 一 个 不 可 分 图 的 任何 一 条 边 作 删 除 或 
短路 处 理 时 ， 必 至 少 有 一 种 方法 能 够 保持 原 线 图 的 不 可 分 人 性。 假 
定 从 不 可 分 图 G' 中 删除 边 e ， 使 它 变 成 了 可 分 图 G- ， 顶 版 清 是 
它 的 一 个 割 点 《 见 图 1-5-10)7， 又 设 边 e 的 两 个 端 点 是 4 和 7， 
再 可 君 出 ，f; 和 了 中 必 有 一 个 在 Ge 中 ， 而 另 一 个 在 如 中 ， 并 且 
i 和 了 都 不 可 能 是 顶点 乡 ， 因 为 原 图 /是 不 可 分 的 。 这 样 ,如果 


图 1-5-10 ”可 分 图 G。 图 1-5-11 短路 边 吕 
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我 们 不 是 删除 边 e ， 而 改 用 将 其 短路 的 方法 ， 所 得 的 图 就 是 不 订 
分 的 ， 其 图 1-5- 开 所 示 。 

很 定 在 短路 边 e 后 ， 不 可 分 图 G* 变 成 了 可 分 图 G-， 如 图 
1~5-12 拟 示 , 则 原 不 可 分 国 必 定 由 边 e 和 两 个 子 图 C:，SC: 构 成 ， 
其 中 子 图 和 GG, 在 e 的 端点 如， 户 处 结合 起 来 ， 如 图 1-5-13 所 
示 。 注 意 ， 当 我 们 短路 边 e 时 ， 顶 点 pi 和 ps 变 成 了 割 点 ,这 
样 ， 如 果 我 们 不 是 短路 边 e ， 而 改 用 山 除 e 的 方法 ， 所 得 的 图 将 
是 不 可 分 的 。 只 要 一 个 不 可 分 图 不 少 于 三 个 顶点 ， 这 个 结论 都 成 


立 ，。 
加 
Pz 


(a) 

赂 1-5-12 短路 一 条 边 记得 图 1-5-13 ”一 个 不 可 分 图 

的 可 分 图 人 

定理 1-5-2， 设 不 可 分 图 人 至 少 包含 三 个 顶点 ， 则 用 删除 或 
短路 的 方法 移 去 它 的 任 一 条 边 时 ， 必 至 少 有 一 种 方法 能 保持 其 不 
可 分 性 。 

现在 我 们 已 经 作 好 准备 ， 可 以 来 讨论 不 可 分 图 所 独 具 的 性 质 
了 。 

定理 1-5-3 ” 当 且 仅 当 一 个 线 国 是 不 可 分 图 时 ， 对 于 该 线 图 
的 任 一 对 项 点 1 ，7 了 和 和 任 一 条 边 e， 在 ; 和 ji 之 间 存 在 一 条 包 会 
边 e 的 路 径 。 

证 明 : ”车 不 可 分 图 人 恰 有 三 个 顶点， 定理 显然 成 立 。 假设 
定理 对 于 所 有 具有 个 项 点 的 不 可 分 图 都 成 立 。 我 们 来 考虑 一 个 
具有 上 + 1 个 顶点 欧 不 可 分 图 G 。 据 定理 1-5-2， 我 们 可 以 挑 出 
中 的 任 一 条 这 ， 或 者 短路 它 ， 或 者 删除 它 ， 使 所 得 的 图 仍 是 不 


了。 


可 分 的 , 在 G 中 选取 一 条 异 于 边 e 且 不 与 i 连接 的 边 e, 。 将 el 短 
路 ， 若 所 得 的 图 是 可 分 的 ， 就 改 为 将 e: 删除 ， 然后， 再 选取 另 一 
条 异 于 边 e 且 不 与 i 连接 的 边 e:。 将 es 短路， 如果 所 得 的 图 是 可 
分 的 ， 又 改 为 将 ee 删除 。 如 此 继续 下 去 ， 我 们 很 快 便 能 找到 这 样 
一 条 边 e， 它 异 于 边 e ， 丰 与 了 连接 ， 生 将 e, 短路 所 得 的 图 是 不 
可 分 图 ， 设 为 G'。 显然 G' 有 长 个 顶点 ， 因 此 定理 对 G' 成立 ， 邑 
在 ;和 7 之 间 存 在 着 一 条 包含 边 e 的 路 径 。 而 这 同一 条 路 径 ， 除 
了 有 可 能 包括 边 e, 外 ,也 是 G 中 i 和 上 j 之 间 包 含 边 。 的 路 径 ， 
‘证 毕 ) . 
由 这 个 定理 ， 可 以 得 到 也 下 定理 ， 
定理 1-5-4 在 一 个 不 可 分 图 中 ， 对 于 任 一 对 顶 点 1 ， 了 及 
任 一 个 回路 忆 ， 一 定 存在 i 和 i 之 间 的 两 条 路 径 P, 和 P,， 使 得 
C= PO@P: 《1-5-1》 
这 个 定理 保证 了 存在 一 个 路 径 集合 ， 它 可 以 作为 {E, MM 的 
生成 元 集合 。 我 们 注意 到 ， 图 1-3-3 中 的 线 图 是 不 可 分 的 ， 路 径 
Po PP 和 ,能 组 成 一 个 生成 元 的 集合 ， 如 图 1-3-? 所 示 ， 


1-6 路 径 的 集体 


如 前 所 述 ， 以 顶点 i 和 /为 端点 的 对 图 的 集体 {M4} 包含 了 
i 和 j 之 间 所 有 的 路 径 。 我 们 还 知道 ，{E, M i) 在 环 和 运算 下 是 
一 个 阿 贝尔 群 。 并 且 ， 根 据 定理 1-4-3 和 1-4-4， 如 果 我 们 适当 地 
选取 生成 元 ， 很 容易 得 到 (Mi 。 例 如 ， 在 图 1-3-3 所 示 的 线 图 
中 ， 选 取 形 ;,， 巨 :，Es 和 Pi 《〈 见 图 1-3-4 和 1-3-7)》 作为 生成 元 ， 
即 可 知 {Mw} 中 所 有 的 计 图 是 Pl，P,BEl,， PBE,; PBE,,. 
PIBEOE, POEDBE,, POEDENMRPODEDEDE. 
人 因此， 要求 出 顶点 i 和 之 间 的 所 有 路 径 ， 一 种 方法 是 先 由 集体 
住 , Mi) 中 的 生成 元 生成 集体 {i} ， 然 后 设法 从 {MM 收 中 把 有 路径 
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抽出 来 。 这 里 介绍 一 种 从 {Mi 中 将 所 有 路 径 抽取 出 来 的 方 法 ， 
称 为 “了 最 小 化 运算 ”。 使 用 这 种 运 等 ， 还 能 从 玻 拉 图 集体 (五 ;中 
抽出 所 有 的 向 路 . 

这 种 运算 还 可 以 用 谤 得 约 路 径 集 体 的 一 些 重 要 性 质 . 并且， 
借助 于 这 些 性 质 ， 电 可 以 导 己 另 一 种 生成 两 指定 项 点 间 所 有 路 径 的 
简单 算法 。 对 此 ， 我 们 将 在 本 节 内 研究 ， 首 先 ， 在 一 个 集体 上 定 
义 “ 最 小 化 运算 ”如 下 。 

定义 1-6-1 设 4 是 若干 集合 的 一 个 集体 ， 则 定义 min4 为 4 
的 这 样 一 个 子 集体 ,4 中 任 一 个 集合 4 属于 min4， 当 且 仅 当 4 中 


除外 的 每 一 个 集合 8， 上 只 要 不 是 空 集 ， 就 满足 Ba 中 
>” 尝 示 8 不 是 4 的 子 集 ， 即 中 至 少 有 一 个 元 素 不 在 中,” 


例如 ， 设 4= {ab6,c)， (qayd)，(ga)，(by0), 四， 则 mind 
由 集合 (a)，(p,c) 和 空 集约 组 成 ， 可 以 有 表册 ， 通 过 以 下 步骤 即 可 
求 一 一 个 集体 4 的 min 4. 

对 p=1，2，3，……, 4， 检验 ap( 关 办 ， 看 基 否 存在 一 个 非 
空 集合 a,( 关 ap)， 使 得 a:Corz。 如 果 存 在 这 样 的 集合 0,， 就 删 去 
Qr。 否则 将 0p 保留 在 此 集体 中 。(ar 寺 Gs 表示 0 是 cp 的 一 个 子 集 ， 
即 %, 的 年 一 个 元 素 都 在 a 中 .) 例 如 ， 在 例 1-3-2 中 , 山 去 (opc， 
d)， 即 得 {EE} 的 最 小 化 集体 为 . 

min{E} = {$,(a3b) (c,d), Cayce), (b,c,e), 
{asd,e), (bd,e)} 

这 是 因为 ， 只 有 la,b, c,d)， 县 有 另 一 个 非 空子 人 (asb) 适合 
{qsb)C Casb,ec,d)., 

前 面 说 过 ，{ 五 ?是 由 所 有 不 河 的 回路 ， 国 小 的 无 重 边 并 和 
集 组 成 的 集体 。 设 ELE {8B} 是 轩 路 Ci， Cry ees Ci 的 无 重 边 并 ， 
草 因 C, 是 一 个 加 路 ， 歼 Cl 在 {EY} 中， 且 C,CE1, 于 是 ， 在 求 min 


才 揪 导 中 的 字 是 译 者 如 的 .一 一 且 福 
* A0 * 


{ 时， 五 :将 被 删 去 。 由 于 { 吾 } 中 任 一 回路 C 是 一 个 连通 子 图 。 
它 的 每 一 个 项 点 的 度 均 为 2 ， 所 以 CC 的 任何 一 个 真子 图 都 不 是 园 
路 ， 
定理 1-6-1 用 {C)} 表 示 所 有 的 回路 利空 集 组 成 的 一 个 集 
性 ， 则 
min{E} = {C} (1-6-1) 
按照 定义 ， 集 体 {M 人 是 以 工程 了 为 端点 的 全 部 对 图 的 集 
体 ， 我 们 已 经 知道 ， 一 个 开 图 di 或 者 是 顶点 和 间 的 一 条 路 
径 P， 或 者 是 路 径 Pu 和 若干 回路 的 无 重 边 并 。 在 {Mi} 中， 设 
MM 是 路 径 pi; 和 车 于 回路 的 无 重 边 并 ， 则 由 于 Pr 在 {MM 中， 所 
以 对 ,将 不 属于 min 4 
假定 PY 是 {MM} 中 一 条 路 径 P,; 的 真子 集 。 若 P* 也 在 {Mi 
中 ， 则 拟定 理 1-3~7 知 ，P*BPi 或 为 回路 ， 或 为 回路 的 无 重 进 
并 ， 但 是 ， 由 于 叫 ? 是 已; 的 真子 集 ， 所 以 已" 伸 P 是 Po 的 子 图 。 
而 PP; 不 可 能 包含 辐 路 ， 因 此 P? 不 在 {MM 中 ， 
定理 1-6-2 用 {Pi) 几 示 项 点 ?和 间 所 有 路径 的 集体 ， 则 
min{M;} = {Ps} (1-6-2) 
下 面 ， 我 们 用 一 种 称 为 环 积 多 的 运算 来 把 两 个 集体 乘 起 来 。 
定义 1-6-2 诸 集合 的 集体 4 和 8B 的 环 积 记 作 A 信 如， 定 
义 为 
4@8= minfar 申 orcE4 0EB) {《1-6-37 
例如 ， 设 4 = {(a) (b,c),(d,e)}， 
B= {(qayb), (b,c,d), (ey)}， 则 
A@B= min{(b), (aybscsd), Case), (qc) (td), (b,c,e), 
(asb,d ,ee)} 
= {6), (a,e), tac), Cd)} 
下 面 是 环 积 运算 的 一 种 应 用 。 据 定理 1-5-4， 在 一 个 不 可 分 
图 中 ， 任 一 回路 都 可 以 表示 为 顶点 1 和 i 之 间 两 条 路 径 的 环 和 ， 
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四 此， 如 果 我 们 对 项 点 和 了 之 问 的 路 径 两 两 一 组 作 环 和 ， 并 把 
所 有 可 能 的 环 和 汇集 起 来 ， 就 可 以 得 到 一 个 不 可 分 图 中 所 有 的 回 
路 ， 
定理 1-6-3 对 于 一 个 不 可 分 图 ， 有 
{Pa} ® {Pi} = {OC} (1-6-4) 
注意 其 中 
{Pr} ®@ {Pa} = min {PBP,s P,P,€ {Pot} (1-6-5) 
由 于 空 集 $ 在 {C} 中 ， 且 任何 集合 CC 和 空 集 $ 的 环 和 仍 为 亿 
合 C， 故 有 
{1C}C{CI@{C} (1-6-6) 
此 外 ， 洁 于 {C} 中 的 元 崇 CGC, 种 C,，C, 人 DC, 是 一 个 回路 或 回路 的 无 
重 边 并 。 注意 ，{ 琅 } 是 由 所 有 不 同 的 回路 ， 同 路 的 无 重 边 并 和 和 空 
集 组 成 的 集体 ， 故 有 


{CBC CoCE CYT AE} (1-6-7) 
因此 
{CY® {C0) = mintC DC CC CE {CY} Cmin{E} 
(1-6-8) 
然而 由 式 (1-6-1) 知 ，min {E) = {C} 。 结 合式 (1-6-6》 即 得 
{CC {CO @ {CC (C} 《1-6-9》 
于 是 得 到 定理 1-6-4。 
定理 1-6-4 
从) 公信) = {C9} 《1-6-10) 
因为 空 集 在 {C} 中 ， 故 有 
{PA CC {PS {IC} (1 -86-11) 
另 一 方面 ， 
{PBC: PE {Pa}, CEC CC (Ma (1-6-12) 


其 中 人 M 让 是 雇主 和 /为 端点 的 所 有 不 同 的 村 图 的 集体 由 于 据 
起 {1-6-2) ,min (Mi} 等 于 {DP,} 9 所 以 
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iP BC = min (PBC, PE 让， CE 人 


Cmin{M,} = {P;} (1-6-13) 
由 此 式 及 (1-6-11)， 可 得 定理 1-6-5， 
害 理 1-6-5 
{Pi © {CY = (站 (1-6-14) 
这 个 定理 可 以 进一步 修改 。 
定理 1-6-6 
{Pi ®@ {Pi ® {Ps} = (让 《1-6-15》 


证 瞬 ， 因为 空 集 和 在 { 己 站 的 1 小 中， 故 
{PBQ; PE{P}, QE {PN ® {Pa2}} SD (Pi 
(1~6-16) 
由 于 是 一 个 脆 拉 图 ， 故 P 人 多 QR 是 一 个 村 图 . 《证 比 》 
例 1-6-1 在 例 1-3-3 中 ， 给 出 {Ps 为 
{Ps} = {le), (9,d), pc) Ca,c), Da) 
通过 运算 { 卫 12) 全 {Pis}， 可 以 得 到 图 1-3-3 所 示 不 可 分 图 中 所 有 
的 加 路 ， 
{Pa} @ {Pi} = min{(e) Be), (eBt{a,d), (e) Db,r), 
(e) Ba (oPBb,d), (a, dD 
(b,c) ,ta,d) Be, 0, (0,d)D 
(Bb,d), (b,c Da,e), (b,c)D 
(Bd) (0,0 DBL, da)} 
x min{g, tasd ye) (hrese), (asc,e), (bd,e), 
(asb,csd) ,c,d), (a,b)} 
= {ptardse), hycse), (aycy2] (bd ,ee)s 
(od), (a,b)} 
= 4C} 
注意 ，{Pn} 的 下 标 r 和 s 代表 两 个 对 点 ， 而 {Pn} 中 的 每 一 
条 路径 都 在 这 两 个 顶点 之 间 。 也 就 是 说 ， 符 号 {Pn} 表示 项 点? 
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各 3 之 闻 所 有 有 路径 的 集体 。 式 (1-6-4) 说 明 ，{Pw} 和 {Pw} 的 环 
积 等 于 {C}。 但是， 当 + 关 fu 时 ，{Pr} 和 {Pw} 的 环 积 显 然 不 等 
于 4C}。 
定理 1-6-7 设 侣 是 一 个 连通 图 ， 又 设 i，f 和 是 G 中 三 
个 不 网 的 项 点 ， 则 
{Pa @ {Pin} = {Pis} (1-6-17) 
其 中 和 让 是 GG 中 i 和 i 之 交 所 有 路 径 的 集体 ，{4Pix} 是 7 了 和 上 之 
但 所 有 路 径 的 集体 ，{P 必 是 了 和 有 之 问 所 有 路 径 的 集体 。 
证 明 ， 对 {Pa} 中 任 一 路径 Pi 和 和 {Pia} 中 任 一 路 径 Pi » 
Pij 忽 Pi 是 一 个 寻 图 Mi 。 因 此 只 需 证 明 ， 对 于 1 寺中 任 一 路 径 
Pias 分 别 在 在 {Pi 中 一 条 路 径 Pi; 和 {Pit} 中 一 条 路 径 Pity 使 得 
PS P= Pr (1-6-18) 
因为 G 古 连通 前 , 故 从 7 到 路 径 Px 中 任 一 项 点 ， 存 在 一 条 路 径 。 
设 己 是 委 中 从 了 到 路 径 Px 中 一 个 项 点 7 ， 且 不 合 Pit 中 其 他 顶点 
的 一 条 路 从。 设 Pi 是 子 图 Pa 中 i 和 7 闻 的 小径 , Pi 是 子 图 Pa 中 
r 各 名 癌 的 路 径 ， 如 图 1-6-1 氛 示 。 则 Pi = PicUP' 和 Pn= Prx 
U P' 就 是 所 求 的 路 径 ， 《证 毕 ) 


泗 1-6-1 路 全 Ps, Pi Pi 和 PP* 


这 一 定理 可 推广 如 下 。 
定理 1-6-8 设 i s ji “Ty jm 和 上 是 连通 线 图 上 GG 的 顶 成 ， 
a“ 44#* 


则 
{Pa} {AP} BPnnt DBAPiog = {Pint 


(1-6-19) 
再 根据 式 (1-6~ 人 )， 可 将 上 述 定理 修改 为 
定理 1-6-9 ”对 于 一 个 不 可 分 图 ， 有 
{Pi @ Piss Be BAPint) BP = 4C} 
(1-6-203 


例 1-6-2 在 图 1-3-3 所 示 的 连通 图 中 ， 
{Ps} = {(0), (d), (are), (5 2) 

连同 例 1-6-1 给 出 的 {Pl ， 我 们 有 

{Ps} 三 {Pi @ 4P.,} 三 {(e), Cad}, (be), (osc), cb,d)} Cd 

tio), Cd), ta,e), (be)} 
=mint{(c,e), (qd,e), a), C6) Cascsd), (a,b,d,e), 
(bcd), (ae 
= {(c,8), (de) ,Ca), CO)} 

现在 我 们 来 洁 虚 一 个 不 可 分 图 G'。 设 e 是 G6! 的 一 条 边 ， 其 
奖 点 为 了 和 也， 如 图 1-5-7 所 示 。 设 G<: 是 从 G? 中 副 去 边 e 得 到 的 
线 图 。 因 为 CG. 是 连通 的 , 在 顶点 和 了 之 间 至 少 存在 一 条 路 径 。 
设 {P# 是 CG< 中 了 和 = 之 间 所 有 路径 的 集体 。 注 意 (e ) 本 身 就 是 
C" 中 :和 7 之 闻 的 一 条 路 径 ， 所 包车 已 在 {Pi} 中 ， 则 (e ) 人 @P 
是 一 个 回路 。 搁 名 话说 ， 对 { 妃 中 中 任何 严 ， 存 在 G' 中 的 一 个 加 
路 C， 使 得 

CBee})=P : (1-6-21) 

设 4C} 是 由 空 集 和 G 7 中 所 有 回路 组 成 的 集 体 。 因为 4e) 命 
$5 =(e)， 所 以 min 人 te) 由 CI CE1C)? 是 项 点 i 和 之 间 所 
有 了 路径 的 集体 。 

定义 1-6-3 ”符号 {Pw} 天 示 边 e 的 两 个 端点 之 问 所 有 路径 
的 集 估 。 
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定理 1-6-10 ”对 于 一 个 线 图 中 的 任 一 条 边 。 ， 
{Pro} = min{(e DBC, CE CY {1-6-22) 


证 明 : 设 P,( 到 办 是 顶点 i 和 f 之 间 的 一 条 路 径 ， 则 P,U 
《e ) 是 1C} 中 的 一 个 回路 。 空 集 5 在 {C} 中 . 故 


{a BC CE {CD {Pia} (1-6-23) 

《8 ) 四 C 是 一 个 以 边 e 的 端点 为 端点 的 导 图 ， 议 
min{(e) BC CECY = {Pr} (1-6-24) 
《证 毕 ) 


例 1-6-3 在 例 1-6-1 的 不 可 分 图 中 ， 
{C} = 地 (ab)yfcyd) (ascse), (b,c,e), 
(bd,e), (asd ,ee)} 
因此 
Pra} = min{(o BC CE {CY} 
=min{ta), (b}, (aycsd), (ese), tasb,c,e), 
tasbsd,e), Cd,e)} 
= {Ca), Cb), Cc,e), Cd,e)} 
显然 它 与 例 1~6-2 中 的 {Pi 相同。 出 例 1-6-2 可 瑚 出 ， 
{Pi @ {Ps} BPs 三 {Pis} ® {Ps} = (C} 
定理 1-6-11 对 于 一 个 线 图 中 的 任 一 条 边 。 ， 
{Prin} = te) 四 C5 回路 C 或 为 空 集 ， 或 包含 e》 《1-6-25) 
证 明 ， 设 i 和 /是 边 e 的 端点 .由 定理 1-6-10 知 ，(e ) 四 
CC 是 一 个 灯 图 Ms 。 为 使 Mi 是 一 条 路 径 ，C 中 必须 包 合 边 e， 
也 就 是 说 , 如 果 边 2 在 忆 中 ，(e ) 四 CC 就 不 可 能 是 一 条 路 径 己 ;和 
回路 的 无 重 边 并 。 另 一 方面 ， 对 于 任 一 条 路 径 Piy (2 ) 四 吕 是 
包含 边 e 的 一 个 回路 。 (证 毕 》 
在 例 1-5-3 中 ， 回 路 (ab)y (aycye) 和 (ayd;,e) 都 包含 边 4 。 
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因此 ， 据 定理 1-6-11， {Pr} 由 (a),(b ),《c,;e) 和 (d,e) 组 成 。 

假设 边 e1，es，-……， ex 构成 顶点 i 和 :之 疗 的 一 条 路径， 则 
据 定 理 1-6-8， 和 了 之 间 所 有 路 径 的 集体 人 下 是 

{Pa} = {Pr} ®B Pre} BB {PN} (1-6-26) 
考虑 {Pi) 中 的 一 条 路 径 P， 可 以 君 出 
min{POC; CE {CY} 

不 一 定 等 于 {Py} ， 除 非 仅 由 一 条 边 组 咸 。 例 如 ， 在 图 1-6-2 记 
b 》 作 为 有 路径 号 ， 则 在 G 中 就 不 Pa 
存在 这 样 的 回路 C， 俩 PSC- i 
(c,d)。 但 另 一 方面 ， 我们 有 下 
面 的 定理 ， 网 1-6.2 一 个 线 几 


定理 1-6-12 设 {E} 是 线 图 G 中 所 有 网 拉 图 和 空 祭 的 集体 ，。 
假定 P 是 {Pi} 中 的 一 条 路 各 ， 则 


{Pia} =min{PTE: EEC{E}} (1-6~27) 
证 明 ， 设 P' 是 {Pi} 中 的 任 一 条 路 径 。 则 P 人 下 P' 是 一 个 欧 
拉 图 。 因 此 P 人 外 PP! 在 {EB 中， 《证 毕 ) 


路 径 集 合 的 一 个 应 用 领域 公开 关 理 论 。 用 一 个 线 图 代表 一 个 
开关 网 络 ， 其 中 每 一 条 边 表 示 一 个 开关 变量 。 于 是 ， 从 顶点 1 到 
顶点 7 的 一 个 开关 函数 所; 可 珍 示 为 . 


下 j= > 路 径 P 积 (1-6-28) 


其 中 > 表示 对 从 :到 7 的 所 有 路 竹 求 和 ，“ 有 路 径 P, 积 ”是 与 路 


- 径 已 中 的 边 相 联系 的 所 有 开关 变量 的 滋 积 。 于 是 ， 如 果 知 道 了 
顶点 i 和 了 之 间 的 所 有 路 径 ， 就 能 求 出 开关 函数 忆 y。 
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例 1-6-4 将 陪 1-6-3 中 的 线 图 春 作 一 个 开关 网 络 ， 其 中 0 ， 
6,c<,d,e,f,9 代表 开关 变 
蔚 。 假定 我 们 了 要求 出 开关 函数 
4s 和 FF,,。 从 网 络 中 ， 可 以 直接 
得 到 顶点 1 和 2 之 间 所 有 的 路 径 
及 顶点 1 和 4 之 间 听 有 的 路 径 。 0 
不 过 ， 我 们 也 可 以 用 式 (1-6-2) 图 1-6-$ 一 个 开关 网 络 
和 定理 1-6-7,; 定 理 1-6-12 来 求 出 这 些 路 径 。 首 先 求 出 {EE} 为 

{EE}= {0, ta,csd), (esf,g)s byd.e), (asd,f,0)s 
(asbscse), bcsdsesfig (abef rg | 


故 . 
{CY =min{E} = {6, (acsd), (c.f gy) Cbd.e)s (ad,f,9), 
{tab,c.e), Lasb,e,f,0)} 

因为 {也 jz} = {Pt} ， 故 可 得 
{Pi = {Pi = {a), (esd) ,ls fq) (bc,e), 
(beir 9))} 
因此 
Fl,=at+cd +t+dfo+bce+ befg 
又 因为 {Pa = 人 故 
{Po} = min{(t) BC CECY} = 16), (d,e), (ac,e), 
(0,€,f,9)+ 
据 定理 1-6-7， 
{Pd} = {Pu DB AP = {0), (ed), (d,f,g), (bce), 
(byesf, CAD), Cd.e), 
(gcse), (qa,e,1 ,0)} 
= {a,D), (Casd se), (Ce), (eyf,g), (bcsd). 
(bd ,fg)} 
因此 
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Flu=abt+adetce+efgt+bed +t bdfo 
为 为 (ay， 8)》 是 顶点 1 和 4 之 间 的 一 条 路 径 ， 应 用 定理 
1-6-12， 可 求 得 . 
{Pi} = {Ptr} =min{(a,D) DE EE{E)} 
= {Cob), (bcsd), Casd,e), (bd,f,9), 
Cc,e), (esf, 9)} 
这 个 结果 与 上 面 求 得 前 结果 是 一 致 的 。 
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一 对 路 径 的 环 和 可 以 分 为 三 类 、 一 类 是 同一 集体 {Ps 中 两 
条 不 同 路 径 P, 和 已; 的 环 和 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 已 经 知道 ， 
己 四 忆 , 或 者 是 一 个 回路 ， 或 者 是 回路 的 无 重 边 并 . 另 一 类 是 路 径 
Po 和 PP 的 环 和 ， 其 中 忆 ; 是 顶点 1 和 7 了 之 间 的 路 径 ，Pix 是 顶点 
了 和 有 之 问 的 路 径 。 在 上 一 节 里 ， 我 们 已 经 知道 ，P5 细 Pi 或 者 
是 顶点 i 和 名 之 间 的 一 条 路 径 Pi，、， 或 者 是 路 径 Pi 和 若干 间 路 的 
无 重 近 并。 现在 ， 我 们 要 来 研究 第 三 种 类 型 ， 即 路 径 忆 和 已 .的 
环 和 , 其 中 已 ,是 顶点 rr 和。 之 
疗 的 一 条 路 径 ，Pi 是 顶点 + 和 
缚 之 间 的 一 条 了 路径， 而 项 点 7， 1 
5 ，t ;4 是 互 不 相同 的 。 例 如 ， 

在 图 1-6-3 中 ，(d,e) 蚌 顶点 2 各 

4 之 间 的 一 第 路 从 ，(f; g) 是 顶 图 1-7-1 (d,2)BDU,g) 

点 1 和 3 之 癌 的 一 条 路 径 ， 这 两 条 路 径 的 环 种 是 (d,s 中 (f,g) = 
《de 六 9)， 如 图 1-7-1 所 示 ， 它 显然 不 于 一 条 路 径 。 

在 所 得 的 线 图 已 ,四 Pi 中 ，r ,sf ,4 的 度 显 然 都 是 奇数 ， 
因此 已 ,外 已 .不 是 一 条 路 径 。 现 在 ， 我 们 来 定义 * 图 . 

定义 1-7-1 如 果 一 个 线 图 中 ， 既 不 包含 回路 ， 又 没有 孤立 
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点 ， 则 称 此 线 图 为 5 图 。 若 在 一 个 图 中 ， 所 有 度 为 奇数 的 顶点 
是 i joi 现 用 符号 ruuesa) 来 表示 这 个 = 图 。 

例如 ， 图 1~7-1 所 示 的 线 图 是 一 个 + 图， 其 中 度 为 奇数 的 
顶点 是 1，2，3，4。 因 此 ， 可 以 用 符号 T1294) 来 者 示 这 个 线 
图 、 

定理 1-7-1 在 一 个 线 图 中 ， 设 P,, 是 顶点 + 和 s 之 间 的 一 条 
路径 ，P 是 顶点 + 和 4 之 间 的 一 条 路径， 其 中 rr ，5 ， ,#4 互 不 
相同 ， 则 PP.. 信 Pi 或 者 是 一 个 7 图 Tww), 或 者 是 7 图 to) 和 若干 
回路 的 无 重 边 并 。 

这 个 定理 可 以 推广 为 

定理 1-7-2 设 了 图 ro 和 rs 是 同一 线 图 的 子 图 ， 
著 人 四 (jpj) 非 室 ， 则 ras) 国 rm) 或 者 是 
一 个 图 t,tjiviarrjans 或 者 是 + 图 ena “iD je 
和 若干 回路 的 元 重 边 并 . 

考 患 每 个 顶点 的 度 ， 便 可 完成 这 个 定理 的 证 明 。 这 里 为 了 简 
单 ， 在 集合 (fa tm) 作为 下 标 时 ， 我 们 省 掉 了 其 中 的 逗号 ， 

例 1-7-1 图 1-7-2¢ a ) 中 rtat 和 图 1-7-1 中 ro 的 环 和 是 

Tu DT = BDd,e,f,g) = (bd,e.g) 
它 是 rw 和 回路 (6,d,e) 的 无 重 边 并 ， 如 图 1-7-2(c ) 所 示 。 另 
外 ， 图 1-7-1 中 +60z304 和 图 1-7-2《b ) 中 rs) 的 环 和 是 
Ta340)@rtasto0 = Cd,e0f,9) Dc,d,e,f) = tc,g) 

它 是 two)， 如 图 1-7-2( d ) 记 示 。 

定理 1-7-1 还 可 以 用 另 一 种 方法 推广 , 

定 更 1-7-3 设 Pi Piois 是 一 个 线 图 中 顶点 ji。 和 
jr(p=1,2,"* ,Rk) 之 闻 的 路 径 ， 并 设 《Ti， 1 外: 有 1) 命 … 国 

《rf 天， 则 Py, 多 Pi 全 … 畦 Pi 或 者 是 一 个 图? te 

guang 。， 和 td 也 者 是 readtap@… ecnol 和 洲 干 回 
路 的 无 重 边 并 ， 
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图 1-7-2 Yy 图 及 r 图 和 回路 的 无 重 边 并 
《Ba)r012401 人 b)rcas40 《crt36 和 卫 路 人 byde) 的 无 重 边 并 《人 716 


考 呀 所 得 图 中 每 个 蔬 点 的 度 ， 便 可 完成 这 个 定理 的 证 明 ， 

现在 ， 我 们 已 经 作 好 准备 ， 可 以 来 讨论 由 若 于 集合 组 成 的 集 
体 {Pir=1l 2 ,kh) 了。 下面 的 定理 给 出 图 集体 的 一 个 重 
要 性 质 、 

定理 1-7-4 设 r,s,t,u 是 一 个 连通 线 图 G 中 四 个 互 不 相同 的 
顶点 ， 民 -是 顶点 了 和 * 之 问 所 有 路 径 的 集体 ，{P.s 是 顶点 + 
和 “和 间 所 有 路 径 的 集体 ， 则 

(四 各 = tT ormm)) {1-7-1) 

其 中 ，tToow} 是 GG 中 所 有 Tr 图 ro 的 集体 。 

为 完成 这 个 定理 的 证 明 ， 只 需 说 明 ， 对 任何 rr， 都 在 在 
一 对 路 径 忆 ,和 P， 使 得 Pr, 全 Po 是 = 图 。 在 证 明 这 样 一 对 路 径 
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存在 之 前 ， 我 们 先 来 研究 国 的 一 些 重 要 性 质 。 

引 理 1-7-1 设 * 是 一 个 具有 和 个 顶点 的 连通 图， 网 z 恰 
有 必 一 1 条 边 。 

证 明 ， ”用 数学 归纳 法 。 设 r'” 是 有 丙 个 项 点 的 连 适 图， 
出 于 不 含 回路 ，r 必 愉 有 一 条 边 , 因 此 在 这 种 情形 下 引 理 成 立 。 
假定 对 所 有 具有 上 个 顶点 的 连通 上 图 ， 引 理 为 真 ， 我 们 要 证 明 ， 
一 个 具有 +1T 个 顶点 的 连通 了 图 r** 恰 有 上 条 边 ， 因 为 r** 不 
会 回路 ， 放 在 r*+ 中， 短路 一 条 进 。e (县 删 去 边 e, 并 将 e 的 
两 个 端点 重合 在 一 起 ) ,将 得 到 一 个 具有 有 个 顶点 的 连通 = 图 。 根 
据 归 纳 假设 , 这 个 图 愉 有 有 -1 条 边 ， 因 此 r**" 恰 有 上 条 边 。 
这 就 证 明了 引 理 。 《证 毕 ) 

蛋 理 1-7-2 对 于 不 同 的 顶点 i 和 7 ， 任 何 r 图 rw 是 i 各 
f 间 的 一 条 有 路径， 

证 明 ， 我们 用 加 进 一 条 边 的 方法 来 证 明 这 个 引 理 。 由 Tin 
的 定义 可 知 ，tw) 中 所 有 异 于 5: 和 fF 的 顶点 的 度 均 为 偶数 。 因 
此 ， 加 进 一 条 以 六 和 了 为 端点 和 的 边 了 后 ， rw)U (3Y) 必 为 欧 拉 
图 . 并 且 7+wyUC3) 一 定 是 一 个 回路。 否则 ， 如 录 t.inU(%) 是 
回路 的 无 重 边 并 ， 则 ro 中 必 至 少 包含 一 个 回路 ， 这 与 tii) 是 r 
图 的 假设 巴 逢 。 因 此 rup 是 一 条 路 径 ， 这 也 表明 ,Tiii) 是 连通 
的 。 

定理 1-7-4 的 证 明 ”因为 据 定理 1-7-1， Ps 全 Pi 或 者 是 一 
个 fT 图 Tm， 或 者 是 + 图 rt4rww) 和 若干 回路 的 无 重 边 并 。 所 以 我 
们 只 需 证 明 ， 对 于 fei} 中 任 一 了 图 re， 存在 { 忆 小 中 一 条 路 
径 己 ,和 人 Ps 中 一 条 路 径 己 使 书 : 四 已。 = Fire 

假定 rw 是 由 天 个 最 大 连通 子 图 组 成 的 。 和 注意， 在 tw 中 ， 
诬 为 奇数 的 顶点 有 四 个 。 前 面 说 过 ， 在 一 个 连通 线 图 中 ， 度 为 奇 
数 和 的 顶点 个 数 必 为 偶数 。 因 此 ， 若 天 沁 > 2 ， 则 必 至 少 有 一 个 最 大 
过 通 子 图 ， 它 的 每 个 顶点 的 度 均 为 偶数 。 显然 这 个 最 大 连通 子 图 
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是 吹 拉 图 ， 因 而 它 右 者 是 一 个 回路 ， 或 省 是 回路 的 无 重 边 并 。 但 
是 ， 根 据 定义 ，74wwwj 中 不 可 能 包含 同上 路。 所以, 到 必 不 大 于 2 

情形 1 假定 长 = 2 。 设 gr 和 gs 是 Twiw) 的 两 个 最 大 连通 子 
几 ， 员 顶点 rs, i, 4 中 必 恰 有 两 个 在 g: 内 , 男 两 个 在 g 内 ,因为 
在 g! 种 g: 中 都 没有 加 路, 故 g, 和 gs 都 是 7 图。 于 是 由 下 理 7~1-2 知 ， 
91 和 9 都 是 路 径 。 根 据 这 四 个 顶点 不 同 的 位 置 ， 可 分 为 责 种 情 
视 : 

1. 若 > 和 < 在 9 中 ， 则 由 引 理 ]-7-2 知 ，91= 厂 ,，9= 卫 ， 
这 正 是 我 们 所 求 揭 路 径 。 

2. 若 rf 和 +t 在 g 中 ， 风 gi = Ps，gs= Pv， 如 图 1-7-34 a ) 所 
示 。 出 于 我 们 假设 存在 着 7 ,s 间 的 路 径 也 ;和 1,uw 闪 的 路 径 
Ps， 所 以 在 这 个 线 图 《我 们 从 中 得 到 了 Ph 和 Pe) 中 ， 存 在 着 一 
条 连接 gq 的 一 个 顶点 和 9g 的 一 个 顶点 的 路 径 。 设 这 条 路径 是 
如 图 1-7-35b ) 记 示 。 于 是 显然 有 两 条 记 求 的 路 径 P, 和 也， 使 
Ps@ Ps = Tm, 


图 1-7-3 Ttrmo) 和 路 径 Prr, Prs 
(4 情形 1《 2) 的 Ttrstw?(b) 存 在 路 径 P” 
情形 2 ”假定 天 = 1 ， 则 Tww 是 连通 的 。 我 们 从 顶点 ? 开 
- 始 取 一 个 开 边 列 ， 显 然 这 个 边 列 将 终止 于 顶点 5 ,ft 或 4。 用 9 
表示 由 这 个 开 边 列 中 所 有 边 组 成 的 线 图 ， 由 于 re 不 含 回 路 ， 
故 9 必 为 一 条 路 径 。 并 且 线 图 Treo - g2 不 含 回路 ， 且 浴 有 议 个 


二 与 了 


顶点 的 度 为 奇数 。 因 此 [zero 一 9] 必 为 7 图， 从 而 由 引 理 1-7-2 
知 ， 它 也 是 一 条 路 径 。 没 这 条 路 径 和 8 分 曾 为 P. 和 PP,， 注 意 
忆 . 和 户 没 有 公共 边 。 若 PP, 和 了 ,至少 有 两 个 公共 顶点 , 则 PiU PP,= 
Truw) 至 少 包 含 一 个 回路， 与 reow 是 图 的 假说 示 盾 。 如 果 
已 和 已 :没有 公共 顶点 ， 则 己 ; U Ps = reo 是 一 个 分 离 图 ， 也 出现 
和 矛盾。 因此， 忆 和 疡 必 恰 有 一 个 公共 顶点 ， 如 图 1-7-4(a) 和 
Cb ?所 示 。 


1 vs 


号 
~ pa ~ 


PY ~ “XK 
ro 和 vd ~, 


‘ (viva) = = (rstu) 


(2) Cb) 

区 发 _ 
on sd 

(Cc) (dy 


图 1-7-4 T(rm0) 的 结构 
(2) 忆 ,UJ Ps 的 一 种 结构 。(b)P1UP3 的 另 一 种 半 构 s 
(C0) 价 点 rs5 ,tw 的 位 置 ， (d) 顶 点 r.sfw 的 位 置 


车 rw 如 图 1-7-4《 a ) 所 示 ， 则 显然 存在 路 径 P,, 和 Po， 使 
得 P,P =Twwm;， 故 定理 成 立 . 假定 Tn) 如 图 1-7-4(b) 所 

不 失 一 般 性 ， 设 zi =r， 则 只 有 两 种 不 同 的 类 型 ， 一 种 是 
=S， 另 -一 种 是 v=t。 若 内 =35， 如 图 1-7-4(5 ) 所 示 ， 则 可 得 
54。 


到 所 求 的 路 径 尸 ， 和 Ps， 这 就 证 明了 定理 。 当 v=t 时 ， 如 图 
1-7-4 4 所 示 ， 也 可 以 选择 两 条 路 径 ， 使 定理 成 立 。 《证 毕 ) 
有 从 定理 1-7-4 的 证 明 中 ， 可 以 得 到 以 下 结论 。 
绰 理 1-7-3 ”对 于 一 个 连通 图 ， 有 
Pn Pi = {Pn} ® {Ps} (1-7-2) 

例如 ， 图 1-7-2( a ) 中 的 rdzt) 显 铸 可 以 由 Po Pa 得到， 这 
户 P=(j)，P=( 05)。 然而 ， 它 也 可 以 由 Pi:@B Pw 得 到 ， 这 
里 Pu = (df,9) 和 Pwo= (5,dyg) 是 图 1-6-3 所 示 线 图 中 的 两 条 路 
径 。 

以 下 定理 给 出 了 ?r 图 的 另 一 个 有 趣 的 性 质 ， 即 一 个 7 图 总 可 
以 分 解 为 若干 条 路 径 的 无 重 边 并 . 

定理 1-7-5 7 图 rp 是 户 条 路 径 Dj 
rs 的 无 重 边 并 。 这 里 ， 集 合 {i 入 ，……， 等 于 集合 

(C719 fe 机 由 3 了 。 

证 明 ， 用 数学 归纳 法 。 当 冯 = 工时 , 据 引 理 1-7-2,r40i,; 即 
为 路 径 忆 om。 假定 当 & = m 时 定理 成 立 ， 则 当 = m + 1 有 时， 我 
们 从 项 点 五 员 发 ;在 Ts…iomym 中 找 一 个 开 边 列 。 显 然 这 个 开 
边 列 将 终止 于 顶点 和 中 的 一 个 。 假定 它 终止 于 顶 
点 jz，2<+ 委 204+2。 用 9 表示 这 个 开 边 列 中 所 有 边 组 成 前 线 
图 。 显然 9 是 一 条 路径 Pi,i, ,而 线 图 (rf0,00.…0mys) 一 上 显然 是 一 
个 了 图 Toraeeoanroy， 它 包含 2m 个 度 为 奇数 的 顶点 。 因 
此 ， 岂 归纳 假设 知 ，( 人 rnasana -9) 是 如 条 路 径 Pi 
忆 i,n jizn 的 无 重 边 并 。 这 样 ， 再 加 上 一 条 路 径 忆 im:s=9g 《其 
中 jom+1 = my7zawss=m)， 我 们 就 可 以 说 ， 下 (Ta 是 m+ 1 条 
路 径 记 i Pn es 了 Dionti izm+s 的 无 重 边 并 。 其 中 ，(ii,1s， 
mt (证 所 》 

例 1-7-2 出 例 1-6-4， 图 1-6-3 所 示 线 图 的 {Pis} 是 

{Pa} = feed (d,sf,o) ,bce), Cb,e,f, 9)} 


二 33» 


可 以 求 得 {Pai} 为 
{Pas} = {Pre} = 4le), (bd), (a,b,c) sao,b,f,0)} 
因此 
{T0230 = {Pw} BD {Py = min{PBP, sy PE {Ps} ,PE {PB}} 
= {Ca,e) ,Casbsd), b,c), Cb,f,g9,) (cd,E), 


Cd,e,f,9)} 
图 1~-7-5 画 出 了 这 些 + 图 。 
2 2 
2 全 > b 
1 3 一 一 -一 1《 1 63 4 
(a,e) (a,5,d) 


{5,f,9) 
2 2 
d 
lo lo 3 eo 
(crdse) 9 ， 
0 dsesf 0) 


图 1-7-5 {rezso} 


定理 1-7-4 还 可 作 如 下 推广 . 

定理 1-7-6 设 i,,i,-.…, 设 是 一 个 六 适 线 图 中 互 不 相同 的 上 
个 顶点 ， 则 

《Pi 国人 国人 = C1-7-3) 

应 用 定理 1-7-5 和 引 理 1-7-3， 可 以 完成 这 个 定理 的 证 明 ， 现 


s 看 = 


在 可 作 进 一 步 的 推广 ， 
定理 1-7-7 设计 ,和 i,"…, 认 古 一 个 连通 线 图 中 的 顶点， 并 设 
(ff2) DB (fash) OD- “ "BD ict) 是 一 个 非 宠 集合 ， 出 
Pia} OP BBP = {oine iyd 
Bs i (1-7-4) 
证 明 ， 设 (iyiD) 人 BG 5 @ = C1 fa 
门 ， 其 中 + 所 。 据 定理 1~6-7， 当 i =i; 时 ， 有 
Pi @ APinint = Pan 
因此 可 得 
{Pip} @ {Piss BD BAP = Pint) 
{Pi 区 {Pi a} 
据 定理 1-7-4， 上 式 左边 等 于 他 is， 也 就 是 {risy@ ，…* 
EN (证 毕 》 
定理 1-7-4 最 终 可 推广 为 以 下 形式 . 
定理 1-7-8 设 G 是 一 个 连通 线 图 。 假定 顶点 集合 的 环 和 
Chisies im) BF jsf) 非 空 ， 则 
{rove “ 的 好 case 让 三 {Ten DB ee 
(1~7-5) 
窗 用 定理 1-6-7 和 1-7-6， 邯 可 完成 这 个 定理 的 证 明 。 
例 1-7-3 考 呀 锋 1-7-6 所 示 药 线 图 ， 现 在 fotzie 让 和 (trake 阔 
分 别 为 


图 1-7-6 一 个 连通 线 图 


“$7°* 


{ruzas)yy = {Casd), Casb,csg), CDsc,h), (bcesf), 
(d,g,h), (d,e,f, 0} 

{sume} = {Casb,d,e), (bd,f,g9) ,Cob,d,f,h), 
《aycyey8) tc, eb), Cc,f), (Cb,d,e, grh)} 


5.,. 5 
(d,g,h) (d,e,f,9) 
图 1-7-? {rz20s)} 


{rauzasy) 中 所 有 的 图 如 图 1~7-7 所 示 ， {tusmzey} 中 所 有 的 下 图 好， 
图 1-7-8 所 示 。 于 是 {ruzsy} 和 {rtsssy7 的 环 积 为 
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他 Gate 中 的 tr eas0)t = rersse)} 
一 {(b,e) 多 (a,b,f,9) 和 (6b,f,h) 9 (csd,e,9) 
(ascrd ,eh), (gcd ,f), (csd,f,9,b)} 
2 2 


J 1 3 
,} | 
te 和 一 6 d 
5 5 
(asb,d,e) (bd,f,9) 
2 2 
1 ° bo3 1o 0 3 
，] 
59 die 4 
5 5 
{asbsd ,fh) 《aycyerg) 
1 3 1 和 
: tk 上 
6 2 最 6 4 
5 
(cscrh) 《cy 


(bd, gh) 
图 1-7-8 {rosan)} 
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假定 (1 ，2，3 ,-…-， nn》 是 一 个 不 可 分 线 图 中 所 有 顶点 的 
集合 。 用 符号 {1+},{C}} 烁 示 由 集体 {C} 和 所 有 可 能 的 集体 
4Tciois… 二 r 小 为 元 寡 组 成 的 集合 、 其 中 1 所 i<<is 之 之 讼 :和 上， 
7 = 1T，2，…[n/2]。 这 里 [n/21 表示 最 接近 但 有 大 于 n/2 的 整 
数 ， 于 是 我 们 可 以 君 到 ， 集 合 {1z }，{C)}} 清 足以 下 条 件 : 

1. 对 于 {{r) ,1C)) 中 任何 集体 2 和 人 

WBNU = CU 在 (1 },1C}} 中 ， 
2. 在 {iT),{C}) 中 存在 一 个 集体 QU,= 1C}, 使 得 对 于 
{{r》,{C}) 中 的 任何 集体 2 ， 
WU HU, = 2 
3. 对 于 {1{zyyfC)+ 中 活 何 集体 2 ， 
WU BU = Uo 《 自 友 性 ) 
4. 于 于 {{7},{C)》}) 中 任何 集体 B21, 人 :和 人 ，， 
(WU DU DU = WU OD CU ,) 
因此 ，{1z ,4C)} 在 环 积 运算 下 构成 阿 贝 尔 群 ， 


习 是 


1. 记 下 线 图 如 果 存 在 , 则 将 它们 于 进 , 其 顶点 度数 分 别 沟 ( a ) 
2,2,2,2,2, Ch)2,3,4,5,63 (C3.3,4,5,;5, 
5,6, 

2. 在 以 下 三 个 线 图 中 ， 你 能 分 别 找 出 包含 其 所 有 边 的 开 边 列 
吗 ? 

3. 证 明 有 1# 个 项 点 的 连通 线 图 至 少 包含 4 - 1 条 边 ， 

4. 证 明 有 ”个 顶点 的 连通 线圈 ， 着 其 边 数 超过 站 1 ， 则 它 
至 少 包 含 一 个 回路 。 

5, 设 连通 线 图 女 有 1 (> 1 ) 个 顶点 。 证 明 ， 若 G 由 # 一 1 条 
边 组 威 ， 则 避 中 至 少 有 一 个 项 点 的 度 为 奇数 。 

6, 设 己 是 一 条 路 径 ， 证 明 在 忆 中 任 两 点 之 疝 愉 有 一 条 路 径 。 


60: 


《1) | (2) (3) 


图 卫 -1-2 


7. 设 G 是 一 个 连通 线 图 ，i 和 /7 是 台中 仅 有 的 两 个 度 为 奇数 
的 顶点 。 证 明 对 于 ; 和 了 之 问 的 任 一 路 径 己 ，G - 已 是 一 个 欧 拉 
图 。 

8. 设 GG 是 一 个 不 含 自 环 的 线 图 。 证明 顶点 是 割 点 ， 当 且 仅 
当 存 在 G 的 一 个 子 图 9 ， 使 得 9 的 一 个 顶点 和 G - g 的 一 个 顶点 
之 间 的 每 一 条 路 径 都 经 过 顶点 2， 

9. 设 是 连通 线 图 GG 中 顶点 i 和 之 疗 的 一 条 路径 ， 又 设 
{C} 是 人 中 所 有 的 同 路 和 空 集 的 集体 证明， 一般 说 来 ， 集 体 
{P@C; CE{1C)) 不 包含 顶点 和 了 之 间 所 有 的 路 径 。 

10, 设 @ 是 一 个 可 分 线 图 ，{Pi} 是 G 中 项 点 i 和 j 间 所 有 路 
和 共 的 集体 。 找 出 min{P, 人 多 P,，P,, P,c {Pi}} 是 台中 所 有 回路 的 
集体 的 条 件 . 

11. 在 一 个 连通 图 中 ， 如 果 每 两 个 顶点 之 间 怡 有 一 条 边 连 
接 ， 则 称 此 连通 图 为 完全 图 ， 设 G 是 一 个 * 阶 完全 图 ， 试 证 明 或 
否定 


(sa3G 中 有 六 作 语 LI(》) 个 回路 


él" 


(b)G 中 包含 边 e 的 回路 有 \ kV 2 个 ， 


人 


-2)1 
{c )G 中 任意 两 点 问 的 路 径 有 > 一 271 + 条 。 


12, 证 明定 理 1-7~1。 

13. 证 明定 理 1-7-2， 

14 ,证明 定理 1-7-3。 

15. 求 出 图 P -1-15 所 示 线 图 
的 所 有 了 欧 拉 图 集体 {EE}. 

16. 求 出 图 P -1-15 所 示 钱 图 
的 所 有 回路 和 空 集 的 集体 {C}。 图 了 45 

17. 求 出 图 P -1-15 所 示 线 图 中 顶点 1 和 2 之 癌 所 有 路 径 的 集 
体 {P1s}。 

18. 求 出 加 P 了 -1-15 所 示 线 图 的 {Ps} , {Pes} 各 1P1is ,然后 说 明 

{Ps} 四 人 = {Ps} 

19. 在 图 P -1-15 所 示 的 线 图 中 ， 用 以 下 两 种 方法 求 《res s 
《a ) 利 用 已 经 求 得 的 {PP 和 {Pos}， 计 算 (已 四 人 Pb) 利 
用 已 经 求 得 的 {C}， 先 计算 Pra} 和 (Pa 人， 然后 求 田 雪 0 四 
{Pra} = {T0230} 
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第 二 章 ”关联 集 和 制 集 


2-1 关 联 集 


前 而， 我 们 讨论 了 在 环 和 送 算 下 构成 群 的 两 个 子 图 集体 ， 邑 
十 ) 和 全 ,对 让 。 在 这 -一 章 里 ， 我 们 要 讨论 另 一 种 在 环 和 运算 下 
构成 铬 的 子 图 ，、 称 为 制 集 和 仿制 。 振 集 的 性 质 与 加 路 人 性 质 非常 相 
位 ， 久 割 的 性 质 则 与 路 径 性 质 几 乎 相同 。 这 里 我 们 集中 讨论 割 集 
芍 性 质 。 首先 我 们 研究 一 种 特殊 类 型 的 制 集 ， 称 为 关联 集 。 因 为 
不 抢 是 害 集 还 是 关联 集 ， 都 不 包含 自 环 ， 为 方便 起 见 ， 我 们 作 如 
下 假说 。 

假设 ”除非 特别 说 明 ， 我 们 假设 一 个 线 图 不 含 自 环 。 

定义 2-1-1 与 一 个 顶点 相关 联 的 所 有 边 的 集合 ， 称 为 与 此 
顶点 对 应 的 关联 沫 用 符号 $Cv) 表 示 与 顶点 v 对 应 的 关联 集 。 

根据 这 个 定义 ， 如 困 没 有 边 
与 顶点 v 关联 ， 邮 与 此 顶点 对 应 
的 关联 集 是 空 集 。 并 且 我 们 可 以 
看 到 ， 在 一 个 线 图 中 ， 每 个 顶点 
有 一 个 关联 集 ， 例 如 ,在 图 2-1-1 
中 ， 线 图 由 五 个 顶点 构成 ， 因 此 
有 五 个 关联 集 。 与 顶点 0 对 只 的 
关联 和 集 S(0) 是 (1，9) .与 顶点 1， 图 2-T1 一 个 线 招 
2,3,4 对 应 的 关联 集 S(1)， SC2),S(3)，SC4) 分 别 为 (a, 0o, 让 )， 
Ca, b, d), {cs d, e, 9) 和 (6b, ¢), 


"6bIs* 


我 们 知道 ， 两 个 欧 拉 图 的 环 和 是 欧 拉 图 。 凡 此， 两 个 向 跨 芍 
环 和 或 者 是 回路 ， 或 者 是 回路 的 无 重 边 并 。 另 一 方面 ,两 个 关联 
集 的 环 和 一 般 说 来 既 不 是 关联 集 ， 又 不 是 关联 集 的 无 重 边 并 。 为 
了 说 明 这 一 点 ， 我 们 考虑 一 个 线 图 G 中 的 关联 集 3(o0 各 S(ua) - 
要 使 这 两 个 关联 集 的 环 和 SCvi) 命 5 (vs) 是 一 个 关联 集 ，5 (v,》 
鲜 5 (vw,) 中 每 一 条 边 必 须 与 一 个 顶点 v 关联 。 并 且 , 在 线 图 6 中 ， 
S (v1) 旨 5 (vw) 里 的 这 些 边 ， 必 然 只 与 项 点 v' 关联。 换血 话说 ， 
假定 

$0) 二 《el Eryn lists sOm) 

S (wv,) 三 {e162 Eps bs bs sb) 

注意 边 e1,e,，… ,ey 茎 在 SCv) 中 ， 又 在 SCvs) 中 ， 则 SS Cm) 
狼 S 0) = {ava yp Gm .由于 边 445a4s…y0m 不 与 顶点 
2 关联 [因为 它们 不 在 3S(za) 中 3] 故 S Lv) 任 S Cvs) 不 是 与 顶点 v2 
对 应 的 关联 和 集 。 同 样 ，S (wv) 电 S Cvs) 不 是 与 顶点 v, 对 应 的 关联 
集 。 只 有 当 S (vw) 图 5 (wv,) 中 的 所 有 边 都 在 与 一 个 异 于 v1,，v 的 顶 
点 v 关联 的 边 集 之 中 , 并 且 没 有 其 他 的 边 与 此 顶点 相关 联 时 ， 
So 四 (oa)》 才 是 一 个 关联 集 。 因 此 ， 所 给 的 图 必 是 图 2-1-2 所 
示 的 那样 的 最 大 连通 子 图 。 

因此 , 一般 地 说 ,两 个 关 
联 集 的 环 和 不 是 关联 集 。 假定 
SS (v1) BSD,) 不 是 关联 集 ， 那 
么 ，S (v 四 5 (vs) 是 不 是 关联 
集 的 无 重 边 并 呢 ? 如 果 Sw,) 和 
So) 没有 公共 边 ， 则 So 由 
Sa) 显然 是 关联 集 的 无 重 边 
并 . 但 是 ， 这 只 是 一 种 特殊 情 
图 2-1-2 SS(vi) DS (vs) 况 ， 现 在 ， 我 们 假设 Sky 和 

是 关联 集 时 线 图 的 结 移 S 《vs) 有 公共 边 ， 正 如 我 们 在 上 
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蚀 的 讨论 中 所 作 的 那样 。 要 使 $ (v1) 昌 5S (vs) 成 为 关联 集 的 无 重 
这 并 ，S (v1) 图 5S (v0,) 必 可 分 解 为 8 个 集合 S (v1)，S Uv) -…， 
Sts), 其 中 h 宇 3， 使 得 S (v1) 图 5 (v,) 中 的 每 一 条 边 正 好 是 这 
些 集 合 中 的 一 条 边 ， 并 且 对 于 r = 1,2,°5k, 党 合 S(v’) 必 为 与 
所 给 线 图 中 的 项 点 v; 对 应 的 关联 集 。 这 样 ， 所 给 的 线 图 必然 包 
含 图 2-1-3 所 示 的 子 图 为 它 的 一 个 最 大 连 道子 图 。 因 此 、 我 们 可 
以 得 册 结 论 ， 一 般 地 说 ， 两 个 关联 集 的 环 和 又 不 是 一 个 关联 集 ， 
也 不 是 关联 集 的 无 重 边 并 ， 


图 2-1-3 S(tv1) 押 S$ (wus) 是 关联 集 的 光 重 边 并 时 线 图 的 钱 构 


2-2 割 集 


为 了 定义 割 华 ， 我 们 需要 一 个 新 揭 术 语 ， 称 为 线 困 的 秩 。 

定义 2-2-1 一 个 线 图 的 特等 于 - Pp, 这 里 mm 是 顶点 数 , 是 
线 图 中 最 大 连通 子 图 的 数目 ， 例 如 ， 图 2-1-1 中 线 图 的 和 是 4， 
图 1-2-6 中 线 图 的 秩 是 5 ,图 1-3-5(a) 中 钱 男 的 秩 是 ?7 。 

假定 从 一 个 强 图 G 中 删除 关联 集 S tu) 的 所 有 边 ， 则 所 得 的 
网 G' 包 会 G 中 路 v1 以 外 的 所 有 项 点。 于 是 ， 如 果 所 得 的 图 C 中 最 
天 连通 子 几 的 数目 与 诛 图 G 相同 ，G" 的 秩 就 比 G 的 秩 少 1. 但 
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是 ， 也 有 这 样 的 线 图 ， 删 除 一 个 关联 集 的 所 有 边 后 所 得 的 图 的 
秩 ， 并 不 是 比 原 图 的 秩 少 1 。 例 如 ,图 2-2-1 中 线 图 G 的 关联 和 集 
Sn) 由 eyesyeayeiy eye 组 成 。 册 除 这 些 边 后 ， 所 得 的 图 和 如 
图 2-2-2 所 示 . 忆 的 秩 是 6 ， 而 G 的 铁 是 mw~ =6-2=4， 它 比 原 


图 GG 的 秩 少 2 ， 而 不 是 少 1 。 


揭 2-2-1 可 分 图 G 图 2-2-2 从 G 中 删除 S (51) 
的 所 有 边 得 到 的 图 

一 个 称 为 “ 制 集 ”的 边 集 合 ， 具 有 这 样 的 性 质 ， 副 除 其 中 记 
有 的 边 ， 正 好 使 秩 减 少 1 。 下 面 是 通常 采用 前 制 集 定义 。 

定义 2-2-2 ”如果 线 图 G 中 的 一 个 边 系 5S 具有 这 样 的 性 质 ， 
《3 ) 从 GG 中 删除 5 的 所 有 边 ， 使 秩 正 好 减少 15(3》3 的 任 一 真 
子 集 "都 不 具备 性 质 ( 1 )， 则 称 边 集 .$ 为 割 集 。 

例 2-2-1 考虑 图 2-1-1 中 线 图 的 集合 (cd 六, 可 以 咎 出 : 
(1) 删 除 妇 .cd 万 中 所 有 的 边 产生 的 线 图 如 图 2-2-3(a) 所 示 , 它 
的 秩 是 5- 2= 3《 注 意 原 来 线 图 的 秩 是 4 )5( 2 ) 删 除 (bsc,d， 六 中 
的 一 部 分 而 不 是 全 部 边 , 则 使 线 图 保持 连通 。 例 如 ,从 原 图 中 删除 
边 5ocvg 得 到 图 2-2-3 人 b) 所 示 的 图 ,， 它 的 秩 仍 为 4， 没 有 改变 。 
于 是 据 定义 知 ， 集 合 届 ,cyd, 门 是 一 个 割 集 . 

在 上 述 线 图 中 ， 考 嵌 集 合 避 yey9g) .删除 (Bey 9) 中 的 所 有 过 
产生 的 图 如 图 2-2-3(c) 所 示 、 它 的 忽 是 4 -1=3， 因 此 删除 这 个 


集合 S 的 真子 介 尼 不 等 于 的 于 业 . 
66 是 


(a) G-Cb,csd,f) 《by》 G-tb,c,d} 


2 
1 3 1 3 
了 g 
0 0 
(¢) G-(b,e,g) (d) G-(b,e) 
图 2-2-3 线 瑟 G 的 子 图 
(a) 一 ‘b,c,d,f): Ch} Gr- (b,c,d)s 
(ec) GG- (pesg9)3 (d) G~ (b,e) 


集合 的 诉 有 边 使 秩 正 好 减少 1 。 但是， 存在 (4，e，g) 的 真子 集 
(pe)， 删 除 子 集 (oye) 的 所 有 边 也 使 秩 正好 减少 1 ， 这 可 以 从 
2-2~3td) 的 图 君 出 来 。 因 此 ， 据 定义 ，(5,e;9) 不 是 割 集 。 

另 一 个 例子 是 图 2-2-1 所 示 线 图 的 关联 集 S (v1), 前 面 说 过 ， 
这 个 线 图 的 秩 是 6 ， 而 删除 $(w) 中 所 有 边 得 到 的 本 如 图 2-2-2 
所 示 ， 它 的 秩 基 4 。 关 此 据 定 义 ，S(o) 不 是 割 集 。 

定义 2-2-3 一 个 完全 图 是 在 其 任 一 对 顶点 之 间 恰 有 一 条 边 
的 线 图 。 

便 如 ， 图 2-2-4 所 示 的 线 图 是 由 五 个 顶点 组 成 的 完全 图。 显 
然 超过 两 个 项 点 的 完全 图 是 不 可 分 前 . 

设 Gc 是 一 个 完全 图 ，0Q.= 《zz ve) 是 人 中 所 有 顶点 
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的 集合 ， 则 G. 的 秩 是 mn 一 1。 又 设 
人 2 是 2. 的 真子 集 ，2, 是 1. 中 所 
有 不 在 从 ,里 的 顶点 的 集合 ， 因 此 

QUD=0, (2~2-1) 

ON = (2-2-2) 

例如 ， 对 kn， 车身 = (mm 
Vay…5 2A)s 则 

图 2-2-4 一 个 完全 图 DH = (Urris URt2 Ve) 。 

定义 2-2-4 符号 8 (0Q,x 03,) 表示 所 有 从 人 2 中 顶点 连接 到 1。 
中 顶点 的 边 的 集合 。 

对 于 一 个 无 向 图 ，2Z (x 人 9) 是 连接 号 ,中 项 点 和 Qs 中 的 项 
点 的 所 有 边 的 集合 ， 例 如 ， 图 2-2-4 所 示 完 全 图 的 侣 .是 (1, 2, 3， 
4,5) .如 果 我 们 选取 如 ,= (1,2,3) ; 则 如 ,= (4, 5)， 对 于 这 两 个 项 点 
集合 ， 我 们 有 

SD x 1) = (a,6,0) 

ED XD) = (4d) 

SO XD) = {ef ,ghi, 1) 
显然 (OQ. Xx 0) = (abcyadyesf gpit 1) 是 所 给 完全 图 中 所 有 
的 边 。 子 图 如 (9 x 五 ) 如 图 2-2-5 记 示 。 

现在 考虑 @G 的 子 图 (9 ,x 1) .由 于 G. 是 完全 图 ， 在 9, 的 任 
两 个 顶点 之 闻 都 有 一 条 边 相 连 ， 这 条 边 是 在 子 图 和 FC.Xx 蜗 小 中、 
因此 在 子 图 eg 人 9 x 史 0) 的 任 两 个 顶点 之 冯 有 一 条 边 。 这 就 是 说 ， 
地 (gx 1) 是 一 个 完全 图 。 例 如 ， 假 定 我 们 选取 图 2-2-4 扬 示 完 
全 图 的 人 3 = (1,3,4,5), 则 如 (89 Xx 各 由 如 图 2-2-6 所 示 ， 显 然 它 是 
一 个 包含 四 个 顶点 的 完全 图 。 

设 侣 ,和 和 如 ,是 吕 . 的 真 于 集 ， 并 朋 

QA,Nt=$ (2-2-3} 
我 们 来 考虑 子 图 (0 Xx 9,) ,由 于 子 图 (他 Xx 9,) 只 包含 图 
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留 2-2-5 子 图 4( 弛 | X91) 图 2-2-6 一 个 子 图 

G, 申 每 一 条 连接 9, 中 顶点 和 人 ,中 顶点 的 边 ， 而 连接 9 中 任 两 个 
顶点 的 边 都 不 在 此 子 图 中 ， 故 于 图 2 (2 x 9.) 不 是 完全 图 。 下 一 
个 问题 是 ， 子 图 (91 x 人 Q:) 是 不 是 连通 的 ? 设 忆 是 9, 的 顶点 ， 
v4 是 名; 的 顶点 ， 则 由 于 Gc 是 完全 图 ， 在 G. 中 v 和 wv; 间 有 一 条 
边 , 而 8 (人 2 Xx 吕 ,) 是 连接 9, 的 顶点 和 ;的 顶点 前 所 有 边 的 集合 ， 
故 在 子 图 上 (人 ,x 2,) 中 ，v, 和 v, 间 必 存在 一 条 边 ,， 因此 在 顶点 
2 和 mm 之 间 存 在 着 一 条 路 径 〈 出 一 条 过 构成 ). 于 是 ， 为 了 回答 
上 面 提出 的 问题 , 我 们 只 需要 考查 在 0 的 任 丙 个 顶点 之 间 和 9, 的 
任 两 个 顶点 之 间 ， 是 否 都 有 地 (Q1 x 0,) 里 的 路径 。 设 vi 和 vs 是 
名, 的 两 个 顶点 ，v;: 是 虽 , 的 一 个 顶点 ， 因 为 在 子 图 帮 (O,x 2) 中 
存在 vis 和 vs 之 间 的 一 条 边 ， 又 存在 mm 与 wz 之 间 的 一 条 边 ， 所 
以 我 们 可 以 说 ， 在 vi 和 vs 之 间 至 少 让 在 一 条 路 径 。 两 此 在 子 图 
多 (x9,) 中 ， 人 0 的 任 一 对 顶点 之 间 ， 有 一 条 路径。 同样 ,在 
子 图 00X40:) 中 ， 人 :的 任 一 对 顶点 之 间 也 有 一 条 团 么 。 于 是 我 
们 可 以 作出 结论 ， 子 图 好 (491 x 号 连通 的 。 鲍 如 ， 假 定 我 们 选取 
出 2-2-4 所 示 完 全 玖 的 2 = (1，2)， 名 ,= 《3， 的 ， 周 子 图 村 (全 Xx 
人 如 图 2-2-7 所 示 ， 显 然 它 基 连通 的 。 

设 介 是 休 的 真子 集 ， 且 可 = 了 -人 我们 已 经 知道 ， 子 图 
四 (02, x 2) 是 一 个 完全 图 . 同样 。 子 图 (05, x 已 ) 也 是 一 个 完全 
图 。 又 因为 .N26 =4$ ， 敌 完全 国 帮 (9, Xx 人 0) 与 (Dx BD,) 没有 
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共同 的 边 和 顶点 . 例如 ,在 图 
2-2-4 中 所 给 出 的 完全 图 里 ， 假 
定 人 2 = (1,2), 则 多 = (3,4,5) . 子 
图 2 (2X 61) UF(D1 XxX) 如 图 
2-2-8 所 未 ， 注 意 4 《021Xx 如) 和 
地 (局 x 了 ) 没有 共同 的 边 和 顶 
点 


考虑 完全 图 G. 的 三 个 子 图 。 图 2-2-?7 子 图 z(O:xDi) 
(D2 x D0 和 (Dx 1), 设 e 是 Gs 中 的 任 一 条 边 ， 
它 的 端点 是 和 gg 。 根据。 的 端点 的 不 同位 置 ， 我 们 分 以 下 三 种 
情 癌 来 讨论 e 的 位 置 : 


图 2-2-8 一 个 子 图 


1. 假 定 顶 点 p 各 g 都 在 如 ,中 ， 则 边 e 在 子 图 60x 4 中， 向 
不 在 3 (8,X D2) 和 (9,x 5) 中 ，。 

2, 假 定 p 和 gq 都 在 中， 则 显然 边 e 在 8 (BX 如 ) 中 ,而 不 在 
另外 两 个 子 图 中 ， 

3. 假 定 顶点 9 在 只 中 ， 顶 点 9 在 下 中 ， 则 边 e 必 在 8 (x 8) 
中 ,而 不 在 2 (9,x 和 如 (Dx 如) 中 ， 

于 是 我 们 可 以 作出 结论，G. 的 每 一 廊 恰 在 子 图 玫 ( 人 ,x 0,)， 
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(XD) 和 (DX 01) 之 一 中 ， 也 就 是 说 ， 
FN XDIUEO XH)U GD x 0) 

= x QNDEN x SIDED x 0) = (0, x 1,) 

(2-2-4Y 

根据 定义 ，F (0D。x 昌 ,) 就 是 所 给 完全 图 G。。 因 此 ， 如 果 我 们 
从 和 中 删除 如 (C9, x 上,) 的 所 有 边 ， 就 得 到 (x DU (Dx 
上,) .也 就 是 
SOKXNY)EO KE EN XIU EDXB) (2-2-5) 

现在 我 们 已 为 证 明 集 合 P (49, x 0.) 是 荐 集 作 好 了 准备 ， 程 据 
制 集 的 定义 ,我们 需要 证 明 ， 删 除 C0, x 8) 的 所 有 边 使 G. 的 秩 
恰好 减少 1 。 并 且 ， 我 们 还 村 证 明 ， 如 果 只 从 Ce 中 期 除 有 (02, x 
亚 ) 的 一 部 分 而 不 是 全 部 过 ， 则 不 会 减少 获 。 

假定 器 ,至 少 由 两 个 顶点 组 成 ,而 n 之 4. 由 式 (2-2-5) 可 以 看 出 ， 
从 G. 中 副 除 巡 (2x 百 ) 的 所 有 边 产 生子 图 罗 ( 旨 X 吕 )U (本 x 
2)， 因 此 所 得 的 图 包含 G, 的 所 有 顶点 .我们 已 经 看 到 ， 子 图 
CX 旭 和 FD Xx 3) 没有 公共 顶点 ， 因 此 子 图 C00, x DU 
帮 ( 可 xx 五) 包含 两 个 最 大 连通 子 图 .于 是 所 得 图 弛 (QIXx 人 0D)U 
(Dx 0,) 的 秩 是 n 2。 注意 6. 的 秩 是 s 一 1 。 这 就 证 明 了 删除 
集合 (OQ,x 囊 ) 的 所 有 边 怡 便 秩 减少 1，。 

因为 CQ, xx 站) 中 任 一 条 边 ， 是 连接 在 9 的 一 个 项 点 和 5 的 
一 个 顶点 之 间 前 过 ,如 果 我 们 把 集合 加 ( 纪 ,x 豆 ) 前 任 一 条 过 ,添加 
到 两 个 最 大 连通 子 图 2 (Ox 吕 ) 和 da 好 (2 x 8 中， 这 两 图 就 被 连 
接 在 一 起 , ; 变 成 一 个 连通 图 ， 显 然 其 秩 为 %-1。 于 是 从 全 :中 出 
除 4 CQ,x 囊 ) 的 一 部 分 而 不 是 全 部 边 ， 就 不 会 使 它 的 秩 减 少 。 因 
此 根据 定义 ， 健 合 Z (0,x 5) 是 一 个 制 集 ， 

我 们 曾 假 设 虽 ,和 瑟 至 少 包 含 两 个 项 点， 现在 我 们 要 考虑 这 
样 一 种 情况 ， 即 马 , 由 一 个 顶点 〈 比 如 说 v1) 构成 ， 也 就 是 从 = 
C0) , 则 集合 如 [Co x Co1) ] 是 与 顶点 关联 的 所 有 边 的 集合 ， 
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也 谣 是 说 ， 这 个 集合 是 与 顶点 v1 对 应 的 关联 集 , 因为 [Cv)) x 
《201)] = 四， 由 式 (2-2-5) ,我 们 可 以 看 到 ,从 G6 中 删除 这 个 关联 集 
中 所 有 的 边 产 生 一 个 连通 图 [G2,) x (51) ], 它 由 n 一 1 个 顶点 构 
成 ， 于 是 所 得 的 图 的 牧 比 Gc 少 1 。 并 且 ， 将 此 关联 集 8[ (v1) x 
(51)] 的 人 尾 一 条 边 洲 入 所 得 的 图 5[ (51》x (52,)] 中 ,结果 得 到 一 
个 包含 顶点 w 的 连通 图 。 因此， 这 个 线 图 的 秩 是 n -1。 于 是 ， 根 
据 制 集 前 定义 ， 关 联 集 ZGT 《v1) x (5,) 1 是 一 个 害 集 。 换 句 活 说 ， 
一 个 完全 图 的 任 一 关联 集 是 割 集 ， 

定理 2-2-1 设 人 0 是 完全 图 2 的 一 个 真子 集 ， 又 设 避 = 人 2. 一 
人 0,; 则 0.x 如) 是 一 个 害 集 ， 

例 2-2-2 考虑 圆 2-2-4 记 未 的 完全 国 。 注 意 吕 .= (1，2，3， 
4,5), 设 人 = (1,4), 则 2, = (2,3,5) .80 x6) = (0,c,d,f,g,0). 
珊 除 好 (9 x ) 中 的 所 有 边 ， 得 到 图 2-2-9 所 东 的 线 图， 从 这 个 
线 图 中 ， 我 们 可 以 清楚 地 看 到 ，d4 (9 x 51) 是 一 个 割 集 . 

设 包 := (1), 则 2 = (2,3,4,5); 丽 (OQ XD,) = (aycey ey f), 
这 是 一 个 关联 集 ， 也 是 一 个 割 集 . 


鲍 2-2-9 Gc-s(01x5) 随 2-2-19 从 完全 医 中 出 去 
一 个 害 集 得 到 的 线 图 


设 (4, = (1,3), 唱 如 三 (2,4,8) ,而 人 (09, x 古 :) 三 《ay b, [ fois 
让 ;删除 (452, x 各) 的 所 有 边 得 到 的 图 如 轩 2-2-10 所 示 。 
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2-3 割 集 的 环 和 


在 第 一 章 中 ， 我 们 已 经 知道 ， 一 个 线 图 的 回路 ， 回 路 的 无 重 
边 并 和 空 集 的 集体 { 五 ， 在 环 和 运算 下 是 一 个 阿 贝 尔 厦 。 在 这 一 
章 里 ， 我 们 将 看 到 ， 害 集 ， 害 集 的 无 重 边 并 和 空 集 的 集体 在 环 和 
运算 下 也 大 一 个 阿 贝尔 群 .但 是 ， 在 我 们 研究 割 集 环 和 的 重要 性 
质 之 前 ， 有 必 取 先 来 讨论 一 下 边 宗 揭 分 解 。 

设 介 .,003,99., 人 :是 一 个 线 图 的 顶点 集合 的 四 个 互 不 相交 的 
非 空 真子 集 ， 也 就 是 说 ， 对 于 pE 《a,b6,c,d)， 


| (2-3-1) 
人 大 由 (2-3-2) 
对 子 p&E la,bycs d), 则 

Qo N02, =¢ (2-3-3) 

对 于 p,qgE (a,b,csd) pa 
设 人 = 人 《2-3-4) 
人 Us (2—3-5) 
则 GX DO) = x DU 1) (2-3-6) 


我 们 可 以 把 有 C2,U 人 Xx 人 DU D0) 分 解 为 以 下 四 个 集合 : 
1. 连 接 昌 ,中 顶点 和 人 .中 顶点 的 所 有 边 和 的 集合 才 ( 人 ,x 品 ) ， 
2. 连 接 身 ,中 顶点 和 和 如 :中 顶点 的 所 有 边 的 集合 (9, x 94). 
3. 连 接 人 3 中 顶点 和 昌 . 中 顶 虞 航 所 有 边 的 集合 (9; x 9.). 
4. 连 按 纪 中 顶点 和 人 D: 中 顶点 的 所 有 边 的 集 食 8 (x 0)， 
换 句 话说 ，B GeU 2 x Ug) 可 以 表示 为 
FU x WU 0) 
= XONU EX ODNU EO XU FY, x 14) 
(‘2-3-7) 
可 以 看 出 ， 站 才 (OX 人 D(X XX 
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人 24) 中 ， 任 何 两 个 集合 都 没有 公共 的 边 。 因 此 式 (2-3-7) 可 以 写作 
oS (WU sx | 1) 
= BE XN BE DX DN BE Dx N00) 


(2-3-8) 
同样 ， C04x 人 4) 可 以 写成 
XH = EY HX QL ON) 
= x NBDEN x NBE ,x YW) (2-3-9) 
注意 
SX =, x 0) (2-3-10) 
略为 这 黑 所 考虑 的 线 图 是 无 向 的 。 


现在 ， 我 们 为 研究 一 个 完全 图 中 两 个 割 集 的 环 和 作 好 了 准 
备 。 我 们 把 4 号 "划分 为 四 个 互 不 相交 前 集合 0 0 人 2 和 82， 
使 得 名 .的 每 一 个 顶点 恰 在 这 由 个 集合 之 一 中 ， 也 就 是 
(i WU Ud fs = 0 (2-3-11) 
且 
人 (2-3-12》 
其 中 p,qs r,s=1,2Cp,9) (r,s) 
设 和 集合 中 =s4uU His, 集合 人。 = 21 U 生 。1, 则 世 ， = £0.U ,ss 
,= 0 2sU 和 0,,， 如 图 2-3-1 所 示 ， 
两 个 草 集 $, 和 Ss 分 别 为 5S， = 成 (WX 0B) ,SI1=8 (0 x 0,), 
据 式 (2-2-4)， 这 两 个 割 集 可 以 表示 为 
SS.=0 XU) = XA BEN x ODBEO x 肆 
《2-3-13》 
S.=8(0,x 0) =2(0.x 0 I)BE (0,x I) BD, x) 
(2-3-14) 
我 们 假设 这 两 个 割 集 是 提 界 的 ， 轿 为 如 暴 它 们 相同 ， 则 它们 


+# 这 里 全 纪 < 是 一 个 完全 图 人 :的 所 有 顶点 的 集合 .一 一 译注 
Lf 


他) 


副 2-3-1 顶点 的 集合 


的 环 和 为 宅 集 ， 由 式 (2-3-13) 和 (2-3-14), 这 两 个 市 集 的 环 和 和 
3, 四 5S: 是 
S,BS=60 .x 下 GE xD) 四 (92x0) 国 FD x 5,) 
(2-3-15》 
在 式 (2-3-15) 中 代入 人 21 = DU 0 8, = 0M, U Da, D2 = A 
UY Qa = 1 YU Oa, 运用 式 (2-3-8) 和 《2-3-9) 给 出 的 关系 式 ， 
我 们 有 
SD.= 6 (0 U Ax Um)BEY,, U Qs fs U {220) 
BE QU Dax DV 1) BE DU WX QU Dn) 
= Ox OBE XD) BE NX fa) 
BE (2 X 2) (2-3-16) 
可 雇 姥 出 ,在 集合 (9,1 Xx QE 1 x (22) ;Xn), 
$i x 22o) 中 ， 任 两 个 集合 无 公共 边 。 为 此 我 们 可 以 利用 或 
(2-3-8)， 和 将 式 (2-3-16) 变 为 
SB UD U0) = DB) (23-17) 
其 中 人 = 后 人 aa 因此 ， 据 定理 2-2-1， 两 个 割 集 S: 和 3， 的 环 
和 是 一 个 割 集 。 
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定理 2-3-1 在 一 个 完全 图 中 ， 两 个 嘎 父 的 环 徐 是 割 集 . 

例 2-2- 考虑 图 2- ?4 中 的 完全 图 ， 假定 我 们 选取 22, = (1， 
2,3)， 00, = (1,2,4) 则 总 = 《4,5), B= (3,5), 另外 ,我 们 可 以 看 
出 ， 若 0 =， 2 ， Os=(3), f=(4), £0,=(5), 
出售 = 6 人 01U 人, = 504U 149.,。 于 是 在 所 给 的 图 中 ， 

Si=o0 ,x 0) = (0,f,9,h,i,f) 
$2.= (0, x 8) = (6b,e0,d, 1, ft) 
因此 DBS,= (8,c,d,e.9,7) 

这 一 结果 必然 与 式 (2-3-17}) 给 出 的 割 集 相同 ， 其 中 82,= 
Us = (1,2,5) ,直接 以 图 2-2-4 中 的 线 图 ， 尖 们 得 到 

FXO = (cde 9 站 
与 上 面 的 S, 申 3: 完 全 相同 ， 

定义 2-3-T 割 集 的 无 重 边 并 是 若干 荐 人 的 并 你， 其 中 任何 
两 个 割 集 都 家 有 公共 边 。 

例如 ， 在 图 2-1-1 讲 示 的 线 狠 中 ， 丙 个 总 集 (a,c, 站 和 (6，e) 
投 有 公共 边 ， 因 此 集合 Ca,58,c,e, 让 是 旦 集 的 无 下 边关 ， 

现在 我 们 来 研究 ， 当 线 图 不 是 完全 图 内 ， 由 此 线 图 的 两 个 割 
集 作 环 各 让 得 到 集合 的 一 个 性 质 ， 设 Q 是 强加 CG 中 所 有 顶点 的 集 
合 ， 昌 ,是 人 的 真子 集 ，, 是 提 的 不 等 于 如, 的 真 陡 集 ， 则 出 这 两 个 
子 集 得 到 的 两 个 制 集 5: 和 3: 是 

SS.=E0,x0) 《2-3-18》 
SS,= (0, x 2,) Ca 
设 人 = 090U 人 9 = D2), Oz OU DD, = 
U5,， 汰 中 加 人 人 401s 092 没有 公共 顶点 ， 如 图 2-3- 1 
注 党 ,现在 假设 图 2-3-1 中 芍 线 图 是 一 个 非 完 全 图 。 因 为 不 论 是 
非 完全 图 还 是 完全 图 ，S ,和 5S; 的 表达 式 都 成 立 ， 所 以 两 个 荐 入 5， 
和 5S: 的 环 和 与 式 (2-3-17) 相 同 。 因 此 我 们 有 
SD = EU x 2 10) 


= ?6s 


= x 0) -EU ss x QU 12) 
Ue Ubi Xx tl £12)1 (2-3-20) 
或 x) -SDS 
= NU Hog x Ob 0) UE DU fs X fo UL 91) 
(2-3-21) 
这 说 明 从 线 图 G 中 删除 5, 龟 5 中 的 所 有 边 ， 得 到 两 个 子 图 8 (21 
UsaxDaUD 和 和 50 UD xiU 人 0 , 当 我 们 讨论 完全 图 
财 , 这 些 子 图 本 身 也 是 完全 图 。 但 是 ， 根 据 假 设 ,CG 不 是 完全 图 ， 
因此 这 里 不 能 保证 (DU 2; Xx 11U 2) 和 (000 Xx 
Us) 是 完全 示 。 事 实 上 ， 正 如 下 述 例 子 记 示 ， 妓 使 所 给 线 图 局 
是 不 可 分 的 ， 这 些 子 图 仍 有 可 能 是 可 分 离 的 、 
例 2-3-2 考 虞 图 2-3-2 所 示 的 钱 图 G， 其 中 每 个 周济 代表 一 


柄 2-3-2 一 个 不 可 分 图 


个 连 肥 的 也 图 两 个 若 集 S, 和 Ss 分 别 为 
S1= (e1982) E39 E13 019 O29 0) 
SS, = {és C89 Er Cab1 bias) 


这 两 个 割 集 的 环 和 是 
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SDS,= (eye es es Ess Cer ers E09 9 904101 0;) 
定义 = (9g, 和 gy’ 中 前 所 有 顶点 ), 介 1s = (gs 和 gy 中 的 所 有 顶点 )， 
{421 = (gs 和 gs 中 的 所 有 顶点 )，89,, = 《9 和 9 中 的 所 有 顶点 ) ,我 
们 可 以 把 这 两 个 割 集 表示 为 

$1= EY hs x OU fy) 

SS:= E01U tx QU tn) 
于 是 ， 据 式 (2-3-17) ,$i 和 SS, 的 环 和 变 成 

S:BS= EO U yx DU D2) 
或 由 式 (2-3-21)， 
SOx 0) -SBS5, 

= YU ax MU DU GNU Qs 
X 人: UL) 

其 中 忆 是 C 中 所 有 顶点 的 集合 。 生 2-3-3 和 于 示 的 线 图 ， 是 由 上 上古 
给 出 的 线 图 按 以 下 方法 得 到 的 ， 调 换 其 子 图 的 位 置 , 合子 
(O44U fx 人 U9) 在 一 边 ,而 子 图 2 (OU 人 x 人 U 9) 
在 图 形 的 另 一 边 ， 


知 2-3-3 一 个 不 可 分 国 


当 我 们 册 徐 3, 图 5 中 的 记 有 边 时 ， 就 得 到 图 2-3-4 所 示 的 线 
贸 , 注 意 子 图 4 (OU fp x 人 DU 132) 由 三 个 最 大 连通 子 图 9,, 9 
和 gw 组 成 ， 而 子 图 《O64U fx U9) 由 四 个 最 大 连通 了 
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图 9g;,9:;9:' 和 gs' 组 成 。 因此 S$, 旬 5; 不 是 市 集 。 
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图 2-3-4 删除 S, 四 9 所 得 的 图 


现在 考虑 S, 四 9? 的 子 集 S。， 它 由 与 最 大 连通 子 图 % 的 也 点 相 
连接 的 所 有 边 组 成 ， 即 

Ss,= (elyerr€sr ers Cs Css E11 C4) 
这 个 子 集 5. 不 是 割 集 ， 因 为 删除 $。 的 所 有 边 产生 的 线 图 由 四 个 最 
大 连 遥 子 图 gg9i，9: 和 9 组 成 ， 如 图 2-3-5 所 未 。 


图 2-3-5 ” 坑 除 S, 所 得 的 图 


再 考 虚 5$, 的 子 集 5。1, 它 是 由 与 9: 的 顶点 相连 的 所 有 边 组 成 ， 
即 Sa 三 (ere3) 
期 除 $S., 的 所 有 边 产生 的 组 图 ， 由 两 个 最 大 连 琐 子 图 组 成 ， 如 图 
a 79 外 


2-3-6 所 示 ， 因 此 易 知 3 是 一 个 割 集 . 同样 S. 的 另 一 个 子 集 S. = 
(eyes) 由 与 9 相连 的 所 有 边 组 成 ,是 一 个 割 集 。3. 的 子 集 5,,= 
(eayeayetsey)， 由 与 95 的 顶点 关联 的 所 有 按 组 成 ， 也 是 一 个 割 
集 ， 因此 ，$ .是 制 集 Sa，3o: 和 So 的 无 重 边 并 。 我 们 还 可 以 看 
到 ,3, 幼 9: 的 子 集 9, 由 与 9 相连 的 房 有 边 组 成 ,是 一 个 割 集 .S ,四 
:的 子 集 5, = (aay5:)， 让 与 9 的 项 点 相关 联 的 所 有 边 组 成 ,也 是 
一 个 色 集 . 这 样 ， 汪 1 四 3: 是 割 集 S.， Sars Sass 3 和 5 的 无 重 边 
并 ， 


图 2-3-6 可 丛 9 所 各 的 下 


饭 在 回 到 一 般 的 情况 .由 式 (2-3-21), 如 果子 图 8 (2 Us x 
和 D4U 22) 和 子 图 (4.U 四 sx 人 201U 50) 每 一 个 都 是 连通 的 ， 则 
1 名 5: 显然 是 一 个 荐 集 。 假 定子 图 (人 1U fx D1U fo) 是 由 
AR 个 最 大 连通 子 图 gg wy 9 组 成 的 分 元 图。 设 00, 是 gs 中 所 
有 顶点 的 集合 (p=1，2，…， 习 ， 如 图 2-3-7 所 示 。 不 要 忘记 ， 
UX DU 1) 也 可 能 是 分 离 的 。 注 总 S1 命 5; = (1 
UX Ds 4) 中 的 每 一 条 边 与 gsy gu …y gu 中 的 基 一 个 子 图 
的 一 个 顶点 相连 。 我们 把 集合 CQ4U 9s Xx 自 4U 02) 分 成 k 个 
子 集 $y ,5364，-… ,So4， 使 得 集合 Solt1 志 bp 所 的 所 有 边 与 9op 中 的 
顶点 相连 。 容 易 避 出 ， 
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Sx OU 总 号 


~ oh ~ 


uU fx AnU Qny 


suY Ruax QnU Nay t ot 
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二 一 一 ~=” 


疼 2-3-7 于 图 GO (010 O22 Xx OU DD UY Ys x Os U 11 3) 


Sp= B(x WU Os) (2-3-22) 
并 且 ， 我 们 可 以 看 到 ， 集 合 B (R44U 0 x DuUD,) 中 的 每 一 条 
边 正好 在 集合 5S,,， Ses 之 一 中 因此 ， 集合 8 (O11U 0,, x 
4U 691) 可 以 看 作 集 合 S,，S。，…, Sm 的 无 重 边 并 ， 因 为 对 于 
1 所 p<gqsk,04 的 项 点 和 人, 的 顶点 之 间 没 有 边 相连 ， 故 集合 
本 (spX 人 DU 01) 可 以 表示 为 
Fs x QU Qs) 
= UU OY Qs UU epi U opr Uo UO) 
(2-3-23) 
但 是 ， 击 忌 , 的 定义 可 知 
QU MU aU Ba UU Qo Dn UU ND =,, 


(2-3-24) 
因此 ， 对 所 有 的 p=1，2,…,k， 
FX DU 人 = 过 (xx 《2-3-25》 
于 是 吕 (fo Us Xx 人 04U D1) 可 以 表示 为 
FU os x Qs U 0,1) 


去 六 x 1,) Uy (2 共 2) Uy wii U Fn Xx De) 
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= DIBE NL) DBE Nx Da) 
《2-3-26) 
由 式 (2-2-4)， 焦 合 E(06px Ds,) 可 以 罕 示 为 
SND EN DDED,X MN DSL,, x 0.,,) 
(2-3-27) 
或 由 式 (2-2-5) ,我们 有 
SOxXD- ED) = ND) UBD,, x 0.,) 
(2-3-28) 
册 这 个 公式 可 以 看 册 ， 如 果子 图 @ (总 xx 总 ,) 基 连通 的 , 则 8 (人 9 
x 豆 /) 基 一 个 割 集 〈 注 意 ， 根 据 假设 ，c(9.exX 吕 ) 基 和 过 通 的 ) . 
不 失 一 般 性 ， 考 成 图 2-3-8 所 示 的 集合 (人 1x 81)， 


hr 
er Det 


图 2-3-8 子 图 8 (09,， x 五 )》 


由 式 (2-3-28)， 删 除 史 (人 9 X 吾 中 所 有 的 边 , 产生 两 个 子 图 
(OX 人 2) 和 6 (Ds x56) ,我 们 知道 ， 如 果 加 (D1 x 区 ) 是 过 通 
的 ， 则 (06 x5) 是 一 个 荐 集 。 现在 假定 PF (5x56) 是 分 离 
的 ， 子 图 史 (Cs x 中 必然 与 8(CD Xx 避 ,) 的 边 连 接 。 如 图 2-3-9 
所 示 ， 其 中 假设 如 (2 x £1) 有 1 个 最 大 连通 了 图 941, gc， "am 
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图 2-3-9 分离 图 1 (5.: x 56,1) 
设 人 ,是 最 大 连通 子 图 g, 的 顶点 集合 ,，r = 1,2，…，#。 则 人 (人 ,x 
如 可 以 看 成 从 合 帮 CX 人 C0) mn) 
的 无 重 边 并 ， 或 
FAX DBO ON UE INU UYU EN Om) 
= xX HD) BEN: x BB x 站) 
《2-3-29) 
辐 为 对 于 1 所 p< 之 9 所 4，go 的 顶点 和 ges 的 顶点 之 间 没 有 边 迷 按 ， 
故 如 CQ:x 站 ,,) 可 以 宸 示 为 
FD Dp) = OU OU ep U po UU OX fp) 
= 0, x Hog) (2-3-30) 
其 中 = 人 UU TDAURonU UD (2-3-31》 
据 式 (2-2-5)， 我 们 有 
EXO) EX ND) = 要 (人 DU ED, x Bp) 
(2-3-32) 
根据 这 一 等 式 ， 显 然 从 原 图 C 中 删除 @ (可 x Oo) 的 所 有 的 边 必 
得 到 两 个 于 图 有 (fy x 间 .p) 和 四 (Dp Xx 89) . 据 假 设 , 8 (0p Xx 09.0) 
是 连通 的 。 从 图 2-3~9 所 示 的 绩 图 中 ， 我 们 可 以 看 到 ，@ (9, x 
5.,) 是 连通 和 的， 否则 原来 的 线 图 G 就 不 是 连通 的 。 所 只 只 (总 ox 
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4op) 是 一 个 网 集 。 因 此 由 式 (2-3-29) 知 ， 集 台 G(9.x 瑟 ) 是 制 
集 的 无 重 边 并 。 并且, 我 们 还 可 以 说 ， 对 于 任 -一 个 p= 1，2，…， 
k， 斩 (52op X 如 sy) 或 为 割 集 ， 或 为 制 集 的 无 重 边 并 。 于 是 据 式 (2-3 
-28) 知 ， 集 合 了 C91U 2 x QUD:) 是 割 集 的 无 重 边 并 。 

如 果 我 们 注意 观察 ， 为 得 到 上 述 结果 ， 对 催 个 集合 2 (0, x 
可》 和 3 (9,x 羽 ) 的 要 求 ， 就 可 以 看 出 ， 我 们 并 没有 要 求 集合 
XB) 和 (0, x 总 ) 是 制 集 。 事实 上 ， 只要 们 1， 4 4 和 
8w 是 符合 以 下 要 求 的 顶点 集合 ; 


1.01 U QU tay f= 0 (2-3-33) 
2. 在 人 50212792: 租 人 2 中 ， 任 两 个 集合 没有 公共 过 。 
3.0= VU 00,= QU Da (2-3-34) 


那么 不 论 5, 或 3,， 或 者 5, 和 S$, 一 起 ， 都 可 以 成 为 着 集 的 无 重 边 
并 。 因 此 我 们 可 以 说 ， 对 于 连通 图 来 说 ， 一 个 割 集 和 一 个 蚀 集 的 
无 恒 边 并 的 环 和 或 者 是 割 集 ， 或 者 是 割 集 的 无 重 边 并 、 另外， 两 
个 荐 集 的 无 重 边 并 的 环 和 或 者 是 割 集 ， 或 者 是 汕 集 的 无 耳 边 并 . 

假定 线 图 G 是 分 离 的 ， 设 S, 是 GG 的 一 个 最 大 连通 子 图 中 的 一 
个 割 集 或 制 集 的 无 重 边 并 ，3: 是 G 的 另 一 个 最 大 连通 子 图 的 制 集 
了 或 割 集 的 无 重 边 并 ， 则 S ,四 S;, 显 然 是 一 个 割 集 的 无 重 边 并 。 于 
是， 我 们 可 以 叙述 如 下 定理 ， 而 不 用 眼 制 线 图 十 连通 的 . 

定理 2-3-2 ” 设 S ,是 一 个 户 伐 或 灾 焦 的 无 重 边 并 ,S: 是 与 S: 不 
局 的 另 一 个 制 集 或 割 集 的 无 重 边 并 ， 则 ,由 5: 或 为 齐集 ， 或 为 捧 
集 的 元 重 志 并。 

定理 2-3-3 设 {5} 是 所 有 割 集 ， 割 集 的 无 重 边 并 和 空 集 的 
集体 ， 则 {S} 在 环 和 运算 下 是 一 个 阿 贝尔 群 。 

例 2-3-3 考虑 图 2-1-1 所 示 的 线 图 。 取 割 集 51= (2，c， 记 ， 
Se= (oad,e) ,S33 = (b,e),S,= (六 9) 作为 生成 元 ,我们 可 以 得 到 
所 有 袖 集 、 害 集 的 无 蛋 边 并 和 空 集 的 集体 {5S} 中 全 部 元 素 如 下 ， 

9 四 9: = (cd,e sf) 


人 


SBSs= (a,b,c,e,f) 
SBS,= (a,c,9) 
Ss,DS,= (a,b,d) 
SDS,= (a,d,e,f,9) 
SBS,= tb,e,f,9) 
SBSDS: = (b,c,d,f) 
SBSDS, = (c,d,e,g) 
SPIEBS, = (o,b,c,e,9) 
Ss:BSDBS, = (a,b,d,f,9) 
四 :四 3 由 3 = (bc,0 ,9) 
SB = SDS = 085 = SBI = 
注意 其 中 5, 四 S493: 中 So: 田 S: 人 539 中 5 中 3 都 是 制 集 
的 无 重 边 并 。 


2-4 线性 无 关 割 集 


我 们 已 经 知道 ， 集 体 {13 } 在 环 和 运算 下 构成 一 个 群 ， 如 果 一 
个 线 图 是 有 限 的 ， 即 线 贸 中 按 前 数 日 是 有 限 的 ， 奸 全 》 由 有 中 个 
集合 组 成 。 这 里 ， 我 们 将 介绍 一 视 求 出 一 组 最 少数 目的 生成 元 的 
方法 ， 这 组 生成 元 称 为 线性 无 关 沁 集 ， 利 用 它们 可 以 生成 {5} 中 
的 所 有 集合 .集体 { 五 ?和 (五 ,1 计 中 也 有 这 样 的 生成 元 。 在 下 一 
章 学 习 线 陪 的 矩阵 表示 以 后 ， 可 以 很 容易 地 知道 {EE} 和 {EE，M ;} 
中 生成 元 的 数目 . 

下 述 定 理 给 出 了 制 集 的 一 个 重要 狂 质 。 

定理 2-4-1 任何 割 集 都 可 以 表示 为 车 干 个 关联 集 的 环 各 . 

证 明 ， 假 定 线 图 C 的 顶点 为 wypay yy， ww。 即 人 = Cv V2 
Un) sy 设 (211 = 2 = CVs Da UR) 人 sl = (00) (ds = 1-— ta 
Us = Ct). 久 设 全 ,= 24D 和 = 人 U0 型 据 式 . 


ea 85* 


《2-3-17)， 两 个 集合 8 (OLX 名) 和 6 9x 2 的 环 和 是 
FN xX 0) TG, x WH.) 
=8 (QU Dx UA) BE Qu Dax QU Qs) 
= 客 v1) x (vs Ve” “gyUR1) DELV) Xx 《pe)] 
= BLU Un) XK CO Uys O19 VR) 
= Us Vhs x Vl Das UR A) (2-4-1)》 


由 这 个 等 式 ， 我 们 可 以 得 到 以 下 各 等 式 。 


对 于 有 = 2， 
要 [wD Xx (CVIITBELC) x 00) 1 = BEv ,02) x (Vs Vs)] 
(2-4-2) 
对 于 & =3， 


FL vs va) x Crs WY)] DEL vs) x (C00)] 
= LV) x Co)] DEE x (VIBEL) x (0)] 
= Ev Va V3) X (Vis V2 Us)] (2-4-3) 
一 般 地 ， 我 们 有 
SLD x C00] BFL x (0) BBEL (VO) x (VO) 
= 要 [op Xp] (2-4-4) 
男 一 方面 ， 任 一 割 集 可 写成 才 和 (ovs， VV) X 
(va 90K)] 的 形式 ， 因 此 ， 任 一 寄 集 可 由 若干 个 关 联 集 的 
环 和 得 到 。 《证 毕 ) 
从 上 一 个 定理 ， 我 们 又 可 以 推 得 以 下 定理 ， 
定理 2-4-2 设 G 是 一 个 连通 图 ， 则 G 中 任 一 关联 集 等 于 其 它 
所 有 关联 集 的 环 和 ， 
证 明 ; 不 夫 一 般 性 ， 设 (v1 vs …， to) 是 他 中 所 有 顶 点 的 
集合 。 又 设 是 所 选取 的 项 点 ， 则 据 式 (2-4-4)， 
FLU Ves os) X CVs 03s sn) 
=[(v) x CV) BELVD) x (VIB BE U0) xX (we)] 
{2-4-5) 
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另 一 上 方面， 我 们 知道 
( Vzs te py， Uo) = (0) (2~4-6) 

加 此 
FLV Vas V0) X CDs vs Ve) = FI Cv) x (0)] (2-4-7). 
这 就 是 与 顶点 v, 对 应 的 关联 集 。 于 是 式 (2-4-5) 的 右边 等 于 与 顶 
点 wv, 对 应 的 关联 案 。 《证 毕 ? 

据 定理 2-4-1， 容 易 君 出 ， 在 对 一 个 连通 图 的 所 有 关联 集 作 
环 稳 时， 将 得 到 一 个 空 集 。 四 此， 即使 线 图 C 不 连通 ,定理 2-4-2? 
也 成 立 ， 

定理 2-4-3 在 一 个 线 图 中 ,一 个 关联 集 S 等 于 除 S 外 所 有 关 
联 集 的 环 和 ， 

为 了 下 面 斤 述 方便 ， 我 们 定义 线性 相关 集合 称 线 福 无 关 和 集合 
如 下 。 

定义 2-4-1 设 DDD,,…, 刀 ,是 一 些 集 合 。 如 果 

DBDD…mD,.=$ (2-4-8) 

旭 说 D,, DD,,…， “是 线性 相关 的， 或 称 D,， D,, “gy D, 是 线性 相 
关 集合 。 

如 果 在 DD,,DD,，… ,Dw 中 , 役 有 线性 相关 集合 ， 则 称 它们 是 线 
性 无 关 的 ， 

例如 ， 若 DD, = 必 ， 则 万， 六" 显然 不 是 线性 无 闫 的 。 

例 2-4-1 图 2-1-1 所 示 线 图 的 割 集 (aycy 力 (aybd)，(b， e} 
和 (65,c,d, 用 不 是 线性 无 关 的 ， 因 为 

(arc Bosb BB, c,d,f) =$ 

另 一 方面 ， 割 集 (asc, 让 , (a6,d,);(b,e) 和 Le,d,e, 了 f) 是 线性 元 
关 的 . 

据 定 理 2-4-i， 任 一 割 集 可 由 若 于 关联 集 的 环 容 得 独 。 并 百 ， 
据 定 理 2-4-3 知 ， 一 个 关联 集 等 于 其 它 所 有 关联 集 的 环 利 . 

定 再 2-4-4 设 G 是 由 mw 个 顶点 组 成 的 过 膛线 图 。 网 G 中 至 多 
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在 在 mw-1 个 线性 无 关 的 关联 集 ， 

于 是 据 定 理 2-4-1 和 2-4-4， 我 们 有 定理 2-4-5.。 

定理 2-4-5… 在 一 个 包含 "个 顶点 欧 连 通 线 图 中 ， 最 多 存在 
fuv-1 个 线性 无 关 的 割 集 . 

现在 ， 我 们 假定 在 一 个 由 m 个 顶点 组 成 的 连通 线 图 C 中 ， 有 
ne-1 个 关联 集 基 线性 相关 的 ， 也 就 是 说 ， 设 S(o)，5(o)，…， 
Slvr) 是 这 mv-1 个 关联 集中 的 一 些 基 联 集 ， 使 得 


SVIPBSV)DBDBDI PBS ur) = {2-4-9) 
这 一 等 式 又 可 以 写作 
Sr = SU) BI 0) DPBS (ve) (2-4-10) 
但 由 式 (2-4-4)， 
Su) PBS (wu) BBS ov) 
=@ [vv RX (ao vas bb] 《2-4-11) 


而 县 G 中 有 m 个 顶点 ， 注 意 &+1<m-1， 因 此 (oo ws …y wy 中 
至 少 包 含 两 个 顶点 。 这 就 是 说 ，S (00) 狼 SCv) 提 … 狼 Sv) 不 
是 一 个 关联 人 入， 与 式 (2-4-10) 中 SCvrwi) 是 一 个 关联 集 的 假设 矛 
盾 。 因 此 ， 这 nn。 一 1 个 关联 焦 必 是 线性 无 关 的 ， 

定理 2-4-6 设 G 是 由 nn 个 顶点 组 成 的 连 咱 钱 图 。 则 中 恰 有 
1 一 1 个 名 性 无 关 的 关联 集 。 

假定 线 图 C 由 p 个 最 大 连通 子 图 99 9 组 成 ， 又 假定 9g" 钢 


nm. 个 顶点 组 成 ，r = 1， 2，…, Ps 并 且 沪 n=， 这 里 是 中 顶点 


数 。 出 定理 2-4-6 知 ， 在 g, 中 恰 有 -1 个 给 性 无 关 的 关联 祭 。 并 且 
对 于 1 志 p<q 夺 p， 显 然 9 的 线性 无 关 关联 集 与 9 的 线性 无 关 关 
联 集 组 威 了 钱 丝 无 关 和 集合. 

定理 2-4-7 设 G 是 一 个 包 仿 ,个 顶点 和 p 个 艇 大 连通 子 图 的 
分 离线 图 ， 则 G 中 恰 有 n,-p 个 线性 无 关 的 关联 集 ， 

由 于 高 鸯 理 2-4-1， 这 nn-p 个 线性 无 闫 的 关联 集 通 过 环视 运 
» AB 


算 就 足以 得 到 所 给 线 图 的 所 有 割 集 。 换 名 话说 ， 一 个 线 图 的 所 有 
割 集 ， 提 集 前 无 重 边 并 和 空 集 的 集合 {157 可 以 表示 为 
位 ) = {S (vn) BS (vB "BDI,) 3 
SV) Sv) SU E {So ,r=1,2,°,n — P) 
(2-4-13) 
这 里 全 ()} 是 一 个 (包含 mp 个 顶点 和 p 个 最 大 连通 子 图 的 》 
线 图 的 x,-p 个 线性 无 关 关 联 集 的 和 集体. 
例 2-4-2 考虑 图 2-1-]1 所 示 的 线 图 ， 由 于 mm -p=4， 故 有 四 
个 线性 元 关 的 关联 集 。 假 定 我 们 选取 St1)= (osc, 让 ,3(2)= 
{absd), Ss = {cd,e gS( 4) 2e) 为 四 个 线性 无 关 的 关 菊 
集 的 集合 ， 则 
StIDS(C2)= (cd 站 
Si1) 中 S(3)= (a,d,e,f.9) 
SC1) 中 SC4)= (apiciey 上 月 
(2) 人 (3)= 《apeseg9) 
(2) 引 SC4)= (a,d,e) 
9(3) 旨 3908)= (b,c dg9) 
S01) BI IBSICI)= (esf9) 
SC1) 多 5002) 由 5304)》= (c,d,e,)) 
S(t1) BSIIDBI 4A) = (a,b,d,f,9) 
S{t2) BICIIDBI 4A) = (0,c.9) 
SCLIDBI2) DSCIIDBDIC4) = fn 
加 上 S$S(1) ,St2),S(3),SC4) 和 宏 集 ， 就 得 到 了 {5} 中 的 全 体 
集合 。 读者 可 以 把 这 些 结果 ， 与 例 2-3-3 中 的 集合 相 比 较 ， 
因为 我 们 不 能 说 每 一 个 关联 集 都 是 割 集 ， 所 以 我 们 不 能 仅 根 
据 定 理 2~4-7 就 说 ， 在 一 个 线 图 中 怡 有 ”。 一 p 个 线性 无 关 的 割 集 ， 
如 果 我 们 知道 了 一 种 称 为 “ 树 ” 的 特殊 子 图 的 性 质 ， 就 可 以 很 容 
饭 地 说 明 线 性 无 关 割 集 的 数目 。 对 此 将 在 后 面 学 习 ， 我 们 现在 就 
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不 研究 这 个 问题 了 。 不过， 不 用 树 的 知识 ， 要 证 明 线 性 无 关 割 集 
的 精确 数目 也 并 不 困难 。 


习 题 


1. 证 明 一 个 连通 图 的 任 一 戎 集 均 可 表示 为 4 (9, x 5). 

2. 设 $ 是 一 个 割 集 ，C 是 一 个 回路 。 证 明 SNC 包含 偶数 条 
边 。 

3., 证 明 任 意 三 个 不 同 的 关联 集 的 交 是 空 集 。 
4. 设 e 是 一 个 完全 图 中 的 一 条 边 ，( a ) 计 算 包 合 边 e 的 割 集 
的 数目 ，(b ) 计 算 不 包 售 边 e 的 割 集 的 数目 。 

5. 证 明 任 一 条 边 都 可 以 被 包含 在 一 个 咒 集 中 ， 

6. 证 明 在 一 个 不 可 分 图 中 ， 任 一 对 边 都 可 以 被 包含 在 一 个 害 
集中 ， 

7., 证 明 对 于 尾 一 条 路 径 己 ， 存 在 一 个 割 集 或 割 集 的 无 重 边 并 
SS， 使 得 PCS。 

3., 设 S 是 线 图 CC 中 的 一 个 边 集 。 假 定 从 C 中 删除 5 的 所 有 边 ， 
使 它 的 秩 减 少 & 之 1， 证 明 或 否定 ， 尖 且 仅 当 删 除 3 的 任 一 真子 集 
的 所 有 边 ， 司 秩 最 多 攻 少 &- 1 时 ，S 是 一 个 荐 集 或 着 集 的 无 重 边 
并 。 

9. 假 定 在 一 个 线 图 C 中 ， 妊 一 对 顶点 之 间 最 多 有 一 条 边 。 设 
人 是 G 中 所 有 顶点 的 集体 ， 证 明 对 于 如 的 每 一 个 真子 集 介 , ， 当 且 
仅 当 b 9, x 如 ,) 是 市 集 时 ，G 是 一 个 完全 图 。 

10, 设 GG 是 包含 ,个 顶点 的 连通 线 图 ， 则 地) 包含 2""! 个 集 
合 。 注 意 {S) 是 所 有 的 割 集 ， 制 集 的 无 重 边 并 和 空 集 的 集体 ， 

11., 设 e! 和 e; 是 一 个 包含 mw 个 顶 态 的 完全 图 的 两 条 边 ， 证 明 包 
含 el 和 es 的 割 集 的 数目 是 2 

12. 设 G 是 一 个 线 图 ，S 是 包含 边 e 的 一 个 割 集 , 设 GG 是 从 局 中 
震 除 这 e 得 到 的 线 图 说明 如 果 S 包 含 的 边 不 止 一 条 ， 则 S 一 (e) 
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基 Co 的 一 个 逢 集 。 

13. 设 G 是 一 个 线 图 ,3 旦 一 个 齐集 。 假 定 边 。 在 G 中 但 不 在 5 
中 , 设 G: 是 从 GG 中 短路 边 e 《即将 。 的 端点 重合 起 来 ) 得 到 的 线 
图 ， 证 晰 5S 是 G: 的 一 个 其 集 ， 

14 .证明 如 果 一 个 关联 条 S(2 ) 不 是 齐集 ， 则 顶点 vz 是 割 点 。 
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第 三 章 “” 线 图 的 矩阵 表示 和 树 


3-1 关联 矩阵 


我 们 可 以 用 矩阵 代替 集合 ， 来 奏 示 一 个 线 图 ， 假定 我 们 用 盾 
人 隆 的 行 p 和 列 g 分 别 表 示 子 图 g, 和 边 e。 ， 则 可 以 用 下 面 的 方法 来 说 
明 哪 些 边 属于 子 图 9,， 如果 es 在 子 图 gs 中 ， 就 记 (p,g) 元 为 1; 如 
果 es 不 在 子 东 gy 中 ， 就 记 (b, 中 元 为 0 
如 果 一 个 矩阵 的 所 有 行 都 代表 一 个 线 图 的 关联 集 ， 则 称 此 算 
阵 为 关联 矩阵。 类 似 地 ， 一 个 害 集 什 阵 的 行 代用 割 集 和 所 集 的 无 
重 边 并 ， 而 加 路 矩阵 前 各 行 代 表 回 路 务 癌 路 的 无 量 边 并 。 这 里 ， 
我 们 将 要 讨论 草 集 和 矩阵 和 回路 矩阵 的 某 些 性 压 ， 苑 且 要 导出 一 种 
确定 一 个 给 定 矩 阵 是 否 为 闭 集 矩阵 (或 回路 矩阵 ) 的 方法 首 
先 ， 我们 来 考 虚 关 联 盾 阵 . 
定义 3-1-1 一 个 鹤 举 关联 第 阵 (exhaustive incidence n'atrix) 
用 符号 4. 表 示 ， 其 (p,q9) 元 0po 定 义 为 
_「1 游 边 4 与 顶点 关联 
“0 车 9 ， 上 不 关联 
例如 ， 图 3-1-1 所 示 线 图 的 穷 举 关联 短 阵 4 为 
ag bredre /9 


(3-1-1) 


1Fo0000011. 
2.0001110 
A=310111000 
‘i100 
0 1 


92 。 


其 中 第 1 行 代表 的 关联 集 S(1) 
是 (f,g) .与 顶点 2 对 应 的 关联 集 
S(2 ) 由 第 2 行 表示 等 等 。 我 们 
可 以 看 到 ，4. 的 每 一 行 代表 - -个 
顶点 ， 也 代表 与 此 顶点 对 应 的 关 
联 集 。 

由 于 一 条 边 有 两 个 端点 ， 故 
在 穷 举 关联 矩阵 的 每 一 列 中 ， 恰 图 3-1 -1 线 图 和 
有 两 个 1。 为 了 求 出 关联 盾 阵 的 身 ， 我 们 首先 来 研究 对 线 图 G 的 
关联 矩阵 的 一 种 运算 。 当 我 们 将 G 的 一 些 项 点 合并 起 来 ， 得 到 一 
个 新 的 线 图 时 ， 这 种 运算 使 所 得 的 矩阵 成 为 新 线 图 的 关联 矩阵 、 
由 于 我 们 只 讨论 不 含 自 环 的 钱 图 ， 而 重合 某 些 顶 点 可 能 产生 自 
环 ， 所 以 必须 对 线 图 作 进一步 的 限制 为 此 ，。 我 们 作 如 下 约定 ， 

当 对 一 个 线 图 作 某 种 运算 产生 了 自 环 时 ， 我 们 将 其 出 除 ， 以 
使 所 得 的 线 图 不 含 自 环 。 

例如 ， 在 图 3-1-1 所 示 的 线 图 中 ,将 项 点 4 和 0 重合 在 一 起 ， 
则 在 所 得 的 图 里 ， 边 4 变 成 了 -- 个 自 环 。 根 据 约定 ， 边 4 将 被 由 
去 ， 于 是 得 到 图 3-1-2 的 线 图 。 这 个 图 的 穷 举 关联 矩阵 是 


2 
4. = 3 


| 
4 和 0 1 J 
设 4, 是 线 图 G 的 穷 举 关联 条 
图 3-1-2 在 图 3-1-1 所 示 线 图 个 i 

由， 重合 顶点 4 和 0 得 到 的 线 图 。 阵 ， 将 人 G 的 顶点 上 和 了 重合 在 一 
| 起 ， 就 得 到 线 图 G', 设 它 的 穷 举 
关联 矩阵 是 4 、 设 4.= [ape] 的 行 i 代表 顶点 1 ， 行 了 代表 项 点 

es YF 。 


b d 
1 0 0 
0 1 
1 1 


Cc 
0 
0 
1 
1 


一 人 


0 


4,0 


j ， 岂 黑 我 们 把 4 的 行 i 加 到 年 7? 上 ,那么 所 得 的 行 f 中 每 一 个 
元 索 应 该 是 ar + ar。 想 据 zv 利 ar 的 不 朵 数值 ， 可 以 分 为 以 下 几 
种 情形 ， 

情形 1 ar+ or= 1(av，ar 中 有 一 个 为 1 ， 另 一 个 为 07 


(3-1-2) 
情形 2 art+ar= 0 Caw 和 a; 均 为 9) (3-1-3) 
情形 3 avr+ar=26ar 和 ap 均 为 1) (3-1-4) 


如 果 守 和 了 中 有 一 个 是 与 列 " 对 应 的 边 e, 的 端点 ， 而 另 一 个 不 基 
er 的 端点 ， 就 出 现 信 形 1 ， 如 果 i 和/ 都 不 是 e 的 端点 ， 则 出 现 
情形 2 。 因此， 在 这 两 种 情形 下 。A。 的 行 i 就 等 于 4, 的 行 了 和 
7 相 栅 。 

情形 3 《 即 o;,+ a = 32》 说 明 ， 在 图 G 中 ,是 连接 在 顶点 i 
和 了 之 问 的 。 于 是 ， 根 据 前 这 的 约定 ， 在 了 和 了 重合 时 ， 边 应 
当 被 删 去 、 这 就 是 说 ，ar+ ar 应 当 等 于 0 ， 而 不 等 于 2 。 因 此 ， 
我 们 可 以 按照 1+ 1= 0 的 规则 来 把 4. 的 行 了 加 到 行 了 ， 从 而 将 行 
i 从 4 中 删 去 ， 得 到 穷 举 关 联 和 矩阵 4。。 这 种 代数 运算 是 横 2 的 
剩余 类 .在 本 章 中 ,我们 用 它 来 进行 矩阵 运算 。 下 面 是 模 2 算法 
的 加 法 表 和 乘法 表 . 


加 法 麦 乘法 表 
1 0 1 0 
0 1 3 

0 1 0 0 


前 而 说 过 ， 穷 举 关联 插 阵 的 每 一 行 代 表 一 个 顶点， 同时 也 代 
甫 与 此 项 点 对 应 的 关联 集 。 设 在 琵 图 C 中 ，3 (站 是 与 顶点 i 对 应 
的 关联 集 , SC 站 是 与 顶点 i 对 应 的 关联 集 。 则 边 集 S (BS) 中 
的 边 或 与 顶点 辣 关联， 或 与 顶点 7 关联, 但 不 同时 与 i 各 j 关 
联 。 这 就 说 明 ， 在 一 个 矩阵 的 代用 5 (让 人 B53 (站 的 行 里 ， 当 且 仅 


s+. 


站 过 e 与 顶点 了 或 了 关联， 但 不 同时 与 二 者 关联 时 ， 对 应 于 边 e 
的 列 为 1 。 由 于 我 们 采用 模 2 加 法 ， 行 i 和 行 7 的 和 就 给 出 了 对 
应 3 (i) 介 5 (站 的 行 。 换 旬 话 说 ， 在 一 个 穷 举 关联 矩 阵 4 中 ， 行 
的 加 法 怡 好 与 关联 集 的 环 和 和 一致 。 因 此， 根据 定理 2-4-?7，4. 的 
黎 " 等 于 mm - p， 其 中 mm 是 G 的 顶点 数 ，o 是 G 的 最 大 连通 子 图 数 。 

下 面 我 们 可 以 直接 从 4. 岂 发 ， 来 说 明 A. 的 秩 是 ns。- P。 由 于 
在 4 的 每 一 列 中 恰 有 廿 个 非 零 元 《因为 餐 一 边 有 两 个 端点 ) ,把 除 
最 后 一 行 外 所 有 的 行 加 到 最 后 一 行 ( 模 2 加 法 ) , 则 最 后 一 行 全 部 
变 成 零 。 因 此 4. 的 秩 必 少 于 A 的 行 数 。 但 4 的 行 数 就 是 G 的 顶点 
数 m。， 故 A 的 秩 RRCA.) 应 铺 足 下 式 : 

RCOA) En — 1 (3-1-5) 

假定 G 是 一 个 连通 的 线 图 。 设 4. 的 第 一 列 代 宕 边 。 ， 它 的 两 
个 端点 是 i 和 j 。 调 整 行 的 次 序 ， 我 们 可 以 使 行 i 变 成 第 一 
行 ， 


i 


A = ; (2-1-6) 


| 
: 


注意 在 列 e 中 ， 行 i 奈 行 1 处 号 1 ， 其 会 的 元 京 是 0. 把 行 i 
(第 一 行 ) 加 到 行 i， 得 到 


一 个 类 阵 的 秩 等 于 这 个 拭 阵 中 最 大 非 次 异 子 守 降 的 阶 数 .所 议 非 全 姓 子 窒 阵 是 
行列 式 示 为 等 的 方 子 降 。 
二 g5 里 


0 
A:= | 0 4 
1 0 《3-1-7》 
i| 0. 


0: J 
我 们 已 经 知道 ， 乱 阵 41, 是 使 G 的 顶点 i 和 f 重合 得 到 的 线 图 G” 
的 穷 举 关联 矩阵 。G' 是 连通 的 ， 因 为 短路 一 个 违 适 图 中 的 一 边 
仍 得 连通 图 。 因 此 ，4', 具 有 与 4. 相 同 的 福 质 用 上 面 采用 的 方 
法 ， 即 调整 行 的 顺序 并 将 一 行 加 到 另 一 行 ， 我 们 可 以 使 4 的 第 
一 列 变 成 一 个 单位 列 向 量 ， 其 中 只 在 第 一 行 有 一 个 1 。 即 


i 
:0 1 


A=, 0 0: (3-1-8) 
; A'.. 
0: 0 


并 且 4.: 是 一 个 连通 图 的 穷 举 关联 矩阵 ， 于 是 4*: 也 具有 与 4 相 
向 前 性质 ， 如 此 类 推 。 
一 般 地 ， 我 们 可 以 将 4, 变 成 下 面 的 形式 
1 a 
| 0 1 2B:* 


(3-1-9) 


Of" 


其 中 Ai4 是 一 个 连通 图 的 穷 举 关联 矩阵 我 们 还 可 以 继续 修改 

4.， 直 到 424 只 包含 一 行 ， 当 -4 只 包含 一 行 时 ， 由 于 我 们 排除 

了 自 环 ， 对 应 前 线 图 不 含 任何 边 ， 于 是 4 的 元 素 必 全 为 零 ， 也 

就 是 说 ， 一 个 连通 线 图 的 4. 可 以 变 成 
1 。 


0 1 
0 0 | 

A = ， | 《3-1-10) 
0001 
_00%000...0 


有 显然 这 种 运算 不 改变 矩阵 的 铁 。 因 此 我 们 从 结果 可 以 看 出 ， 至 少 
存在 一 个 阶 为 m 一 1 的 壮 矩 阵 ， 其 行列 式 的 值 非 零 。 
定理 3-1-1 一 个 包含 个 顶点 的 连通 线 图 的 穷 举 关联 矩阵 
习 : 的 秩 R(4.) 是 R{A.) =n, -1 (3-1-11) 
例 3-1-4 考虑 下 车 的 第 阵 ， 它 是 图 3-1…1 所 示 线 图 的 窃 举 关 
联 和 矩阵 。 


obececdqdqe fg 
1-0000011 
20001110 
A=30111000 
41100000| 
0:1010101) 
交换 列 9 和 列 a， 将 行 1 加 到 行 0 。 得 

gbre de fa 
1[10000 10| 
210001110 
3|0111000 
4|0:100001 
olLoio 10 911 1 


97. 


交换 列 a 和 列 5， 把 行 2 加 到 行 3 ， 得 


gdecbe fa 
1710000107 
2 0100110| 
3 00i111 1 0 | 
40001001 
0_00i10111| 

把 行 3 加 到 行 0， 得 

gdecbe ya 
1-10000103 
2,010011 o | 
3 001111.0 
4.090001001| 
0_.0001001, 

最 后 ， 把 行 4 加 到 行 0 ， 就 得 到 

gd be fa 
1"10000 10-. 
2.0100110 
3:0011110 
4 000100.1 
0:000 0i000 


假定 G 是 由 p 个 最 大 连 遂 子 图 g,，g;，"…，g。 组 成 的 分 离 图 ， 
设 g, 的 边 数 和 顶点 数 分 别 为 nr 和 nr， 其 中 +r = 1，2,…,p。 调 整 行 
和 列 的 顺序 ， 训 使 图 G 的 4. 具 有 以 下 性 质 :( 1 ) 前 xz: 行 表示 9 中 
药 顶 点 ， 接 下 来 的 ms 行 表示 g: 的 项 点 ，…， 最 后 的 xro 行 表示 go 的 
顶点 ; 《2 ) 前 nx 列表 示 gi 的 边 ， 接 下 来 的 mc: 列表 示 g 的 边 ，…， 
最 后 的 nme, 列 下 示 gb 的 边 。 这 个 穷 举 关联 矩阵 A 可 以 被 分 块 为 
98 。 


9: 中 的 边 g “中 的 边 … go 中 的 边 


9 中 的 顶点 A : 
:中 的 顶点 | 

,= 下 : | 万 ? (3-1-12) 
i 


鞭 中 4 是 9, 的 穷 举 关联 着 泗 ，r =1,2,…Pp。 闭 为 4 是 一 个 连通 
唉 9 的 穷 举 关联 答 阵 ， 故 4 的 秩 是 m5 1。 从 而 G 的 秩 R(AL) 是 
np, 

定 还 3~1-2 穷 举 关 联 窍 阵 药 秩 等 于 线 图 的 稚 。 

根据 定理 3-1-2， 我 们 可 以 定义 一 个 线 图 的 关联 和 矩阵 4 如 
下 。 

定义 3-1-2 在 式 (3-1-12) ， 所 示 一 个 线 图 的 穷 举 关联 征 阵 
中 ,从 每 一 个 4 里 山 去 一 行 ,得 到 一 个 nm, 一 p 行 的 任 阵 4。 称 4 为 
此 线 图 的 关 薄 矩 阵 。.4 的 秩 等 于 线 图 的 秩 。 

注意 ， 一 个 连通 线 图 的 关联 符 阵 4 是 从 它 的 穷 举 关联 窟 阵 .4 
半 删 除 任 一 行 得 到 前 。 因 为 关联 蝶 阵 的 每 一 行 代 次 一 个 顶点 ， 当 
线 图 述 通 时 ， 为 了 得 到 线 图 的 关联 人 第 阵 ， 而 从 益 举 关联 矩阵 册 去 
一 行 ， 这 一 行 所 对 应 前 顶点 称 为 参考 点 。 

定义 3-1-3 对 于 连通 线 图 的 一 个 关联 第 阵 而 言 ， 不 由 它 的 
任何 一行 所 代表 的 那个 项 点 ， 称 为 此 连通 线 图 的 参考 点 。 

例如 ， 假 定 图 3-1-1 所 示 连 通 线 图 的 一 个 关联 拖 阵 4 是 

ob d f 9 


170 
4=21° 


4 1 
出 顶点 0 是 参考 点 。 


(3-1-13) 


Pp 

[| 
和 

Oo 


b= 


1 
0 
0 
0 


[= 


ea 9D。 


3-2 树 


有 一 害 称 为 “ 树 ” 的 子 图 ， 它 不 仅 在 还 论 上 上 ， 而 且 在 线 轨 的 
各 种 应 用 ,例如 电网 络 的 分 析 中 ， 都 具有 非常 量 要 的 作用 。 这 里 
我 们 要 介绍 椅 欧 概念， 研究 关 联 和 矩阵 允 树 的 关系 。 首 先 我 们 定义 
一 个 短 阵 的 大 子 阵 如 下 ， 

定义 3-2-1 对 于 一 个 pxg 阶 和 矩阵 ， 如 果 一 个 方 子 阵 的 阶 等 
了 志和 9 的 最 小 值 ， 则 称 此 子 阵 为 大 子 阵 。 大 子 阵 前 行列 式 称 为 
大 子 式 ， 

例如 , 式 (3-1-13) 中 关联 年 隆 4 的 大 子 阵 由 四 行 组 成 ,因为 4 
揭 行 数 少 于 列 数 。 其 中 一 个 大 子 阵 是 
be dd 
0 0 0- 
0 0 1. 
111. 
i1100. 

为 了 说 明 树 与 关联 矩阵 的 大 子 阵 之 间 的 关系 ， 我 们 考 虚 一 个 
其 及 个 顶点 的 连通 线 图 G , 设 4 是 GG 的 一 个 关联 什 阵 . 因为 据 定 
义 3~1-2， 上 4 的 秩 等 于 它 的 行 数 ， 政 A 至 少 有 一 个 行列 式 不 为 零 
的 大 子 隆 。 考 虚 忆 的 一 个 子 图 gm， 它 的 边 对 应 于 非 奇异 大 子 阵 
4 的 列 。 因 为 -4 是非 奇 异 的 ，-4。 一 定 是 g" 前 一 个 关联 矩阵 。 因 
为 4 的 行 数 是 re - 1， 且 每 一 行 对 应 除 参 考点 外 前 一 个 项 点 ， 故 
3 有 mu 个 顶点 。 因 为 4。 是 一 个 方 阵 ， 其 每 一 列 对 应 一 条 过 ， 故 
gg 共有 m -1I 条 边 。 并且 9 的 秩 是 mm -1。 因 因此 g 必 为 连通 的 . 这 
样 的 一 个 子 图 就 称 为 硅 ， 

定义 3-2-2 在 一 个 有 x“ 个 顶点 的 连通 线 图 中 ， 有 个 顶点 
和 mm- 1 条 边 的 连通 子 图 称 为 材 。 


* 100。 


本 
oo NA 


现在 很 明显 ， 如 果 一 个 线 图 G 的 子 图 gm 是 树 ， 而 大 子 阵 4。 的 
列 对 应 gn 的 边 ， 则 4。 是 非 奇 蜡 的 。 另 一 方面 ,如 时 一 个 包含 nm, 个 
顶点 和 x, ~ 1 条 边 的 子 图 gm 是 分 离 的 ， 则 gm 的 壬 是 一 p 《这 里 
0>>1)， 而 由 于 每 一 个 大 子 阵 包含 w 一 1 行 ， 车 大 子 阵 .4 的 列 与 gw 
的 全 部 边 对 应 ， 则 .4 的 物 小 于 它 的 行 数 。 因 此 4。 是 交 异 的 *， 

定理 3-2-1 设 .4 是 一 个 连通 图 的 关联 矩阵 的 一 个 大 子 阵 ， 
则 4 是 非 奇异 的 ， 当 上 且 仅 当 由 所 有 与 4 的 列 对 应 的 边 组 成 的 子 


图 是 桂 。 
pA 1 
ee. 
[1 3 


便 3-3-1 -- 个 线 图 


例 3-2-1 在 图 3-2-1 所 示 的 然 国 下， 以 0 为 参考 点 ， 关 联 算 
降 4 是 


a br ud ee 
1I 31110000” 
4=<2 011109 
3l100011 


4 的 非 青 噶 字 阵 和 相应 的 子 图 《它们 名 是 袜 ) 见 类 3-2-1。 例如 


方 子 阵 
a 
1 
| 
0 


< 如果 一 个 大 于 阵 的 行列 式 为 堆 ， 如 匈 此 大 子 隆 是 硒 措 的 。 


一 
-oD 
~ -一 一 


4 了 0 。 


是 奇异 的 ， 因 为 与 此 子 阵 对 应 的 子 图 由 边 e，b，c 和 顶 氮 0,1,2;3 
组 成 ， 它 是 分 离 的 。 

根据 树 的 定义 ， 显 然 在 一 个 分 离 图 中 没有 树 。 但 是 ， 对 应 于 
分 离 图 关联 矩阵 的 每 一 个 非 奇 异 大 子 阵 ， 存 在 善 一 个 于 图 ， 这 祥 
的 子 图 称 为 林 。 


形 3-2-1 非 青 异 子 阵 和 梯 
非 奇 异 子 阵 树 非 奇 异 了 阵 树 


a bd a ud 8 
1[1 10] 6 1 100] 

210 011| 2 由 
3|001. < 3 0 11: ° 

a be be ud 
171 1 0 2 1 1100 
aio| 4d 1111 A 
3.0 0 1 一 3.00 1 

oo dd be 
1 1 1 0 1 10 0 
2011| A i 
31001j 3_001,.,) 

a ce € b dd? 
1f1001 | 1 10 900 
aiolol sd ns 1 1 0 二 
80 0 1 5 一 1o11| 


省 灾 3-?-3 设 分 离 加 G 册 p 个 最 类 迹 通 图 GL;,Gs，…，G, 组 
成 ， 若 对 所 有 1 =1，2，…， Py TT 是 Gi: 的 持 ， 则 由 pb 个 最 大 连通 子 
图 rr ….r, 组 成 的 子 图 r 称 为 栖 。 
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例如 ， 考 虚 图 3-2-2 所 示 的 线 如 GG， 它 由 三 个 最 大 连通 子 图 
G4 人 :和 Gs 组 成 。 图 3-2-3 所 示 的 子 图 包含 三 个 最 大 连通 子 图 
Ti Tz 和 rs， 因为 f. 是 ;的 树 ，Ts 是 G: 的 树 ， Ts 是 Gs 的 树 ， 所 以 该 


子 图 是 一 个 林 。 
4 Cs ? Ga 
g 
6 6 h 天 
3 of 8 


二 3-2-2 分 离线 市 G 


J 4 7 
人 ) 
< 各 丰 
2 3 f 
¢ 5 8 
图 3-2-3 G 的 一 个 林 
虽然 我 们 在 这 里 只 讨论 树 的 性 质 ， 但 从 定义 3-2-3 可 看 出 ， 
这 些 性 质 也 是 林 的 每 一 个 最 大 连通 子 图 的 性 质 。 因 此 我 们 也 能 很 
容易 地 想象 出 林 的 竹 质 。 
树 的 一 个 重要 性质 由 以 下 定理 给 出 。 
定理 3-2-2 一 个 连通 图 的 树 不 包 食 问 路 。 
证 阴 ， 假定 一 个 树 包含 回路 ， 则 删除 回 上 路 的 -一边 ， 记 得 的 
图 仍 是 连通 的 。 但 是 ， 边 数 将 减少 1 。 于 是 将 得 到 一 个 其 有 mo 个 
顶点 和 ns- 2 条 边 的 达到 图 。 短 路 一 个 连通 图 的 一 条 边 , 得 到 少 一 
个 顶点 的 连通 图 ， 用 逐次 短路 边 的 办 法 ， 我 们 将 得 到 一 个 至 少 有 
。 103 。 


两 个 顶点 而 设 有 边 的 连 违 图， 这 和 是 不 可 能 的 。 因 此 树 中 不 可 能 有 
同 路 . 
《证 毕 ) 

根据 定义 3-2-2 和 定理 3-2-2， 树 具有 以 下 四 个 性 质 ， 

1. 它 是 连通 的 ， 

2. 它 包含 个 顶点 。 

3. 它 不 包含 回路 ， 

4. 它 包含 ns 一 1 条 边 。 

我 们 可 以 很 容易 地 说 明 ， 其 中 任意 三 个 性 质 殖 浙 了 第 四 个 性 
质 。 并且 ， 这 些 性 质 中 每 两 个 就 足以 定义 一 个 树 ， 如 以 下 定理 所 
ZR 

定理 3-2-3 对 于 有 "个 顶点 的 连通 线 图 来 说 ， 一 个 包含 
Wi 一 1 条 边 且 不 含 回路 的 子 图 是 树 。 

这 个 定理 的 证 明 留 给 该 者， 

以下 定理 给 出 了 衬 的 一 些 简单 性 质 。 

定理 3-2-4 当 且 仪 当 一 个 线 图 的 任 商 个 顶点 闻 恰 有 一 条 路 
径 时 ， 这 个 线 图 是 一 个 树 ， 

证 明 :， 因为 在 组 图 G 的 性 两 个 顶点 间 愉 有 一 条 路 径 ， 所 以 它 
十 连通 的 ， 并 且 灵 然 没 有 回路 。 因 此 ， 出 柑 的 定义 ， 线 图 局 是 一 
个 树 。 反 过 来 也 易 证 . 《证 毕 》 

汗 理 3-2-5 在 一 个 连通 线 图 中 至 少 存在 一 个 树 。 

证 明 ， ”因为 一 个 关联 矩阵 前 非 奇 异 大 子 阵 是 存在 的 ， 故 所 
定理 3-2-1， 树 的 存在 是 显然 的 。 《证 毕 》 
定理 3-2-6 ”在 一 个 树 中 ， 至 少 存在 两 个 度 为 1 的 顶点 ， 

证 明 ， 在 第 1 一 2 节 中 ,我 们 曾经 说 过 ， 一 个 线 图 GG 中 玉 
有 顶点 的 度数 d (v) 的 和 等 于 边 数 m% 的 两 倍 ， 即 


Sd 2 2 (3-2-3) 
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我 们 这 里 考虑 的 图 GG 是 树 ， 据 定义 3-2-2， 其 边 数 为 1 -- 1， 
其 中 是 G 的 顶点 数 。 因 此 


do) =2(n,- 1) (3-2-4) 
假定 G 的 每 一 项 点 度 都 等 于 或 大 于 2， 岗 


之 do >2n, (3-2-5) 


但 式 (3-2-4) 天 明 ， > d(u) 不 能 大 于 2m 一 2。 因 此 必定 有 些 顶 点 
2 


度 小 于 2 。 假 定 只 有 一 个 顶点 度 为 1 《而 其 它 所 有 顶点 度 至 少 是 
2); 刚 


dw) 2n, -1) +1 


仍 大 于 2m 一 2。 《证 些 ) 

在 第 一 章 中 ， 我 们 讨论 过 Tr 图 ， 它 是 一 个 没有 回路 的 子 图 。 
下 面 的 定理 说 明 一 个 7 图 是 树 的 条 件 。 

定理 3-2-7 对 于 一 个 有 nn% 个 顶点 的 连通 线 图 来 灌 ， 一 个 包 
含 s, 一 1 条 边 的 图 是 树 ， 

证 荫 可 用 定理 3-2-3 来 完成 ， 

7 图 不 合 回 路 这 个 性 质 说 明 ， 一 个 sn, 阶 连通 线 图 的 每 一 个 7 
图 最 多 只 能 有 rn, 一 1 条 边 。 因 此 ， 如 困 我 们 知道 了 所 有 和 的 7 图 ， 
应 用 定理 3-2-? 就 可 以 很 容易 地 求 出 所 有 的 树 。 但 是 ， 要 得 到 一 
个 线 图 的 所 有 7 图 是 不 容易 的 ， 除 非 它 们 已 经 求 出 ， 所 以 这 种 方 
法 是 不 实用 的 。 求 出 所 有 树 的 其 它 方法 ， 将 在 后 面 研究 。 


3-3 回路 矩阵 


正如 关联 矩阵 表明 了 一 个 线 图 中 每 一 条 边 的 位 置 那样 ， 一 个 
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回路 柴 姓 表示 每 -一 条 过 好 局 的 回路 。 现 在 我 们 要 来 讨论 固 所 宕 隆 
的 某 些 人 性质， 特别 是 回路 甜 御 的 歼 ， 它 等 于 一 个 级 狠 的 所 有 了 欧 拉 
图 的 集体 {EE} 中 生成 元 的 效 目 。 我们 还 将 研究 男 一 个 避 要 注 质 ， 
根据 这 个 性 质 ， 我 们 可 以 把 一 个 回路 矩阵 变换 成 关联 处 阵 ， 友 之 
亦 然 、 首先， 我 们 定义 穷 举 回路 矩 性 如 下 ，。 

定义 3-3-1 一 个 线 图 的 穷 举 回路 矩阵 用 B. 表示 ， 它 的 各 行 
代表 所 有 的 问 路 和 回路 的 无 重 边 并 〔 即 欧 拉 图 ) , 它 的 各 到 代表 
边 。 穷 举 回路 扼 涟 B= [bo 的 元 5 是 

bm {! 车 边 4 在 回路 《或 回路 的 无 重 边 并 ) 中 

5 【人 0 著 边 9 不 在 回路 〈 或 国 路 的 无 重 边 并 ) 中 

(3-3-1) 
例如 ， 图 3-3-1 所 示 线 图 的 穷 举 回路 振 阵 瑟 , 是 


一 
一 
ka 
局 

he 
km 
Pa 
L__ -~- -~----~ 


C = 和 CC i 


困 为 8. 中 每 一 行 代 炒 一 个 回路 或 回路 的 元 重 边 并 ， 故 行 与 行 
犁 和 〔 模 2》 或 为 熙 路， 或 为 涟 器 荀 函 重 边 并 。 例 如 ， 上 例 呈 B， 
的 前 两 行 加 起 来 就 得 到 党 四 行 。 

设 G 是 一 个 包含 n. 条 边 舟 吉 个 优点 的 钱 图 ，4 和 BbB. 分 别 是 GG 
的 关 获 录 阵 和 穷 举 回 路 矩 式 ， 其 中 
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图 9-3 .1 一 个 线 图 


A, 
:. 4; 
A=' 4 (3-3-2) 


B= ; B, 《3-3-3) 


调整 4 的 列 ， 使 得 对 于 有 =1,2,…， ne，-4 和 B. 的 第 hk 列表 示 同 一 条 
过 。 则 


AB: 4B * AB: " 

AB! ed 本 2 和 AB; (3-3-4) 
As,-1B, 4 2 4 
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其 中 上 标 + 表示 矩阵 的 “ 转 置 *, 旦 
Fe 
AiB} = Sanbs (3-3-5) 
w=1 


注意 cx = 1 意味 着 边 8 与 顶点 i 关联 ，bx=1 意 昧 闭 边 上 在 B, 芍 
第 了 行 所 代表 前 回路 《或 回路 的 无 重 边 并 ) 中 。 于 是 式 (3-3-5) 
中 非 零 项 的 数 和 就 是 这 样 的 边 挤 数 目 ， 其 中 每 一 条 边 与 顶点 丫 关 
联 ， 阅 时 在 回路 了 《或 由 B. 的 第 了 行 所 代表 的 回路 的 无 重 边 并 ) 
中 。 出 于 一 个 后 路 或 回路 的 无 重 近 并 中 每 一 个 顶点 的 庶 都 是 候 
数 ， 所 以 式 (3-3-5) 中 非 零 项 揭 数 目 是 偶数 。 又 园 每 一 个 非 零 项 
为 1 ， 而 我 们 采用 的 是 神 2 加 法 ， 故 对 所 有 的 1 和 了 ， 


AB! =0 (3-3-6) 
定 更 3-3-1 设 4 和 了 .是 一 个 线 著 的 关联 矩阵 和 穷 举 回 路 什 
阵 ， 则 
AB: =0” (2-9-7) 
类 伏地 有 
五 .和 =0 (3-3-8} 


例 3-3-1 图 3-3-1 中 线 图 的 AB; 是 


apea ee 9 
1 -14100000- 
4B' -2 O111009 
3.0001110 
400000 1 1， 


这 里 4 竟 示 所 有 元 素 均 为 零 的 所 阵 。 
» 1T08。 


| 
< 
\ 
< 
< 
0 


1 11000 17e 
1110001!86 
1001011,¢ 
90111010'd=0 
0101101 8 
0010111.18 
001011 1_9 


定义 3-3-2 ”对 于 线 图 的 一 个 树 (或 条) 1 ， 不 在 + 中 前 
边 称 为 比 。G 的 不 在 t 中 的 所 有 边 的 集合 叫做 关于 罕 (或 林 》 上 主 
的 弦 集 。 

我 们 已 经 知道 ， 对 于 有 #。 个 项 点 的 连通 线 图 ， 一 个 和 楠 包 含 
fy 一 1 条 边 ， 因 此 ， 一 个 弦 集 包含 n. 一 ns+1 条 边 ， 这 里 n. 是 线 图 
中 边 的 数目 。 

例如 ， 边 集 (a,c,e,g) 是 图 3-3-1 所 示 线 图 的 一 个 树 ， 则 边 集 
(bd ,让 是 关于 树 (asc,e, 四 的 弦 集 。 注 意图 3-3-1 中 线 图 的 边 数 
和 项 点数 分 别 为 nc = 7,m=5。 因此 蓄 集 包含 m -mm+1=3 条 边 。 

如 洒 将 一 条 约 d 添 加 到 树 上 中 ， 所 得 前 图 (da) Ui 正好 包含 一 个 
回路 ,根据 定理 3-2-4， 我 们 知道 ， 在 一 个 树 中 任 两 个 项 点 之 间 
恰 有 一 条 路 径 ， 所 以 这 点 是 容易 君 册 的。 因为 每 添加 一 条 茂 到 树 
中 ， 可 得 到 一 个 回路 ， 我 们 有 反 一 mm+1 条 藏 ， 可 以 得 到 m 一 mt+1 
个 男 路 ， 其 中 每 一 个 正好 包 食 关于 树 # 的 弦 集 中 的 一 条 蕊 。 这 些 
回路 的 集合 称 为 关于 树 + 的 基本 回路 集合 。 

定义 3-3-3 设 (19 619 “S090-no+1) 是 一 个 连 和 通 线 图 关于 树 
f 的 弱 集 ， 又 从 C 是 !U (ei) 中 的 回路 ，i=1,2,…sne 一 rr+1。 则 
回路 集体 CC Co-so+i 称 为 关于 树 + 的 基本 回路 集合 . 

从 这 个 定义 可 看 出 ， 关 于 树 t 的 菩 集 中 每 一 条 著 恰 在 关于 树 
f 的 基本 加 路 集合 中 一 个 回路 里 。 因 此 在 这 些 基 本 回路 中 ， 任 取 
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杞 个 作 生 和 都 不 会 成 为 空 集 。 灿 就 是 说 ， 这 些 基本 回路 是 线性 无 
关 的 。 便 如， 对 于 图 3-3-I 中 线 转 的 树 ! = (a,c,e,9), 一 个 基本 同 
路 集合 由 (absc)i (c,d,e) 和 (e,f,9) 组 成 。 显 然 ， 它们 是 线性 无 
关 的 ， 

调整 一 个 穷 举 回 路 矩阵 号 .的 列 ， 使 它 的 前 m 一 n+1 列 对 应 
关于 树 ! 的 所 有 弦 ， 前 n. - x+ 1 行 表示 关于 树 ! 的 基本 回路 矩阵 集 
合 中 韵 加 路 ， 便 得 到 以 下 形式 的 矩阵 ; 


月 a 
C1 C2 Boo~notl Cl Env-l 


B.= : : : (3-3-9) 


可 以 四 出， 在 了 .的 左上 角 有 一 个 单位 矩阵 。 这 是 因为 ， 每 一 条 嘴 
怡 在 关于 树 + 的 基本 回路 集合 苗 一 个 回路 中 。 

取出 式 (3-3-9) 中 互 .的 前 me -x+1 行 得 到 的 子 和 矩阵， 称 为 基 
本 回路 矩阵 ， 记 为 Bi, 

定义 3-3-4 一 个 线 图 的 包含 .一 n+ P 行 ， 且 具有 以 下 形 
式 的 回路 矩阵 ”， 称 为 基本 问 路 和 矩阵， 

B=[UB;,,] (3-3-10) 

其 中 PP 是 此 线 图 的 最 大 连通 子 图 的 数 自 ，U 是 一 个 单位 矩阵 。 

例如 ,在 图 3-3-1 所 示 的 线 图 中 ,如 果 我 们 取 树 1= (a,c,e,g)， 


4 关于 回路 定 降 的 定义 ， 见 定义 3- 3 “5 ,一 译注 
了 TO。 


关 关 于 桂 ta,cs,e,g9) 的 基本 回路 焦 台 是 
C= (hb,a,e) 
C= 《aycye) 
C= (f/f.e,0) 
注音 其 中 5, dy 了 是 弦 。 关 于 树 ! = (a, cy e， 9) 的 基本 回路 第 
阵 是 


bad ec ey 
C100i110017 
B=C, 010i0110| 
CLo001l1io0011| 


取 不 网 的 树 ， 我 们 就 得 到 不 同 的 基本 回路 后 隆 . 
定理 3-3-2 在 一 个 连通 然 图 的 基本 回路 信 降 [U Bi,,] 中 ， 与 
有 ru 的 列 对 应 的 边 给 成 一 个 树 ， 
证 明 ， 设 一 个 连通 图 的 关联 矩阵 是 
4=[44o] 
其 中 ，-4 的 第 ; 列 和 基本 回路 矩阵 By = CU By,,] 的 第 i 列 代表 同一 条 
这 ，i= 1 2，m， 由 定理 3-3-1， 
4B; = LtdiBf1 =0 
或 
A = 4a59 
因此 
A=[LAB},, .= da 如 U] 
因为 4 的 秩 与 4 揭 行 数 相 回 , 4u 必 为 非 奇 异 的 。 故 据 定 理 3-2-1， 
与 4 的 列 对 应 的 过 构 成 树 。 而 4 的 列 与 Bj,,; 的 列 部 对 应 于 相同 
的 边 。 因此， 与 B81,, 对 应 的 边 构 成 树 . 《证 毕 》 
对 于 由 ?个 最 大 连通 子 图 G4,，Gs，…，Gs 组 成 的 分 离线 图 
G， 基 本 同 路 矩 阵 可 分 据 为 


“了 1T。 


B,= Br, {3-3-11) 


一 0 Bo, 
其 中 ， 每 一 个 Bs 是 G, 的 基本 回路 什 隆 ， 这 是 因为 ， 对 于 1<p<< 
4 所 PG, 中 的 任 一 边 不 可 能 在 G, 的 回路 中 。 由 于 每 一 个 By 的 形 
式 为 [U ,Bi,,,]; 我 们 可 以 和 将 Bjy 讲 整 为 


" 


1 U, Bj,,, 
已 一 。 : , = LUB,,,] 


0 ”0 : 

| Us Bos (3-3-12) 
因此 ， 习 得 到 一 个 分 离 图 的 基本 回路 矩阵 B,/， 可 用 林 来 代替 树 . 
首先 选取 给 定 分 离 图 的 一 个 袜 , 甸 如 说 t;。 然 后 我 们 调整 ,的 列 ， 
使 它 的 前 as 一 n+ 已 列 代表 不 在 林 为 中 的 边 ， 现 在 ， 我 们 把 第 一 
列 所 代表 的 还 el， 加 入 宁 方 ， 所 得 的 图 活 U (ei) 愉 有 一 个 回路 ， 显 
然 它 包含 e:。 我 们 用 如 的 第 一 行 来 宕 示 这 个 回路 ,。 于 是 在 户 的 
《1，1) 处 是 1 ， 接 下 来 至 少 有 rn 一 n,+ P -1 个 零 ， 然 后 我 们 把 
B 的 第 二 列 代 天 的 边 e: 加 入 林 二 ， 所 得 的 图 i; UCe,) 也 恰 合 一 个 回 
路 ， 这 个 同 路 由 品 的 第 二 行 来 表示 ， 如 此 类 推 ， 最 后 得 到 的 抢 阵 
号 :具有 [UBj,,] 的 形式 。 这 个 符 阵 叫做 关于 一 个 林 的 基本 回路 矩 
阵 . 

定理 3-3-2 给 出 了 连通 图 基本 同 路 矩 阵 的 一 个 性 质 , 分 离线 

图 移 基 本 回路 矩阵 By = [UB;,,] 世 有 疗 样 的 性 质 . 

定理 3-3-3 ”在 一 个 分 离线 图 的 基本 回路 矩阵 B= LV Bi 
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中 ， 与 妃 ,, 的 列 对 应 的 边 构成 一 个 林 。 

证 明 留 给 读者 。 

由 于 在 基本 回路 第 阵 中 有 一 个 单位 矩 笑 ， 而 基本 回路 矩阵 是 
穷 举 回路 矩阵 #8. 的 子 稚 阵 ， 所 以 ， 在 一 个 线 图 中 ， 穷 举 回路 给 阵 
B. 航 秩 至 少 是 n, 一 nr+ P 。 这 里 n 是 边 数 ，n, 是 顶点 数 ，P 是 最 
大 连通 子 图 的 数目 . 

现在 ， 我 们 要 利用 西 勘 维 斯 特 (Sylvester) 零度 定理 ， 证 明 
且 - 的 秩 是 mr 一 ie+ P， 

定理 3-3-4 〈 西 划 维 斯 特定 理 ) 设 五 =[j]e 和 六 = [Rojo 
是 两 个 失 阵 ， 其 中 b<e，g<e， 上 且 万 的 黎 是 。 假 定 

HEK=0 (3-3-13) 

则 KK 的 获 不 超过 e 一 2 、 

证 明 : 不 失 一 般 社 ， 设 


豆 = [五 UJ (3-3-14) 
黄 中 由 是 一 个 户 阶 单位 阵 ， 将 玫 分 块 为 
-Ki | 
K 三 ,K,, (3-3~15) 
我 们 有 HEK=HuKi+K=0 (3-3-16) 
Ku= -Hk (‘3-3-17) 


此 式 说 明 ， 乓 :的 任 一 行 可 由 天 的 行 的 线性 组 合 得 到 。 这 个 组 
会 基 让 -五 :的 一 行 给 出 的 ， 于 是 乒 的 秩 最 多 等 于 天 的 行 数 ， 
因为 互 : 是 px (ee 一世 矩阵 ， 乓 1 必 为 (e- 和 xx9 和 矩阵 。 故 乓 的 秩 
不 可 能 大 于 e ~ p。 《证 毕 》 
设 有 一 个 由 P 个 最 大 连通 子 图 组 成 的 线 图 ，A 和 和 8B. 分 别 是 它 
的 关联 矩阵 和 穷 举 回路 矩阵 。 由 定理 3-3-1， 我 们 知道 
AB: =0 《3-3-18) 
又 由 定理 3-1-2, 4 的 秩 是 mw- P 。 故 由 西 勒 维 斯 特定 理 ，B. 的 秩 
不 能 大 于 mw 一 re+ P 。 然 而 ， 我 们 已 经 知道 ，B, 的 秩 至 少 是 普 一 
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t+ P。 因 此 有 以 下 定理 。 
定理 3-3-5 由 PP 个 最 大 连通 于 图 组 成 的 线 图 的 穷 举 回路 和 捧 
阵 的 秩 是 n, 一 n+ P ， 其 中 是 线 图 的 边 数 ，ns 是 顶点 数 ， 
出 于 穷 举 回 路 矩阵 B. 的 秩 基 一 ns+ RP， 所 及 8. 的 一 个 秩 为 
1 一 p+ P 的 子 矩 隆 就 能 幸 出 一 个 线 图 的 所 有 回路 。 
定义 3-3-5 ” 设 吕 是 由 穷 举 回路 矩阵 B. 中 nc 一 no。+ P 行 组 成 的 
子 和 矩阵 ， 如 困 B8 的 就 是 n. -n+ PP ， 则 称 8 蚌 回路 矩阵 ， 
注意 一 个 基本 回路 矩阵 包含 mm -和 + P 个 线性 无 关 的 行 ， 显 
然 它 是 穷 举 同 路 矩 阵 卫 ,的 一 个 子 矩 阵 。 并 且 线 图 中 的 所 有 边 都 由 
基本 回路 宛 阵 的 列表 示 。 因 此 ， 基 本 回路 抢 阵 古 钱 图 的 一 个 回路 
矩阵 。 男 外， 如 果 一 个 线 图 中 ， 有 .一 n+ P 个 回路 是 线性 无 关 
的 《 见 定义 2-4-1)， 则 穷 举 回路 中 代表 这 些 回路 的 行 毛 组 成 的 子 
矩阵 是 回路 上 矩阵。 在 第 1 一 3 节 中 ， 我 们 已 经 看 到 ， 存 在 一 个 生 
成 元 的 集合 ， 它 能 产生 { 五 ?中 的 全 部 元 束 。 这 里 《五 } 是 所 有 可 能 
的 回路 , 同 路 的 无 重 边 并 和 空 集 的 集体 ,因为 一 个 穷 举 辐 路 矩阵 的 
行 代表 4} 中 除 空 集 外 的 所 有 元 素 ， 所 以 由 一 个 回路 秆 阵 的 行 所 
疏 由 的 回路 ,将 组 成 一 个 生成 元 集合 , 它 能 产生 {} 中 所 有 的 元 素 ， 
设 B,, 是 回路 穹 降 B8 的 一 个 非 奇 异 大 子 阵 ， 则 我 们 霜 以 将 8 内 
为 
B=[B,B,] (3-3-19) 
因为 已 ,是 非 帝 异 的 , 故 存 在 逆 托 阵 ， 设 2i 大 号 ,的 道 , 则 用品: 左 
乘 式 (3-3-19), 语 得 
Bu'B=LU BiB,,] (3-3-20) 
由 定义 3-3-4， 一 个 基本 宁 路 矩阵 8 是 一 个 能 表 为 
B=tU B,,] (3-3-21) 
的 回路 手 阵 ， 故 如，' 刀 是 一 个 基本 回路 矩阵 。 并 且 ， 对 于 我 们 所 
选取 的 任 一 菲 奇异 大 子 阵 ， 都 可 以 用 左 乘 此 大 字 阵 的 逆 的 办 法 ， 
使 B 安 成 基本 回路 和 矩阵。 因此 8 的 任 一 非 奇 异 大 子 阵 的 列 可 以 变 


“了 


成 基本 回路 振 阵 中 女 的 列 。 由 定理 3-3-2 和 3-3-3， 我 们 知道 ， 一 
个 基本 回路 抢 阵 中 心 的 列 代表 的 边 构 成 一 个 莓 集 ， 故 与 互 的 任何 
非 奇 从 大 子 跨 对 庶 的 边 沟 成 关于 一 个 林 药 弦 集 。 

这 个 结论 反 过 来 出 是 对 的 。 这 就 是 说 ， 对 于 我 们 所 选 定 的 任 
一 林 ， 可 以 构 克 一 个 基本 河 路 矩阵 ， 其 中 单位 矩阵 的 殉 代 表 关 于 
些 林 前 所 有 弦 。 因 为 一 个 穷 举 回路 矩阵 恕 的 任 -一 行 ， 可 以 由 基本 
回路 矩阵 诸 行 的 线性 组 合 得 到 ， 而 回路 矩 陈 8B 是 B. 的 一 个 于 甜 
陈 ， 所 以 在 如 中 与 有 关 林 的 丝 相对 上 庶 的 那些 列 ， 必 然 要 变 成 关于 
此 林 的 基本 闭路 矩阵 中 的 单位 年 阵 。 因 此 ， 互 中 与 关于 和 任 一 林 的 
终 相 对 应 的 那些 列 ， 就 构成 了 一 个 非 奇 异 大 子 阵 。 

定理 3-3-6 末路 祭 阵 的 一 个 大 子 隆 是 非 奇 异 的 ， 当 且 仅 当 
它 和 的 列 都 与 关于 一 个 林 的 所 有 或 相对 应 。 当 2 = 工时 ， 回 路 矩阵 
的 一 个 大 子 阵 是 非 奇 异 的 ， 当 县 仅 当 它 的 列 都 与 关于 一 个 树 的 所 
有 索 相 对 应 。 

作为 一 个 例子 ， 表 3-3-1 表 明了 图 3-2-1 所 示 线 图 中 8 的 非 奇 
异 大 子 跨 及 其 对 应 的 张 集 ， 这 里 


为 了 方便 ， 我 们 定义 “ 枝 ” 如 下 。 

定义 2-3-6 一 个 选 定 的 树 (或 当 P > 1 时 一 个 选 定 章 宁 》 
中 的 各 边 称 为 树 校 《 林 枝 ) ,或 简称 校 ， 

因为 定理 3-3-1 给 出 了 关联 答 阵 和 回路 斥 阵 之 间 的 关 系 ， 我 
们 可 以 从 一 个 关联 矩阵 得 到 回路 符 阵 。 为 些 ， 假 定 + 是 线 图 G 的 
一 个 林 《〈 当 AP = 1 时 是 树 ) .我们 调整 皇 的 关联 底 阵 4 的 列 ， 就 可 
以 将 4 分 菇 为 

。 了 TS 


囊 3-3-1 非 寄 异 大 子 阵 
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4=[44] (3-3-22) 
其 中 4 的 列 与 关于 ! 的 弦 相 对 应 .因此 .4,: 的 列 代表 + 的 窑 有 核 。 
我 们 再 调整 关于 t 指 基本 回路 矩阵 号 /的 列 ， 使 得 对 ;= 1,2,*…，n,， 
矶 和 Bj 的 第 i 列 都 表示 同一 条 边 ， 设 此 基本 右 路 矩阵 是 


B,,,=[U B,,) (3-3-23) 
因为 
| 
BA'=[U B,,,] =0 (3-3-24) 
-Wy 
所 以 有 
Ai'+B, A = 0 (3-3-25) 
或 
B= A A (3-3-26) 


注意 A 是 由 与 林 (或 树 ) f 的 边 对 应 的 列 组 成 的 。 因 此 A 是 非 
奇异 的 。 于 是 42 有 逆 [L.45 1。 
由 式 《3-2-26) 可 以 君 出 ， 知 道 了 一 个 关联 抢 阵 唱 基 本 回路 
撕 隆 可 由 
B=[U Au‘t A (3-3-27) 
得 到 。 例 如 ， 在 图 3-2-1 所 示 的 线 图 中 ， 关 于 树 1 = (a,b,d) 的 基 
-本 回路 矩阵 可 以 由 一 个 关联 和 矩阵 得 出 如 下 。 


-44 是 
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网 此 ,[.4x] :是 


pa 
he 
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加 1 | 


现在 4ix[.4:5- 可 简化 为 


3-4 割 集 矩阵 


考虑 一 全 关联 第 阵 .4 。 假 定 我 们 把 4 的 一 行 加 《的 2) 到 异 
一 行 圭 去， 一 般 包 ， 所 得 的 行将 不 再 表示 一 个 关联 集 ， 而 是 弄 示 
一 个 害 集 或 割 集 的 无 重 边 并 。 因 些 ， 把 4 的 各 行 互 加 ， 可 以 得 到 
一 种 叫做 “ 割 集 系 阵 ? 的 撼 阵 。 事 实 耻 ， 在 一 个 逢 集 矩 笑 中 ， 每 
一 行 代表 一 个 逢 集 ， 或 者 第 集 的 无 便 边 并 。 

定义 3-4-1 穷 举 割 集 矩 阵 记 为 Q.， 它 前 行 才 示 一 个 线 图 中 
所 有 制 集 和 割 集 的 无 重 边 并 。 吕 .的 每 一 个 元 未 95 是 


1 阁 边 7 在 市 集 《 或 荐 集 的 无 重 边 并 ) 了 中 
和 0 车 边 了 不 在 了 中 (3-4-1) 


因为 一 个 关联 党 或 为 害 集 ， 或 为 制 集 的 无 重 过 并， 所 以 关联 
矩阵 是 @- 的 一 个 子 惩 阵 。 因 此 入. 的 秩 至 少 是 m- P. 

由 定型 ?-4-1， ”我 们 知道 ， 任 一 割 集 可 下 关联 集 的 环 和 得 
*T13 。 


到 。 并 且 ， 行 与 行 的 施法 〈 模 2) 与 对 上 应 于 这 些 行 的 集合 的 环 和 
定理 3-4-1 一 个 穷 举 损 集 和 矩阵 Ge 的 和 铁 等 于 ww P 。 
这 一 定理 导出 了 下 面 的 定义 。 
定义 3-4-2 由 穷 举 荐 集 奸 阵 的 n, -2 行 构成 的 一 个 子 和 矩阵 
QO， 如 其 秩 为 mm- 了 2， 刚 称 Q 为 割 集 从 阵 . 
例如 ， 图 3-2-1 记 示 线 图 的 穷 举 制 集 矩阵 Q. 是 


b d 

SCY 一 
St2) 
S(3) 

Q.=5, 
Ss 
Se 
S37 I 


其 中 撩 集 3$ 556 57 分 别 为 
SS,.=S(1)®DS (2) 
<.=S(1)BS(3) 
Se=S5S(2) DBS) 
S$,=S(1)DBS(2) DS 3) 

取出 行 4,5;7, 就 得 到 


= 
[~ 
[和 | 
[一 和 一 
人 


a 

ST 1 
Q=5, 1 
S71 0 


这 是 一 个 割 集 矩阵 ， 因 为 Q 的 秩 等 于 Q. 的 秩 。 注 意 其 中 5 是 二 俯 
的 无 重 边 并 。 
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根据 割 集 矩 阵 的 定义 ， 任 一 关联 算 阵 4 是 一 个 割 集 和 矩阵 。 因 
此 任 一 割 集 拖 阵 @ 可 表示 为 
Q=DA4 (3-4-2) 
英 中 局 是 一 个 4, 一 0 阶 的 非 奇 算 和 矩阵。 〈 当 我 们 庶 一 个 矩阵 的 秩 
是 tw PP 时， 我 们 总 是 把 由 忆 个 最 大 连通 子 图 构成 的 线 图 看 作 包 
括 = 1 的 情况 ). 
由 式 (3-3-7) ,我 们 知道 


AB:= 0 (3-4-3) 
左 秋 一 个 非 麻 异 矩 阵 号 ， 由 式 (3-4-2)， 有 
DAB: =QB: = (3-4-4) 


并 县 对 和 任 一 割 集 甜 阵 ， 总 存在 一 个 非 奇 异 矩 阵 D， 使 得 吕 4 等 于 
这 个 割 集 和 矩阵， 因此， 式 (3-4-4) 可 以 写作 
Q.B:=0 (3-4-5) 
当 我 们 用 出 集 什 阵 Q 和 回路 矩阵 8 来 替换 Q。 和 B。 时 ， 上 式 也 成 
立 。 
定理 3-4-2 设 QQ 和 8B 分别 为 一 个 线 图 的 割 集 第 隆 和 回路 矩 
阵 ， 对 于 所 有 的 p， 忆 和 了 的 列 p 对 应 同一 条 边 ， 则 
QB'= 0 (3-4-6) 
县 
3BQ:= 0 (3-4-7) 
可 以 证 明 , 寡 集 和 矩阵 的 非 奇 异 大 子 阵 的 列 对 应 森 的 枝 ， 为 此 ， 
我 们 考虑 一 个 关于 林 # 的 基本 回路 矩阵 〈 注 者 当 六 = 工时 ， 上 是 
树 ) 
B={U Bs.] (3-4-8) 
调整 割 集 矩 阵 @ 的 列 ， 使 得 对 所 有 的 p，Q 的 第 p 列 与 B 欣 第 p 列 
融 示 网 一 条 边 。 将 QQ 分 块 为 
Q = [O01] (3-4-9) 
出 式 (3-4-5) 


» 120， 


U 
QB! -rosed 上-esreuate- [4 (3-4-10) 
Bi 
因此 
Qu = QBI (3-4-11》 
或 
Q=TQ1Bi,, Ql]= QuLB;,, UI ‘3-4-12) 


因为 Q 的 秩 是 n, 一 P , 愉 的 行 数 也 是 x, 一 P ， 要 使 已 中 存在 非 奇 异 
的 大 子 阵 ， 人 Q1: 必 为 非 奇异 的 。 因 为 与 Bi,, 的 列 对 应 芍 边 构 成 一 
个 林 ， 故 与 @1; 的 列 对 应 的 边 必然 也 构成 一 个 林 。 

定理 3-4-3 如果 荐 集 矩 阵 的 一 个 大 对阵 的 列 对 应 于 一 个 林 
的 凌 ， 则 它 是 非 奇 异 的 ， 

考虑 一 个 割 集 矩 阵 口 ， 将 它 分 抉 为 


Q = [ae (3-4-13) 
假定 各,* 是 非 奇 异 的 ， 上 式 左 乘 其 着 Ga 就 变 成 
Qa'Q= Qa Qi UL (3-4-14》 


因为 Qa! 是 非 奇异 拭 阵 ， 所 以 Qi' 9 是 另 一 个 割 集 矩 阵 。 设 这 个 
割 集 和 矩阵 是 Q ， 也 就 是 


QO’ = Qa'Q=LIQ, UI (3-4-—15) 
将 一 个 回路 矩阵 召 分 块 为 
B=[B,, Bs] (3-4-16) 
其 中 ， 对 所 有 的 :，8B 的 第 i 列 和 Q' 的 第 i 列表 示 同 一 条 边 ， 则 
BO= BQu' + B=0 《3-4-17》 
因此 
B's = Bi Qn (3-4-18) 
或 
B=[B, BQNT= BCU Ou’] (3-4-19) 


旦 是 一 个 回路 矩阵 ， 故 8 的 行 数 等 于 8 的 秩 。 这 就 意味 着 记 , 必 为 
"121* 


非 奇 异 的 。 由 定理 3-3-6， 与 乌 ; 的 列 对 应 的 达 ， 形 成 了 关于 一 个 
袜 的 划 集 。 因 此， 与 8,: 的 列 对 应 的 泊 攀 成 一 个 林 。 我 们 已 经 调 
整 了 3， 使 Bs 种 Qs 的 各 列 对 应 想 网 的 边 ， 故 与 Q1s 的 列 当 应 的 边 构 
成 一 个 林 。 由 定理 3-4~3， 我们 有 以 下 定理 ， 

定理 3-4-4 一 个 荐 集 矩阵 Q 的 大 子 隆 是 非 老 异 的 ， 当 且 仅 
当 它 的 列 对 应 于 一 个 林 的 酸 。 江 2 =1 时 ，Q 的 大 子 阵 是 非 奇 蜡 
的 ， 当 且 仅 当 大 子 阵 前 列 对 应 于 一 个 树 的 枝 ， 

如 辣 前 画 定 义 基本 回路 矩阵 一 样 ， 我 们 丈 定义 基 本 割 集 矩 
阵 。 

定义 3-4-3 一 个 形 为 

Q,= [LQ,, U] (3-4-20) 

的 制 集 逢 阵 称 为 基本 制 集 矩 阵 . 

注意 与 U 的 列 对 应 的 边 构 成 一 个 林 ( 当 P =1 时 是 一 个 树 )， 

与 基本 割 集 矩阵 前 行 对 应 的 割 集 称 为 基本 市 集 . 

定义 3-4-4 设 Qjy 是 关于 林 i ( 当 2 =1 时 是 树 》 的 基本 割 集 矩 
阵 。 则 由 包 的 行 表示 的 割 集 集合 ， 称 为 关于 + 的 基本 割 集 集合 ， 

下 面 我 们 将 导出 一 种 方法 ， 用 这 种 方法 ， 可 以 直接 从 线 图 来 
得 到 关于 一 个 林 的 基本 项 集 集合 。 设 1 是 一 个 林 ， 式 (3-4-20) 中 
的 基本 割 集 矩 阵 是 由 它 得 到 的 ， 又 设 

B,=[U 8B,,] 《3-4-21) 

是 关于 同一 个 林 上 的 基本 回路 甜 阵 ， 它 的 列 经 过 调整 ,使 得 对 
1 = 1 2， 9 也, 的 第 ; 列 和 式 (3-4-20) 中 号 | 的 第 ;列表 示 同 一 
条 边 。. 则 


QB} =Q,,+ Bi,,=0 (3-4-22) 
因此 
Q,,, = 了 1 (3-4-23) 
或 
Q;=[B;,, U1 (3-4-24) 
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设 对 i = 1,2， 二 QQ 的 第 1 列表 示 边 e'， 而 名/ 的 第 
(re 一 me 士 及 + py) 到 站 太 边 6，， 户 =1， 2 ff 一 六， 如 王 所 示 : 


站 » 
B11E2 "Bn nete CIE *Bnv—p 


:1 
Q=| Bis i; .. 94 (3-4-25) 


因此 弦 集 由 21,e2;… 5e5,-n.+o 组 成 ， 而 {的 枝 是 e1,es，…， Eny -eew 
可 以 看 出 ,由 ,的 行 j 表 示 的 割 集 5$1 包 含 一 个 枝 s;, 以 及 与 B1,, 中 在 
第 7 行为 1 的 那些 列 所 对 应 的 蕊 。 刀 1, 的 行 了 是 杞 中 对 应 于 枝 
ei 的 列 ， 如 下 式 所 示 : 


ONE BiEa eeji En 
-1 - 
1 0 : 
B= | .| 局， (3-4-26} 
| | 
| 9 1 


假定 Bi,, 欧 第 r 行 在 第 了 列 为 1 。 注 意 Bi,, 的 列 1 对 赔 梳 ej， 
而 1 在 第 ? 行 说 明 ， 在 第 + 行 所 代表 的 基本 回路 C, 中 ,含有 枝 
e;。 我 们 把 束 e’ 添 加 到 盯 ! 中 ， 得 到 回路 C,。 显 然 C, 包 食 纺 er . 因 
此 ， 在 已,, 的 第 > 行 和 列 ? 交 叉 处 为 1 ， 说 职 基 本 回路 C, 既 包 含 er 
又 包含 ji。 - 

劳 一 方面 ，Bi ,的 第 r 行 和 列 7 的 交叉 处 为 1， 说 明 B;,, 的 第 
r 列 在 行 了 处 为 1 。 于 是 由 式 (3-4-25) 知 ， 行 了 所 代表 的 基本 制 
集 5; 包 含 边 e+。 注意， 由 于 中 有 单位 矩阵 ， 故 基本 逢 集 5; 也 包 
合 边 e;。 因 比 e’ 和 ej 部 在 Sj; 中， 

。 了 2 了 。 


假定 如) ;的 第 r 行 在 列 7 处 是 0 ， 则 可 看 出 ，B, 的 第 7 行 所 代 
表 的 基本 回路 C, 不 包含 边 w。 另 一 方面 ， 如 果 B; ,的 行 ;在 第 r 列 
为 0， 则 @/ 的 行 /所 代表 的 基本 割 集 5; 不 包含 边 e' ， 

定理 3-4-5 台 2 在 包 禽 枝 ei 的 基本 制 集 S; 中 ， 当 且 仅 当 枝 
6 晨 在 包含 弦 e* 的 基本 园 路 C, 中 ， 

出 这 个 定理 ,可 以 用 以 下 方法 求 出 基本 害 集 集合 . 设 t 是 线 图 
中 的 一 个 林 , 又 设 5; 是 关于 :的 一 个 基本 制 集 。 假定 枝 ej 在 S; 中 .为 
了 得 到 3 中 所 有 的 纺 ， 我 们 把 每 一 条 弦 e?* 一 个 一 个 地 加 到 ! 中 ， 
构成 线 图 〈e?) U f， 如 果 (ez)U ti 的 回路 中 包含 枝 e， 则 es 在 
Sj 中。 否则 救 e$ 不 在 5; 中， 

例 3-4-1 对 于 图 3-3-1 所 示 的 线 图 ， 傻 定 我 们 选取 一 个 树 
+ = (ascs299), 则 基本 制 集 S。,5.,S。, S, 可 以 用 以 下 方法 得 到 。 
这 里 aES cc ec gc 

对 于 s。 首先 我 们 把 边 5 〈 一 条 纺 》 加 到 社 ! 中 ,如 图 3-4-1 所 
示 。 因 为 所 得 图 的 回路 中 包含 枝 c 和 芒 上 ， 所 以 弦 总 在 3 中 。 我 们 
把 弦 d 加 到 中， 如 图 3-4-2 所 示 。 所 得 图 的 回路 不 同时 包含 枝 & 
和 纺 d4。 因 此 蓄 d 不 在 $. 中 。 同 样 ， 我 们 把 艾 了 加 到 + 中， 如 图 
3-4-3 所 示 ， 所 得 图 中 的 回路 不 同时 包含 枝 c 和 歼 f， 央 此 束 不 在 
5. 中 。 这样， 我 们 可 以 斯 定 ， 基 本 荐 集 5, 是 

S$.= Ca, 6b) 


图 3-4-1 树 ! 和 和弦 加 图 3-4-2 树 + 和 和 束 d 
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对 于 5S.， 在 t 中 加 入 否 5， 得 
到 一 个 同时 包含 骇 上 和 梳 “ 的 回 
路 。 因 此 纺 5 在 S, 中 。 同 样 ， 纺 
d 在 S, 中 但 弦 f 不 在 S$. 中， 因为 
将 弦 f 加 到 树 ! 中 不 会 产生 一 个 同 
寺 包 含蓄 和 校 c 的 回路 。 所 以 


S.= {b,c,d) 
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图 3-4-3 树 ! 和 下 上 
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为 了 从 基本 亨 蘑 秆 隆 Q 得 到 基本 回路 簿 ， 我 们 注意 ， 由 式 
(3-4-23) ,Qj,, 就 是 B;,,。 故 由 式 《3-4-21), 基 本 回路 矩阵 BB 可 以 


表示 为 


例如 ， 上 例 中 的 Qn, 是 


[= 


Br =[U Q! | 


[一 和 


(3-4-27) 
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内 此， 马 是 

b 

1 

0 

0 0 

这 是 与 上 例 中 的 名 /对 应 于 同一 个 树 
t= (ascyeg) 


号 


B=[U Q#,]= 
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[= 一 | 
[一 
[| 
= 
-wa 


的 基本 回路 矩阵 


3-5 ” 荐 集 矩 阵 的 可 实现 性 (了 工 ) 


我 们 已 经 知道 ， 回 路 插 阵 和 割 集 矩阵 的 元 素 是 0 和 1 。 这 里 
我 们 将 看 到 ， 并 非 任何 一 个 元 素 为 0 和 1 的 矩阵 都 是 某 一 个 线 图 
的 割 集 和 矩阵 或 回路 矩阵 。 换 句 话 说， 要 使 一 个 矩阵 成 为 一 个 线 图 
的 割 集 和 矩阵 或 回路 和 矩阵， 应当 满 足 一 定 的 条 件 。 为 了 方便 ， 我 们 
采用 下 面 的 术语 。 

定义 3-5-1 如 果 存 在 一 个 线 图 ,其 割 集 《回路 ) 矩阵 是 
尺 ， 则 说 矩阵 也是 可 实现 为 一 割 集 (回路 ) 矩阵 的 ， 

因为 闷 用 式 (3-4-19)， 我 们 可 以 由 一 个 割 集 矩 阵 得 到 回路 此 
阵 ， 所 以 ， 没 有 必要 研究 回路 矩阵 可 实现 的 条 件 。 并 且 ， 一 个 割 
集 托 阵 总 可 以 由 一 个 基本 割 集 矩 阵 表 示 则 来 。 因 此 ， 只 村 找 遇 一 
个 形 为 [RU] 提 矩阵 是 基本 割 集 矩阵 的 条 件 即 可 。 

首先 ， 我 们 假定 存在 一 个 线 图 ， 它 的 荐 集 矩 阵 是 CR,， U1], 
在 这 样 的 假设 下 ， 我 们 来 研究 矩阵 [RU3 稚 一 种 畦 殊 子 阵 的 性 
质 。 这 种 特殊 子 阵 称 为 五 子 阵 . 

定义 3-5-2 ” 设 R 形 为 LR， U]。 对 RR 作 如 下 运算 : (1) 删除 在 
行 有 非 零 元 的 各 列 ; (2) 删 除 行 ; 。 则 所 得 的 子 第 阵 称 为 六 关 于 行 
i 的 右 子 阵 ， 记 为 H。 
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例如 ， 假 定 R 
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4L1 0 0 1 
基本 割 集 竺 阵 Q 关 于 行 ; 的 妃子 阵 互 0 是 一 个 特殊 子 图 的 基 
集 和 矩阵。 为 了 说 明 这 一 点 ， 我 们 要 研究 从 线 图 中 制 除 一 个 割 集 对 
其 余 割 集 的 影响 。 设 在 线 图 G 的 一 个 基本 割 集 和 矩阵 Q 中 ，5; 是 行 
i 所 代表 的 基本 割 集 ， 则 删除 所 有 在 行 i 处 为 工 的 列 ， 相 当 于 从 
G 中 删除 所 有 展 于 荐 集 5; 的 边 。 正 如 式 (2-2-5) 所 示 ，S; 可 表示 为 
SNK -SFU UG Dx D0) (3~5-1) 
其 中 避 是 G 中 所 有 顶点 的 集合 ， 而 基 集 5S; = @ (2x 已 ), 于 是 ， 删 
除 5; 的 所 有 边 ， 就 得 到 两 个 于 图 2 (0;x 2) 和 @ (Gx 如) ， 如 
图 3-5-1 所 示 。 
设 5; 和 S$; 是 线 图 G 的 两 个 亲本 制 集 。 当 5; 中 所 有 边 被 删除 
时 ， 显 然 $; 不 一 定 是 所 得 的 图 G; 的 基本 淹 集 ,假定 5; 各 5 ;的 公共 
边 是 e1,e.，…se4， 那 么 集合 S; 一 (e162…ei) 是 不 是 Gi 的 一 个 基本 
* J27°+ 


车 3-5-1 线 疼 保利 珊 个 字 略 


割 集 呢 ? 注意 ， 已 oo 的 每 一 行 就 代 玫 这 样 一 个 集合 。 这 个 问题 的 
答案 由 以 下 定理 给 出 ， 

定理 3-5-1 设 $;=G(09,x 6) 是 线 图 G 中 关于 树 (或 条》 上 
的 一 个 基本 荐 集 , 而 枝 e; 在 5; 中 . 设 $; 是 关于 1 的 另 一 个 基本 割 集 ， 
喜 ej 在 3 中。 假定 枝 ei 在 子 图 B(2x 99;) 里 ， 则 在 包 售 梳 e; 的 线 图 
F(X) 中 ， 关于 树 =fN (CQ;x 人 8;)) 的 基本 割 集 S'1 是 

S17=0)-5. (3-5-2) 

注意 ， 梳 都 是 树 中 的 边 ( 见 定义 3-3-6) ,而 t 站 《0 x 人 8) 是 
树 t 在 子 图 (0Q;x 名) 中 的 部 分 。 

证 胡 ， 显然 线 图 ZC;x OD) UE (0x50) 是 分 离 的 . 因 
此 ， 添 加 子 图 区 (B;x 丈 ) 的 任 一 条 蒜 到 树 上 中 ， 将 产生 一 个 仅 由 
四 (Bx 5 中 的 边 组 成 的 回路 C。 这 就 说 明 枝 ei 不 在 回路 C 中 。 故 
割 集 5; 不 包括 &(2:x 吾 ) 的 任 一 条 弦 。 出 基本 割 集 的 定 义 ， 显 然 
si 不 包含 上 中 任何 蝶 于 w(G: x 2) 的 枝 。 因 此， Si 不 包含 FE Xx 
如 8) 的 任 一 条 边 ， 

我 们 知道 ， 当 且 仅 当 P CQ;x 人 7) 中 的 弦 ey 和 栈 产生 一 个 包 
会 枝 e; 的 回路 时 ， 束 es 才 在 Sy 中。 然而 , 苞 es 和 树 忆 产生 的 回路 与 
豆 引 和 树 1 产 生 的 回路 是 扯 同 的 ， 因此 ,着 副 e, 在 51 中 ， 则 它 也 在 
SS 中， 或 者 说 S15;. 

因为 S; 不 包含 (5,x5) 中 的 任 一 条 边 ， 故 任何 在 $j 中 但 不 
在 S$; 中 的 弦 必 为 5; 中 的 束 。 于 是 $1; = Sj Si, 这 一 论证 在 @ (8; x 
“128. 


也 ) 为 空 集 时 显然 成 立 。 (证 举 》 
例 3-5-1 考 虚 图 3-5-2 所 示 的 线 图 . 假定 我 们 选取 树 + 
= 《ay C，e， 9) ， 基 本 制 集 S=g (0,x5) = (d, ec, 了/), 其 
中 介 ;= (1, 2，5), = (3, 4)、 线 
图 8 《人 xx 人) UG (Dx5) 是 
出 全 删除 5S, 中 的 所 有 边 得 到 的 ， 
如 图 3-5-3 所 示 , 我 们 可 以 看 
到 ,=iN E(x 0) = (ay c) 
是 子 轩 FC(22;x 台 ) 的 树 。 
设 S,=8(0x5)= (b,c, 
4d) ,这 里 0; = (1, 5), 9)= (2, 3， 加 3-5-2 线 四 G 
人 1, 注意; 揭 梳 < 在 S; 里 。 在 4 LO;x 0) 中 ， 关 于 树 # 的 怠 只 有 一 
条 ， 这 条 续 b 连 同 t,, 将 产生 一 个 包 会 枝 c 的 回路 C = (a, 5，c)， 因 
此 ， 在 J (Xx 如 中， 关于 树 t 且 包 含 枝 = 的 基本 制 集 51 = (4， 
人 ,可 以 看 出 531 = Si 一 3 现在 容易 证 明 ， 已 子 阵 召 中 是 子 图 如 = 
《 纹 XU 史 (而 xx 号 ) 的 基本 割 集 竺 阵 。 


图 3-5-3 线 图 f(x 0 DoD x 3) 


定理 3-5-2 设 Q, 是 线 图 G 关 于 树 ! 的 基本 割 集 失 阵 , 设 日 的 
行 了 表示 基本 制 桌 S; = 中 (xx 瑟 ) . 刚 Q/ 关 于 行 守 的 五子 阵 刀 oo 是 
组 图 i (0 XD UF LO Xx 如 ) 关 于 林 f#, Ut 的 基本 制 集 矩阵， 其 中 
和 = 让 门 可 (人 x ,=the (0x0). 

证 明 ， 由 定理 3-5-1:c 2;x 人 0) 中 关于 树 五 的 每 一 个 基本 


s 129 。 


制 集 51 可 去 示 为 5, 一 S$:。 同样 ,9 (5x 5) 中 关于 衬 t 的 每 一 个 林 
本 割 集 44 可 写作 34 = S41 一 人 S;.Q) 关 于 行 i 的 再 子 阵 瑞 忆 .是 出 Q; 先 
多 除 对 应 子 3;, 中 各 按揭 列 ， 再 删除 对 应 于 S$ 中 枝 的 行 卫 得 到 的 ， 
压 惠 (的 每 一 行 表示 3 - 和， 而 包 除 行 夺 外 的 每 一 行 都 在 互 oo 中 ， 
【证 毕 ) 
例 3-5-2 图 3-5-2 所 示 线 图 G 关 于 树 1= (a,c, ,9) 的 基本 钢 
集 先 阵 令 是 


bd fh ee oy 
ifo1l10 1000. 
111100 0100. 
Q,= . 
2 1000 0 101 
slooi1 9301J 
QQ 关于 行 了 的 五 子 阵 五 00 是 
b hh c¢c qa sé 
i1[10:10 9] 
Huw=2I1 0:0 10 
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它 是 图 3-5-3 中 线 图 ZF (0, x 0) UBD Xx 玉 ) 关 于 林 上 Ut,= (cyay 
纪 的 革 本 庆 集 和 矩阵。 
假定 帮 (0;X 人 0 和 di(G xx 总 ) 都 不 是 室 集 ， 则 因为 线 图 史 (， 
XD UB XB) 基 分 离 的 ， 所 以 CX Di) UGBxD) 关 于 
困 t 4 的 基本 惹 集 可 以 分 成 丙 个 集体 ， 鞭 中 一 个 由 关于 tf 的 全 部 
其 本 割 集 组 成 ， 另 一 个 由 关于 所 的 全 郑 基本 割 集 组 成 。 可 以 爱 
出 ， 一 个 集体 中 的 基本 制 集 各 另 一 个 集体 中 的 任 一 个 基本 出 集 之 
间 没 有 公共 边 ， 于 是 信子 阵 日 ( ( 它 的 行 朝 示 这 些小 本 制 代 ) 可 
分 换 为 He 
(站 | 


| 区 《3-5-3》 
| 0 :His 
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其 宁 玉 代表 线 图 如 (0Q,x 9,) 的 基本 汕 集 矩阵 ， 而 态 w 是 线 图 
DX 加 中 的 芒 本 淹 集 矩 辽 。 当 加 (0x 25) 是 空 集 时 ，Foy 也 
是 空 的 。 

男 一 方面 ， 车 把 吾 (o 蹈 意 分 划 为 式 〈3-5-3) 的 形式 ， 则 不 
一 定 能 使 及 6 和 五 (> 这 两 部 分 ， 分 别 囊 示 子 图 如 (Ox 91) 和 
尹 ( 而 x 吾 ) 的 基本 制 集 和 矩阵。 

例 3-5-3 图 3-5-4 所 孙 线 区 GG 关节 树 1 = (elyea，esy 24， 2s) 的 
基本 害 集 矩阵 心 是 
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路 3-5-4 一 个 线 图 


0 
0 
0 
1 


它 韵 一 个 石子 阵 妃 co 是 
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从 GG 中 几 除 基本 制 集 $S;= (a，65,es) 的 全 部 边 所 得 的 线 图 ZF (02, x 
0 UG (0D, x 0,), 如 了 图 3-5-5 所 示 ， 这 里 局, = 《1， 2， 3， 4)， 
0,= 5, 6)。 


CQ3X 总 2 
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图 3-5-5 子 图 9 (O22 x 人 01) Uf x 682) 
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可 以 看 出 , 末 , 是 有 (0。 Xx 了,) 关于 袖 揣 = (e329 835) 的 基本 制 集 惩 
阵 ， 刁 (ww 是 8 (x 二 ) 关 于 树 ts = (el) 的 基本 割 集 和 矩阵 ， 另 一 方 
面 ， 我 们 也 避 雇 将 且 tsj 分 块 为 


dd eet el Es Ea 


5 六 1 1: 0 | 
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但 是 在 上 述 分 据 中 ， 五 ci 和 五 o: 邯 不 是 2 (人 9 xx 和) 关于 树 二 = 
(es，24， eo) 的 基本 割 集 和 矩阵 。 

于 面 我 们 来 考虑 ， 握 路 树 二 的 一 个 核 ， 对 关于 树 t+ 的 基本 制 
集 和 矩阵 有 何 影 响 。 我 们 很 快 就 会 看 到 ， 这 一 结果 的 推广 以 及 五 子 
阵 的 性 质 一 起 ， 给 出 了 一 种 判断 矩阵 可 实现 性 的 算法 。 

定理 3-5-3 设 Qy 是 线 图 G 关 于 树 t 的 基本 制 集 第 降 ， 设 5; 是 
由 多 : 欧 行 所 代表 的 一 个 基本 出 集 。e; 是 5; 中 的 枝 ， 又 设 QOD 是 
/的 一 个 子 什 阵 ， 它 是 从 QQ 中 先 山 除 行 i ， 再 删除 所 有 的 零 玖 得 
到 欧 。 则 Q (Dy 是 出 G 短 路 枝 e, 得 到 的 图 G3) 的 基本 害 集 逢 阵 ， 

证 明 ， 显然 f- (ej) 是 G(5) 的 树 . 设 @ 是 + 中 异 于 e: 的 一 个 
枝 。 假定 添 加 一 条 丝 到 i 中， 产生 一 个 包含 e, 的 园 路 C。 当 我 们 短 
路 e 峙 ， 这 个 回路 仍然 是 一 个 包 售 oj 得 回路 .因此 在 筹 路 8 时， 
除 $, 外 ，G 中 所 有 关于 树 上 的 基本 割 集 也 都 是 关于 树 1 一 le) 的 基 
本 制 集 。 《证 毕 ) 

图 3-5-6 所 示 线 图 G', 是 由 李 ( 纪 ， < 0,) 
狠 3-5-1 中 前 C 将 子 联 字 (2 x 0) 
的 所 有 顶点 合并 得 到 的 。 假定 我 
们 打算 求 蜡 的 一 个 基本 荐 集 矩 ; er 
阵 M。 前 面 说 过 ， 从 线 图 G 中 删 图 3-5-6。 线 二 G7” 
除 关于 树 t 的 一 个 基本 割 集 5; = 区 CQ;x 可) 的 所 有 边 ， 得 到 两 个 
最 大 连 带 于 图 。Z (5 x 58) 是 这 两 个 最 大 连通 子 图 之 一。 我 们 还 
知道 ,fi = ft 个 (Bx 上 ) 是 织 图 (Dx i) 的 树 .因为 包含 2 (8,x 
世 ) 的 所 有 顶点 ， 故 短 上 略 t 的 所 有 枝 就 可 以 把 2 (56;x 820) 的 所 有 项 
点 合并 在 一 起 ， 因 此 据 定理 3-5-3， 线 图 G' 关于 树 i -th 的 基本 制 
集 矩 阵 3f， 哥 以 用 这 样 的 方法 来 得 到 ， 从 基本 出 集 矩 阵 Q 中 ， 先 
删除 所 有 那些 代表 包含 5 的 枝 的 基本 割 集 的 行 ， 然 后 删除 所 有 的 
等 列 ， 

例 3-5-4 考 虞 图 3-5-7 所 示 的 线 图 避 。 这 个 线 图 关于 树 + = 

了 了。 


图 3-5-7 线 图 全 
《eeesrersess te) 的 菇 本草 信 第 隆 QQ) 是 


0 as C1 Cs ea b, bs el es ea E4 Cs 
1110000i10000 
1001100:01000 
looli1i0o0io0100 
Qi101 0o00010 
0010111:00001 
oo1l001l10i00000 


他 ,的 行人 代表 关于 树 1 的 基本 制 集 S. ,SS 


[| 


的 集合 。 


设 S ;是 3。,= (9, x 0) 三 {cs Cs Cas €3)» 则 人 ;= {1, 2, 3)， 
0; = (4，,5,6,7)。 与 9., 对 应 的 子 转 G x 9) 和 BB (Dx 8B) 如 图 
3-5-8 所 示 。 出 此 子 图 可 以 看 出 , 1 = (eyez) 是 EX 人) 的 树 ， 


各 = (e465560) 是 多 (LD; x 如) 的 树 。 
“oO XA) ot 四 


el ~、 二 1 


做 3-5-8 子 图 # (O21 x 人) 和 加 人 x) 
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在 线 图 C 中 ， 殷 2 (20;x 9,) 的 新 
有 顶点 合并 ， 得 到 线 图 G" ， 如 图 3-5 
“9 所 示 。 可 以 置 出 ,1 一 t= (el, ez， 
3) 是 的 罕 ， 而 关于 树 1- 栈 的 基本 
办 集 是 S., 9.. 和 35。,。 

为 了 从 /得 到 G' 关于 树 # 一 所 的 
基本 制 集 和 矩阵 好， 我 们 首先 删除 对 应 
于 基本 制 集 5.,,S。, 和 5., 的 行 ， 所 得 。 图 3-5-9 线 图 G” 
的 罕 阵 是 


Ol G2 CL Ce C3 让 b, el Er Es3 El E5 ea 
1|11f11000010000 0 
2|1001 10001000 0 
3L001LI110000100 0 

从 这 个 恒隆 让 出 去 所 有 的 零 列 ， 就 得 到 GG 关于 ft- 所 的 基本 制 焦 
第 阵 计 M， 


a Qs cl ea C3 el EB es 
ifT1 1100 100 
M=2!1 99011:010 
slooriiioo| 


出 例 3-5-4， 有 显然 可 以 用 下 面前 方法 得 到 和 的 基本 崎 集 完 阵 

杂 :〈1) 先 删 除 亡 有 对 应 于 基本 崩 集 S$. ，3e ,3 的 行 ， 其 中 
gi， E29 0% 是 村 图 用 (DX 如) 的 宇 = 1 站 (0,x 5) 的 该 
(2 ) 然 后 删除 所 有 的 零 列 。 因此， 我 们 名 笑 要 知道 Q; 的 器 些 行 
对 应 于 划 集 So ,5 ，…， 3-: 耻 订 ,现在 ,我 们 可 以 应 用 二子 阵 的 
性 质 了 。 前 面 洲 过 ， 史 (2x) 的 基本 寡 集 人 禾 阵 ,就 是 式 43-5-3) 
所 示 分 抉 中 的 1 。 如 果 让 九 种 不 同 的 分 块 方法 ， 都 能 舍 瓦 (成 
为 式 (3-5-3) 的 形式 ， 刚 其 中 必 有 一 种 分 块 ， 将 给 出 与 (Xx 87 
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的 基本 制 集 第 阵 对 应 的 五 cs。 这 样 ， 为 得 到 G 的 基本 制 集 人 矩阵 
所 要 删除 的 行 ， 就 是 鼠 oo 的 各行 。 由 于 删除 这 些 行 而 产生 的 堆 
列 ， 显 然 对 应 于 5 (2;x 瑟 ) 的 边 ， 于 是 ， 我 们 可 以 说 ，G' 的 基本 
割 集 矩 阵 凡 ， 可 以 由 Qj 删除 所 oo 的 所 有 行 和 询 得 到 . 

类 似 地 ， 在 图 3-5-1 的 线 图 GG 中， 合并 (0;x 91) 的 所 有 项 
点 ， 得 到 如 图 3-5-10 所 示 的 线 图 G*。G* 关 于 树 1 -tt 的 基本 出 集 
符 阵 ， 可 以 由 名 删除 瑟 o 的 行 和 列 得 到 。G7 和 G? 的 这 两 个 基本 
划 集 第 阵 ， 四 做 M 子 阵 对 。 

定义 3-5-3 设 矩 阵 丸 形 如 
[R,, UI, 如 式 (3-5-3) 所 示 ， 玉 
是 关于 行 : 的 瑞 子 阵 太 (人 站 的 一 个 
固定 的 分 抉 ， 设 1 (), 基 从 恕 中影 
除 互 oa 的 所 有 行 和 列 得 到 的 子 
竹 ， 夺 人 :是 从 R 中 删除 属于 日 
的 所 有 行 和 列 得 到 的 子 阵 ， 则 称 这 一 对 子 阵 M(D 和 1 (D): 是 忌 
的 邮 子 阵 对 {patr of M-submatrices})， 

注意， 当 石 中 是 空 的 时 ，M (人 ?就 等 于 尺 。 同样 ， 若 吾 o 是 
空 的 ， 则 入 0) ,= 忆 , 

例 3-5-5 在 例 3-5-3 中 ， 可 以 求 得 互 G 和 互 吕 :分 别 为 


图 3-5-10 线 图 G” 


d es e es 
0 1 0 0 
0 .0 1 0 
100 1 


Ho =1f1] 
/关于 行 2 的 村 子 阵 对 导 (2), 和 (2),， 可 以 由 下 面 的 步 又 得 
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到 . 为 了 求 得 型 (2)，， 我 们 从 Or 中 遇 除 行 1 和 列 e 《 即 互 (os 对 
约 行 种 列 ) ,得 到 


DC d ee 2 Es 
2| 11001000” 
3|1110010 0 

M(2), = 
410 110 00 10 
5L1000 10 0 0 1, 


由 于 厂 (» 是 由 行 3,4,5 和 列 c,d ,esse1es 组 成 的 ， 删 除 这 些 行 和 
列 就 得 到 (2),: 


0 bb Bl ea 


1 0 1 0 
Mt(2), = | | 
211 1 0 1 
在 这 个 例子 里 ， 
oo be d el e er €, e5 
1 11 0001000 01 
2.:1 110000 10 .00 
Qs|111000100 
41.0 1 1 0 .09 1 0 
SL100 1000 0 1. 
子 图 G/ 和 GY 如 图 3-5-11 所 示 。 
9 x0) 
有 


2 s(x 8) 
站 2 Vy [3 < } 
b “一 


ee 
[eC ~ 


Ke 
Ye 
、 . 


(0G ‘(ber 
图 3-5-11 子 图 @' 和 G* 
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我 们 可 以 看 出 ， 共 本 害 集 矩阵 Qj 关于 行 六 的 太子 阵 对 -C0). 
和 六 (具有 以 下 性 质 . 

1, 必 ,各 析 (让 ,分 别 为 某 个 线 图 前 基本 字 集 矩阵 

2.Q 中 除 行 寺 外 的 任何 一 行 或 者 在 虹 (六 中 ， 或 者 在 好 (CD 
中 ， 但 不 同时 在 M GD 和 开 人 :中 。 避 的 行人 媒 在 亲人 中， 又 
在 好 人 中， 

3.Q: 中 除 行 i 处 为 1 的 那些 列 外 ， 其 他 列 或 者 在 吝 介 , 中， 
或 者 在 (0), 中 ， 但 不 同时 在 下 人 ,和 .M00, 中 。 提 ;在 行 i 处 为 1 
区 所 有 列 既 在 可; 中 ， 又 在 放 (): 中 ， 

4. 在 线 图 G[ 它 是 合并 FLD;x 6) 中 的 顶点 得 到 的， 其 基本 
荐 集 和 矩阵 是 训 G 由 中 ， 玫 00 的 行 i 所 凡 央 的 基本 出 集 是 一 个 关 
联 集 。 同 样 ， 在 线 图 GI? 由 合并 (0; x 7) 的 全 部 陆 点 得 到 ] 中 ， 
好 0, 的 行 i 代 表 的 基本 钢 集 是 一 个 关联 集 .， 

性 质 1,2,3 可 直接 从 由 基本 宕 尝 拭 阵 人 / 形 法 并: 的 
步 又 中 得 到 。 至 于 性 质 4 ,由 于 我 们 前 曾 说 过 ， 是 合并 2 (人 x 
人 中 所 有 顶点 得 到 的 ， 因 此 QQ 的 行 1 代表 的 基本 渴 集 变 成 G' 的 
一 个 关联 集 。 类 位 地 , GG” 是 合并 用 (2;x QQ;)) 的 所 有 项 点 得 到 的 ， 
因此 多 的 行 1 代 宕 的 基本 草 集 变 汪 G* 的 一 个 关联 集 ， 

我 们 通过 上 面 叙 述 的 步骤 ， 总 订 以 由 Cr 和 对 应 的 线 j 对 C7， 
CvY 得 到 一 个 好 子 阵 对 ， 于 是 有 定理 3-5-4。 

定理 3-5-4 如果 包 是 一 个 基本 齐集 柴 阵 ， 旬 存在 避 关于 行 
ft 的 一 个 财 子 阵 对 于 人 好 (0):， 它 们 具有 以 下 两 个 性 质 ， 

1. (六 :是 一 个 线 锐 的 基本 割 集 矩 阵 。 交 且 亲 (的 行 主 所 
代表 的 基本 割 集 是 此 线 图 前 一 个 关联 党 。 

2 .对 (是 一 个 线 图 的 基本 制 集 矩 陈 ， 在 此 钱 图 中 , 邮 (六 : 的 
行 ; 所 代表 葛 基 本 制 集 是 一 个 关联 集 . 

考虑 图 3-5-1 所 示 的 线 图 人 ,其 中 基本 割 信 3; 由 边 e ， 乓 9 
维 组 成 。 假 定 我 们 在 3; 的 每 一 条 边 的 中 间 秆 入 一 个 项 点， 如 图 
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3-5-12 所 示 。 猎 入 顶点 以 后 ， 假 定 我 们 把 这 些 顶点 又 台 并 成 一 个 
项 点 辣 , 如 图 3-5-13 所 示 . 注 意 顶 点 i 是 所 得 线 图 的 一 个 割 点 。 现 
企 我 们 把 顶点 i 切割 咸 两 个 ,人 馈 所 得 的 线 图 分 离开 ， 如 图 3-5-14 


图 3-5-13 基点; 


A 
图 3-5-14 制 开 顶点 i 形成 G' 和 G” 
所 示 。 可 以 奢 出 ， 这 两 个 图 G' 和 G* 分 别 是 合并 6 (2;x5) 和 


李 (0X 04) 的 全 部 顶点 得 到 的 ， 
假定 图 3-5-14 中 网 CG!' 各 GY 是 具有 以 下 性 质 的 任意 线 图 : ( 1) 
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订 (D 和 MD: 分 别 是 C/ 和 G7 的 基本 割 集 抠 阵 ;( 2 ) 在 G 中 ， 

好 人) 的 行 ; 代表 的 基本 割 集 是 一 个 关联 集 ， 在 G? 中 ，M Ci: 的 
行 站 代表 的 基本 割 集 是 一 个 关联 集 。 注 意 在 这 些 条 件 下 ， 那 些 既 
在 G? 中， 又 在 G? 中 的 边 与 同一 个 项 点 相 联 ， 这 个 顶点 对 应 于 
以 (和民 (中 的 行 i 所 代表 的 关联 集 ， 设 这 个 顶点 是 顶点; ， 
也 就 是 说 ,在 G' 中 ,顶点 i 是 与 村 (1) ,的 行 i 所 代表 的 关联 集 对 岂 
的 顶点 ， 在 G* 中 ， 顶 点 了 是 与 邓 (0: 的 行 所 代表 的 关联 集 对 应 
的 项 点 ， 设 在 G" 和 G2 中 ,与 顶点 了 连接 的 边 为 ev，o9，…*e。 双 
设 顶 点 us 是 边 的 在 G7" 中 的 另 一 个 端点 ， 顶 点 ws 是 过 ez 在 G7 中 的 
另 一 个 端点 ， 少 = 1,2，… 8, 如 图 3-5-15 扬 示 。 则 对 所 有 的 p=1， 


图 3-5-15 涂 个 线 图 G!' 和 G” 


2,…s 反 ;用 一 条 连接 顶点 vs 种 wv 的 边 来 化 兰 G' 和 G" 中 的 两 条 ， 
就 得 到 一 个 线 图 G， 如 图 3-5-16 所 示 。 可 以 看 出 ， 这 个 线 图 的 
基本 制 集 什 阵 是 Q/。 因 此 ， 由 定理 3-5-3， 我 们 得 到 定理 3-5-5， 


图 3-5-16 由 他: 稻 操 "得 到 的 线 图 
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定理 3-5-5 ”和 拖 阵 Or 可 以 实现 为 一 个 线 图 的 基本 齐集 矩阵 , 当 
且 仅 当 人 关于 行 了 的 亲子 阵 对 凡 GD 和 1 (Da 本 由 实现 为 线 图 Gr 人 
和 G?* 的 基本 割 集 和 矩阵 ， 并 且 M (的 行 了 和 邮 ()， 的 行 了 分 别 代 
家 G' 和 GY 的 关联 和 集 。 

特别 要 注意 的 一 点 基 妃 子 阵 和 民 子 阵 的 行 、 列 的 名 称 ， 就 是 
与 所 给 矩阵 久 ; 的 行 、 列 对 应 的 行 和 列 的 和 名称， 例如， (的 行 
i 就 是 于 心 /的 行 i 得 到 的 行 。 

正如 我 们 通过 检验 手 阵 @ 的 好 子 阵 对 M(D: 和 和 MD， 判断 
久 是 否 基 本 割 集 矩 阵 一 樟 ， 我 们 也 可 以 通过 检验 MD) 的 M 子 阵 
对 ， 来 判断 Wi) 是 不 是 一 个 限定 其 行 i 代表 一 个 关联 集 的 
基本 制 集 类 阵 ， 接 下 去 ， 我 们 又 可 以 取 这 一 对 矩阵 中 的 一 个 ， 作 
为 给 定 的 矩阵 ， 而 形成 另外 一 对 好 子 阵 ， 来 判断 它 是 不 是 区 一 个 
特定 的 行 代表 关联 矩阵 的 基本 制 集 称 阵 。 如 此 类 推 。 为 了 便于 过 
程 中 书写 ， 我 们 用 以 下 方法 来 表示 那 逆 代表 关联 集 的 行 。 

定义 3-5-4 形 如 对 (六 7 加) 的 M 子 阵 ， 其 圆 括号 内 的 元 素 
所 表示 的 行 疡 ，7，…， 六 代表 关联 集 。 

如 上 记述 ， 在 我 们 由 两 个 线 图 C“ 和 C" [其 基本 割 集 和 矩阵 分 
别 为 W (0 和 拷 人 二 浊 发 来 求 出 线 较 G 的 整个 过 程 中 ， 只 替换 了 
与 顶点 i 相连 的 边 es(p =1,2,…,), 这 些 边 组 成 行 i 所 代表 的 关 
联 集 。 因 此 ， 除 行 i 外 ，M (或 Mt)s 中 其 他 任何 一 行 所 代表 
的 关联 集 仍 将 保持 原状 。 因 此 、 我 们 有 以 下 定理 ， 

定理 3-5-6 设计 (8. 站 和 六 O14…jmi) 是 矩阵 Qj 的 一 个 
诗 子 阵 对 ， 其 中 族 去 … 天 六 天 全 六 … 关 jm 大 i[ 注 意 ， 只 有 :了 既 在 
MC 站 中 ， 叉 在 肝 C74 尼 fw?) 中 1, 当 且 仅 当 开 C4…jii) 和 
MMC …j%1) 可 以 实现 为 G' 和 G* 的 基本 制 集 和 矩阵， 并且 使 得 ， 
《1G' 中 由 行 记 … 六 和 :所 代表 的 基本 制 集 是 关联 和 集 ;( 2 ) "中 
由 行 关 … 了 5 和 所 代表 的 基本 制 集 是 关联 集 时 ，Q 可 以 实现 为 线 
图 的 基本 割 集 抢 阵 ， 并 且 其 中 由 行 六 天 六 oj 所 代表 的 
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基本 制 集 是 关联 集 ， 

设 MD) 是 一 个 基本 制 集 矩 阵 关 于 行 忌 的 好 子 阵 对 中 的 一 
个 ， 亲 ia( 霹 1) 基 放 (i) 中 的 一 行 ， 考虑 MM(i1) 关于 行 is 的 几 子 降 
对 。 好 (关于 行 六 的 这 两 个 好 子 阵 具 有 这 样 的 性 质 ， 其 中 一 个 
包含 行 i 和 行 is， 另 一 个 只 包含 行 i 而 不 包含 行 六 。 陪 包 合 行 i 又 
包含 行 ?的 一 个 用 好 7 (is 表示 ， 而 只 包 售 行 世 不 包 禽 李 刁 的 那 一 
个 用 4 Gai) 表 示 。 

一 般 说 末 ， 我 们 可 以 得 到 Ma1a… 人 1) 关 于 行 fr 《〈 它 不 是 Pi， 
ia … 训 中 的 一 个 》 的 M 子 阵 对 。 设 这 两 个 子 阵 之 一 包含 行 is， 
i (Mm 和) 当然 还 包 仿 行 ii+1. 我 们 用 符号 可 Cii2o…iniir1) 来 囊 
示 这 个 子 阵 ， 则 另 一 个 子 阵 是 时 (reeatisD。 于 是 ， 由 定理 
3-5-6， 当 且 促 当 亲 (yi 和 《1 都 可 以 实现 为 
基本 制 集 矩 阵 ,并且 限 定 其 行 和 ii 和 1 代表 关联 
你 对 ， 符 阵 更 Gapi… 和 可 以 实现 为 基本 制 集 和 矩阵 ， 并 且 其 行 
sf29 sins "ys 讼 表示 关联 和 绎 ， 

只要 一 个 池子 阵 虹 (5 中 还 有 一 行 5 不 在 加 括号 内 ， 我 们 
就 可 以 继续 构成 计 (i…is) 关 于 行 p 的 桂子 阵 对 。 当 一 个 大 子 阵 
各 Ginis) 仪 由 行 阐 , ji，…， 记 ,组 成 时 ， 称 此 寻 子 阵 为 最 小 册子 
阵 。 

定义 3-5-5 一 个 对 子 阵 好 全 总 是 顾 小 好 子 阵 ， 如 果 
iain) 仪 由 行 ijyf2，"…is 组 成 。 

凡 为 最 小 对 子 阵 的 每 一 行 都 在 图 插 号 内 ， 所 以 它 的 每 一 行 必 
间 示 一 个 关联 集 。 因 此 最 小 吝 子 阵 必 为 一 个 关联 矩阵 . 

因为 对 于 矩阵 的 每 一 行 ， 我 们 者 可 以 构成 一 个 村 子 阵 对 ， 所 
以 ， 从 一 个 由 ty, 个 顶点 组 成 的 连通 线 图 的 闪 本 寓 集 什 阵 Q) 出 发 ， 
我 们 可 以 得 到 mw 个 最 小 导 子 阵 , (注意 ，Q/ 包 含 1w 一 1 行 ). 这 和 个 
最 小 夏子 阵 组 成 一 个 集合 ， 称 为 从 阵 Q; 的 最 小 懂 子 阵 集 . 

定理 3-5-7 对 于 一 个 基本 出 集 矩 阵 Q; ， 存 在 的 一 个 最 小 
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子 阵 集 ， 其 中 每 一 个 最 小 好 子 阵 是 一 个 关联 矩阵 。 
如 果 一 个 五 子 阵 可 分 抉 为 


(3-5-4) 


则 有 许多 方法 可 构成 对 子 阵 对 。 因此， 一 个 基本 割 集 撼 阵 Q/ 的 最 
小 太子 阵 集合 可 能 不 叭 一。 这 就 导出 了 以 下 定理 . 

定理 3-5-8 ” 当 生 仅 当 一 个 拓 阵 尺 = [RU 1 从 在 最 小 几 子 阵 
和 集合， 使 得 集合 中 的 每 一 个 最 小 内 子 阵 是 一 个 关联 矩阵 上 时 ， 和 赴 阵 
鼠 可 以 实现 为 线 医 的 基本 制 集 矩 陈 . 

回顾 过 去 所 学 ， 覆 判断 一 个 称 阵 是 否 为 一 个 关联 定 阵 是 很 符 
易 的 ， 因 为 一 个 关联 矩阵 的 每 一 列 琶 多 有 两 个 I 。 如 果 一 个 矩阵 
的 每 一 列 最 多 有 两 个 1 ， 我 们 就 可 以 徇 造 一 个 线 图 ， 使 此 和 拢 阵 成 
为 这 个 线 图 的 关联 矩阵 . 

例 3-5-6 假定 矩阵 中 为 


= 
[5 
[和 一 
一 
[= 所 号 二 
| 


移 去 每 一 个 在 行 1 处 为 1 的 列 ， 然 后 移 去 行 1 ,得 到 五 子 阵 吾 co， 
它 可 以 分 块 为 


» 143e 


一 


[i 
i 
人 


办 此 关于 行 工 的 好 子 阵 对 是 
oa b 


了 | 
M(1),= 
211 


[i 
i 
一 
人 
号 局 一 
一 
i 
| 


a 
111 

Mi(1)s= 3| 0 
4L0 


讶 (1), 移 瑞 子 阵 量 (是 


bi 
tri 1] 


于 是 ， 职 HH0); = 1 [9 1 Hns=$， 则 杏子 阵 M 412) 可 由 
放 (1) ,不 删 夫 任 何 行 和 列 得 到 ， 或 者 说 

MH(12) = 对 (1)， (最 小 册子 阵 ) 
而 冲 子 阵 村 (2) 由 (1), 噜 除 行 1 和 列 pb，j 得 到 ， 即 


a 
M(2)=251 1 1] (最 小 杏子 阵 》 
注意 好 (12) = 人 HM(1) 意 轧 是 说 矩阵 MQ2) 的 每 一 个 元 来 与 算 降 
ML 的 对 应 元 素 相等 。 符 号 邮 (127 和 半 01)) 指出 不 同 的 限制 ， 
即 邓 (12 的 行 1 和 行 2 都 必须 代表 关联 集 ， 但 在 好 (1):, 中 ， 只 要 
求 行 工 代表 关联 集 。 
草 代 ) 的 豆子 阵 互 (是 
。144 。 


G 了 
1110 
|， 1 0 | 
它 不 能 象 式 (3-5-4) 那样 分 块 而 使 两 个 子 阵 都 不 空 。 因 此 ， 取 
五 (3)s= 乡 ， 我 们 有 
M(13) = M(1), 
和 
c od ee hf 
M(t3)=3[1 1 1 1] (最 小 M 子 阵 )》 
最 后 ， 由 1M (13) 删 除 在 行 4 为 于 的 所 有 列 并 移 去 行 4 所 得 到 的 五 
子 隆 五 ,可 分 块 为 
a fdh 


| 1:0 "| 
3l0 01 1 


故 M (13) 关于 行 4 的 夺 子 阵 是 
apce fi 


![! 1 1 0 1 "| 

M(14)= | 《最 小 夺 子 阵 ) 

4.0 1 1 1 0 1 

pceadre hi 

tg 1 1 1 1 0 
1 


3 
M(34) = | | 《最 小 肝 子 阵 》 


1 10 010 
因为 最 小 好 子 阵 开 (12) ,M02) ,M03),M(14) 和 M (34) 的 集 台 满 
足 定理 3-5-8， 故 所 给 的 矩阵 忆 是 一 个 线 图 的 基本 割 集 矩阵 。 
按照 下 面 的 步骤 ， 我 们 可 以 构成 一 个 人 以 扎 为 基本 割 集 矩 阵 的 
线 图 : 
1. 从 关联 矩阵 分 别 为 帮 {(14) 和 以 (34) 的 两 个 线 图 [图 3-5-17 
。145 。 


《a) 和 (by?] 出 发 ， 构 成 一 个 基本 割 集 矩阵 为 好 (13) 的 线 图 ， 如 
图 3-5-18 所 示 ， 


图 3-5-17 线 图 图 3-5-18 对 应 于 并 U3) 
(2) 对 应 于 忆 t1) 的 GG'，(b) 对 记 于 M34) 的 Gr” 的 线 图 
2. 从 两 个 线 图 只 发 ， 其 中 一 个 是 由 步 又 1 得 到 的 ， 另 一 个 如 
图 3-5-19 所 示 ， 其 关联 窍 阵 是 邓 (12)， 来 构成 以 @ 为 基本 割 集 抑 
阵 的 线 图 。 所 得 的 图 如 图 3-5-20 所 示 。 


[4 


6 ff 0 1 $5 


图 3-5-19 对 应 手 对 442) 的 线 图 图 3-5-20 对 应 于 Qr 的 线 镶 


注意 在 用 这 些 步 骤 来 得 到 最 终 的 线 图 对 ， 不 需要 用 到 任何 一 个 关 
联 算 隆 只 有 一 行 的 线 图 。 还 必须 注意 ， 定 理 3-5-8 对 分 离线 图 也 
适用 ， 

在 许多 情况 下 ， 在 得 到 一 个 最 人 小半 于 阵 集 之 前 ， 就 能 获知 所 
给 的 线 图 是 不 可 能 实现 为 一 个 基本 出 集 窑 隆 的 。 以 下 定理 给 出 这 
样 一 各 情况， 
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定理 3-5-9 设 对 (iiizi 是 一 个 邮 子 阵 。 如 果 其 中 存在 一 
个 列 ， 它 在 行 剖 ,i，…，,is 处 至 少 有 三 个 1， 则 冲 (iic…is) 不 可 能 
实现 为 一 个 起 本 掩 集 答 了 涂 ， 而 以 其 行 i..1:，… ,to 代表 关联 和 集 。 

证 明 ; 假定 前 io…iy) 中 除 们 ,905 和， i 外 没有 其 它 的 行 ， 则 
M Gis… 记 ) 显然 不 可 能 是 一 个 关联 矩阵 .现在 我 们 假设 ， 对 于 所 
有 形 如 和 放 (…) 的 矩阵 , 当 它 所 包含 的 行 中 至 多 有 8 行 jj ，… ;六 不 
在 贺 括 号 内 时 ， 定 理 为 真 。 注 意 所 有 在 贺 括 号 内 的 行 一 定 表 示 关 
联 集 。 然 后 ， 我 们 要 证 明 ， 对 于 组 阵 时 (7 ， 当 它 有 有 +1 行 
jj72z9 7 不 在 图 括号 中 时 ， 定理 为 真 。 

不 失 一 般 人 性 ， 假 定 半 (ii…is ) 的 列 p 具 有 的 三 个 1， 是 在 行 
1 73 有 13 处 。 

情形 1 假定 行 i 在 列 p 处 为 9， 又 假定 我 们 用 行 站 来 构成 
1 人) 的 妃子 障 。 则 当 此 毛子 阵 如 式 (3-5-3) 那 样 分 热 时 ， 行 
广 ， 认 和 i 将 一 起 在 豆 , 中 或 在 万 :中 。 于 是 关于 行 六 的 型 子 阵 对 之 
一 将 包含 行 22 和 ia。 所 以 它 在 列 记 与 行 ?ay ia 交 灸 多 共有 三 个 
1 。 因 为 行 i, i; 和 i 在 图 括 导 肉 ， 叉 因为 这 个 所 得 的 矩阵 最 多 有 
& 行 不 在 国 括 号 中 ， 故 定理 在 这 个 情形 下 为 真 ， 

情形 2 ”假定 行 记 在 绩 p 处 为 1 ， 我 们 用 行 让 来 构成 则 (和 … 
2) 的 五 子 阵 。 外 因为 在 构成 五 子 阵 时 列 记 将 被 贡 除 ， 在 按 式 (3-5 
-3) 将 筷子 阵 分 据 后 ， 行 iLyizsis 不 一 定 都 在 二 中， 如果 行 让 ,i 和 
i 一 起 者 在 互 ; 或 玉 , 中 ， 则 证 明 与 情形 1 完全 相同 . 假定 行 i 在 
如 ,中 ， 生 i 和 i 在 瑞 , 中 ， 基 在 这 种 分 划 下 ， 关 于 行 站 的 性 子 阵 对 
中 ， 有 一 个 包含 行 i:，i; 和 j.， 它 们 在 列 p 处 都 是 1 .因为 在 此 时 
于 阵 中 ， 最 多 有 上 行 不 在 四 括号 里 ， 故 由 假设 ， 定 理 为 真 

《证 毕 ) 

上 述 定理 可 以 用 另 一 种 方式 来 窜 达 ， 

定理 3-5-10 ”如果 用 (Givio…i,) 中 由 行 记 usfa，"…sis 组 成 的 于 矩 
降 不 是 一 个 关联 矩阵 ， 划 Mr …2) 不 可 能 实现 为 基 本 荐 集 矩 
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阵 乡 而 其 行 1 12 的 2 表示 关联 集 。 
例 3-5-7 考虑 下 面 的 矩阵 


a be d CO ee es 
iri01i11100 
2|1101010 
Rs illto0oo0o0l 
L1111000 


对 于 行 1， 它 的 五 子 阵 五 ,是 
b gz 63 €, 
?| 1 1 0 0 
3i11 0 1 0 
411 0 9 1 
于 是 ， 诸 子 阵 对 六 (1) 和 和 间 ,(1) 是 
M(1)=R 
和 


GCC de, 


M1)=1[1 1 1 1] 
对 于 MG 的 行 2 ， 其 妃子 阵 是 


C el ea 6ey 
1 1 0 | 
3I1 0 1 0 
4Ll1 00 1 
于 是 ，Mi(1D) 关 于 行 2 的 好 子 阵 对 是 
M.(12)=R 
a bd e, 
M{2)= 2[01i 1 1 1 
类 仆 地 ， 训 ,1(12) 关 于 行 3 的 MM 子 阵 对 起 
" 148。 


[| 


M,(123) =R 


2 be ee; 
M.(3)=3[1 1 1 1] 
因为 导 ,(123} 包 含 子 阵 


a bae 
1[1 0 1 
21I 1 0 
3| : 1 1 
其 中 每 一 行 都 在 圆 括号 中 〈 也 就 是 说 ， 每 一 行 一 定 表 示 一 个 关联 
集 ), 这 个 子 矩 阵 应 当 是 一 个 关联 矩阵 ， 然 而 ， 列 = 包含 三 个 1. 
因此 这 个 子 矩 阵 不 可 能 是 一 个 关联 矩阵 。 于 是 ， 由 定理 3-5-10， 
在 这 个 好 子 阵 集合 下 ， 尺 不 可 能 是 一 个 基本 制 集 矩 阵 。 又 因为 用 
行 1，2，3 得 不 到 其 他 的 好 子 阵 集合 ， 所 以 我 们 可 以 断定 ， 玉 不 是 
一 个 基本 制 集 竺 隆 ， 

以 下 定理 对 于 排除 不 可 实现 矩阵 是 很 重要 的 ， 

定理 3-5-11 ”对 于 一 个 给 定 的 矩阵 尽 =LR,，U], 如 果 存 在 一 
个 子 矩 阵 尽 ' = [RU7], 它 不 可 能 实现 为 基本 割 集 和 矩阵。 则 移 阵 丸 
亦 不 可 能 实现 为 基本 制 集 矩阵 .这 里 U' 是 一 个 单位 和 矩阵。 

证 明 ， ”假定 只 = [R:CU] 是 关于 树 ! 的 基本 割 集 垂 阵 .因为 删 
除 一 些 行 相当 于 把 t+ 中 一 些 枝 短 路 ， 我 们 可 以 删除 一 些 行 ， 使 番 
余 的 矩阵 R, 怡 与 R' 有 相同 的 行 。 注 意 R。= [并 。， UU 是 一 个 线 图 
的 基本 割 集 顷 阵 ,. 这 里 U ,是 单位 矩阵 。 可 以 看 出 ， 删 除 R。,, 的 列 
等 价 于 删除 与 这 些 列 对 应 的 吾 。 因 此 ， 我 们 用 删除 RE ,中 不 在 Fi 
肉 药 列 的 办 法 ， 可 以 得 到 一 个 线 图 的 基本 割 集 矩 阵 灵 "这 与 如 
不 是 可 实现 的 假设 荐 盾 。 所 以 只 不 是 基 本 割 集 矩阵 。 《证 毕 ) 

例 3-5-8 因为 算 阵 


可 Bl €, Es 
1 10 0 
10 1 0 
0 0 0 1 
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d EL es &, 
1 10 0 
1 8¢ 1 0 
1 1 10 0 0 1 
不 可 实现 为 素 本 市 集 矩阵 〈( 见 例 3-5-7), 反 以 任何 一 个 包含 这 个 
和 矩阵 为 其 子 矩 阵 面 形 如 [CRU] 的 矩阵 号 ， 是 不 可 实现 为 基本 割 集 
特 阵 的 。 


王 二 站 
一 
0 


3-6 ”从 基 集 矩阵 到 关联 算 阵 的 变换 


我 们 已 经 知道 ， 一 个 线 图 的 关联 入 阵 A 是 由 穷 举 割 集 矩阵 
驴 . 中 的 一 些 行 组 成 的 。 一 个 基本 割 集 和 矩阵 马 也 是 出 穷 举 割 集 矩 
阵 久 .的 一 些 行 组 成 的 。 并 且 ， 关 联 秆 阵 4 的 秩 和 基本 制 集 和 矩阵 1 
的 秩 都 等 于 穷 举 荐 集 矩阵 Q. 的 秩 。 因 此 ， 在 在 一 个 非 咨 异 祭 阵 
号 ， 使 得 

A= DQ (3-6-1) 

现在 我 们 必须 解决 前 问题 ， 是 怎样 来 得 到 满足 式 〈3-6-1》 前 冠 
阵 品 . 

设 {Mi;sj=1,2,…,no 一 p+ 1 是 我 们 在 前 面 研究 过 的 ， 矩 降 
久 的 最 小 1 子 阵 集 合 。 又 设 195 7 了 =1,2,…yry 一 P+1} 基线 图 的 
集合 ,其 中 线 图 g; 的 关联 矩阵 是 .1,,j = i,2, "yt 一 P+1。 显然 
4 有 一 个 参考 点 vw， 它 不 对 应 关联 秆 阵 衣 ;的 任 一 行 注意， 在 
{Mi 7=12 一 PP+ 直 中 ， 目 阵 Mi 的 行 所 表示 的 每 一 个 项 
点 怡 在 (9 了 =1,2,…,7w 一 +1} 中 的 两 个 线 图 里 出 现 。 并 且 ， 
当 我 们 把 19 7 了 =1,2,…s1 一 P+1} 中 的 所 有 线 图 侣 在 一 起 ， 得 
到 一 个 雇 所 给 矩阵 Q; 为 基本 制 集 和 矩阵 的 线 图 G 时 ， 所 有 由 (M,; 
7 =1，2，… im 一 pP+1} 中 企 一 邓 ; 的 行 所 表示 的 顶 点 都 将 被 移 
去 。 换 句 话说， 线 图 C 不 包 人 会 由 JE {Mi =1，2，…y 
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9 一 及 十 ]) 的 行 所 表示 的 顶点。 又 显然 在 从 9 所 {9j5 于 = 1，2，-…。 
一 p+ 形成 G 的 过 程 中 ， 不 会 产生 任何 新 的 顶点 ， 因 此 G 仅 册 
9 的 参考 点 组 成 。 
例 3-6-1 考虑 一 个 基本 割 集 第 阵 @i: 
a bc d 


eg hi 
1T111001000- 
0.221101000100 
3.001110010 
4_.011010001, 
它 与 例 3-5-6 中 的 尺 相 同 。 由 例 3-5-6 的 结果 ，Q/ 的 一 个 最 小 M 子 
阵 集合 为 


1 
其 申 M = M2),M,= M2), Ms= M3), M.=M(14), M,= 
人 (34) . 线 图 {915 423 93 094 95} 的 集合 如 图 3-6-1 所 示 。 注 意 g; 的 


(dg (5)gs 
图 3-6-1 集合 {91,91,93;94,9:} 中 的 线 图 


ea 151* 


参考 点 用 符号 vi 表示。 把 这 些 线 图 全 部 合 到 一 起 ,就 得 到 网 3-6-?2 
所 示 的 线 图 GO， 它 的 基本 节 集 矩阵 是 Q/。 注意 6G 的 顶点 是 g1, ga， 
ga 9 和 9 的 参考 点 。 


我 们 知道 ， 对 应 于 gi; 中 参考 点 v; 的 关联 集 等 于 与 Mi 中 各行 
对 应 的 全 体 关 联 集 的 环 和 。 换 旬 话 说 ， 在 线 图 G 的 关联 矩阵 4 
中 ， 对 应 于 gj 的 参考 点 v; 的 行 ij， 可 以 由 MM; 的 所 有 行 作 环 和 得 
到 。 因 而 非 奇 异 矩 阵 DD 的 第 j 行 必须 求 得 那些 局 于 Mi; 的 各 行 之 
和 、 由 DQy 可 君 出 ，DD 的 第 i 列 与 9 的 第 i 行 对 应 .也 就 是 说 ,使 
;的 第 六 ,7:,… ,六 4 行 条 上 DD 的 行 ;后 求 和 ， 就 必须 令 D 的 元 (i,j)， 
为 1 

十 理 3-6-1 设 信 是 由 p 个 最 大 连通 子 图 构成 的 线 图 的 基本 割 
集 和 矩阵。 任 一 矩阵 喇 着 满足 以 下 两 个 条 件 ， 

1.DD 的 tn。 - p 行 对 应 Qj 的 m - 6 个 最 小 邓 子 阵 。 

2.D= [da] 的 元 察 di; 是 

| 若 对 应 DD 的 第 : 行 的 最 小 柚子 阵 包 含 Q; 的 第 j 行 


0 车展 不 包含 @ 的 第 7 行 
则 了 GO, 是 线 图 如 的 一 个 关联 矩阵 。 
假定 存在 一 个 非 琳 异 矩阵 口 ， 使 得 闪 Q 是 一 个 线 图 G 的 关联 
算 阵 ， 从 这 个 线 图 连同 给 虫 的 已 知 基本 制 集 ， 我 们 可 以 得 到 与 
以 的 最 小 邓 子 阵 集 合 {Mi j=1，2，… ,fs 一 D+1) 对 应 的 钱 图 集 
"1132+ 


合 1 7=12. po ~ P+1}。 于 是 由 定理 3-6-1， 我 们 可 以 得 
到 一 个 非 奇 异 矩 阵 D， 使 得 DQ;y 是 的 关联 算 阵 ， 其 中 DPQ, 的 行 1 
和 DQ 的 行 表 东 G 的 同一 顶点 。 央 此 
DQ,= Do ‘(3-6-2) 
因为 DD 是 非 奇 异 的 ， 故 我 们 可 以 断定 
D=D 3-6-3) 
定 更 3-6-2 设 Q, 是 一 个 线 图 G 的 基本 割 集 答 阵 . 对 宇和 全 
一 个 非 奇异 抢 降 万 ， 如 果 站 QI, 是 一 个 关联 第 阵 ， 则 存在 名 的 一 个 
最 小 MM 子 阵 集合 ， 修 得 DD 满足 定理 3-6~1 的 条 件 ， 
例 3-6-2 考虑 例 3-5-6 给 出 的 基本 制 集 和 矩阵 Q;。 假 定 我 们 选 
取 扩 Mis 肘 天 3 和 Ms} 中 的 训 风 六 ,Ms 和 MM,, 则 由 定理 3-6-1， 
可 以 得 到 一 个 非 奇 异 午 阵 品 为 


1 2 3 4 
RNN 
pM 0 100| 
MlI0o0 10| 
Ml10o01)| 
并 上 且 我 们 有 
110907111001000) 
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它 显 然 是 一 个 关联 第 阵 。 


”了 5 了 。 


习 是 

1. 写 出 图 P-3-1 所 示 线 图 关于 桂 ! 的 基本 回路 矩阵 和 茎 本 制 
集 上 矩阵 。 《ay 树 += (a,B,csd,6); () 笃 1 = 《2,f,g:hs)。 

2, 假 定 一 个 连通 绿 图 9 由 mm 个 顶 
点 组 成 .。 证明: 《ay) 落 9 包含 mw - 1 条 
边 ， 册 9 古 树 ; (48) 车 9 不 包含 回 
路 ， 财 9 是 树 。 

3. 证 明 一 个 连通 线 图 的 任 一 边 都 
可 以 在 一 个 树 中 . 

4. 证 明 或 否定 这 样 的 说 法 :“ 对 于 国王 3 
一 个 连通 图 中 任 一 条 路 径 ， 存 在 一 个 包含 此 路 径 的 精 ,” 

5, 证 明 在 一 个 完全 图 中 ， 关 于 任 一 个 树 交 弦 集 构成 一 个 连通 
子 图 ， 

6 假定 树 ! 中 一 个 顶点 ov 的 度 d(v ) =&, 证 明 ! 中 至 少 有 个 度 
为 1 的 顶点 。 

7, 证 明 如 果 避 是 一 个 至 少 包含 五 个 顶点 的 完全 图 ， 则 关于 
的 任 一 个 树 的 全 体 弦 组 成 的 子 图 至 少 包含 一 个 同 路 。 

8. 证 明 任 一 个 树 和 往 一 个 荐 集 至 少 有 一 条 公共 边 ，。 

9. 证 明定 理 3-2-3。 

10. 证 明定 理 3-3-3。 

11. 设 1 是 线 图 G 中 的 一 个 树 。 设 5 是 一 条 艾 。 假 定 #U《) 中 
的 回路 由 边 上 eryes，…， ex 组 成 ， 证 明 对 1 志 p 所 ktU (6) 一 (ep 
是 一 个 树 。 注 意 fU (6) ~ (e,》 由 边 5 和 和 1 中 除 er 外 的 所 有 边 组 成 . 

12. 设 e 是 树 t! 中 的 一 条 边 。 又 设 S 一 《2yGi9y G2 ™**s ai) 是 关于 
f 的 一 个 基本 制 集 .( 因 此 边 al，cay， …*ax 都 不 在 ! 中 .证明 对 1 所 
<RtU tai) - (e) 是 一 个 树 。 注 意 fU (4y) -= (e) 由 边 a; 和 中 除 边 e 
外 的 所 有 这 组 成 。 
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15. 判 断 以 下 甜 阵 是否 可 以 实现 为 一 个 基本 出 集 算 阵 。 


:010004 


:909001000 


i100 10 
0 00 1 1 
O00 10 1 


0 


:000 100 


:000010 


0000009001 


14, 是 吾 存 在 由 1 和 0 组 成 ， 妖 非 官 集 点 阵 又 非 回 路 矩阵 的 


矩阵 ? 如 有 这 样 的 矩阵 ， 请 指出 一 个 来 。 
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7 8 9 10 
.11000 
:0100 


‘0010 


1 2 3 4 5 6 


15, 首 出 一 个 线 图 ， 其 基本 割 集 矩 阵 是 
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1 1 11100 0 
1 0 1 

0 .00 1 1 1 
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16. 是 否 存在 这 举 一 个 线 图 ， 其 基本 回路 低 跨 为 习题 13 中 的 


矩阵? 


站 | 
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类 o-oo。 
有 = = -on 
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17. 画 出 一 个 谎 


18. 画 出 一 个 线 图 ， 其 基本 回路 矩阵 是 
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1 | 


1 9 
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第 四 章 平 面 图 


4-1 2- 同 构 图 


现在 ， 我 们 转 而 讨论 一 种 特殊 类 型 的 线 图 一 一 平面 图 的 性 
质 ， 这 不 仅 是 由 于 四 色 问 题 引 起 了 对 平面 图 的 研究 ， 而 且 ， 更 重 
要 的 是 因为 现代 技术 ， 如 电子 工业 领域 对 平面 性 研究 的 日 益 增长 
的 需要 。 本 章 的 重点 是 惠 特 尼 (Whitney) 的 对 侦 性 理论 ， 库 拉 托 
斯 基 (Kuratowski) 的 平面 图 理论 ， 以 及 平面 图 的 性 质 在 证 明 托 
特 (Tutte) 的 割 集 ( 回 路 ) 托 阵 可 实现 性 条 件 中 的 应 用 。 首 先 ， 我 
们 要 研究 线 图 的 两 种 等 价 关系 ， 


(a) (b) (c) 


图 4-1-*1 同 构 图 
(a) 线 图 C5 《pb) 线 图 所" 《c) 女 “顶点 和 过 的 重新 命 省 
考 虚 图 4-1-1(a) 和 (b) 所 示 的 线 图 GG 和 C7， 比较 边 5 的 两 个 
端点 即 可 看 出 ，G 和 CG' 是 不 同 的 线 图 .。 但是， 如 果 我 们 重新 命名 
G' 的 顶点 和 边 ， 如 图 4-1-1(e》 所 示 (将 顶点 3 改 为 4 ， 顶 点 4 
政 为 3， 边 5c 玻 为 d ， 边 d 改 为 }， 所 得 的 线 图 就 变 得 各 一 
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致 了 ， 因 此 我 们 可 以 说 ，G 和 C“ 是 相似 的 。 我们 称 这 两 个 线 图 
互 为 同 构 ， 

定义 4-1-1 如 时 在 线 图 C 和 G "的 边 之 各 存在 着 一 个 1 : 1 对 
应 ， 使 得 关联 关系 得 到 保持 ， 风 人 和 G 7 是 互 为 同 构 的 。 

如 果 这 个 1 : 1 对 应 不 是 保持 两 个 线 图 的 关联 关系 ， 而 是 保持 
GG 各/ 辕 有 路 之 间 的 对 应 ， 则 称 这 两 个 线 图 互 为 2- 同 构 。 

定义 4-1-2 如 果 在 线 图 CG 和 G7 的 按 之 间 存 在 车 一 个 1 : 1 对 
应 ， 使 得 回路 关系 得 到 保持 ， 则 称 G 和 G“ 互 为 2- 同 构 。 

例如 ， 图 4-1-2(a) 和 (b) 中 的 线 图 G 和 G, 古 2- 同 构 的 ， 因 为 
在 CC 种 C “的 各 这 之 间 耻 一 个 1 : 1 对 应 ， 如 表 4-1~1 所 示 ， 则 G 中 
的 回路 对 应 于 G 中 的 问 路 ， 如 表 4-1-2 所 示 。 


(DG 《b)G7 
图 4-1-2 2- 同 构 徊 G 和 G* 
表 4-1-1 如 和 G’ 的 各 边 之 向 的 一 一 对 点 


GG 中 的 边 G* 中 的 边 


| 
TQS 
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衰 4-1-2 GG 和 G/' 的 回路 之 闻 的 一 一 对 应 


允 中 的 回路 


ab 
de 
gh 
acd 
ace 
bed 
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C“ 中 的 回路 


丛 园 构 的 定义 可 以 娩出 ， 如 果 线 图 C 和 C /大 同 构 的 ， 册 交换 
G 的 穷 举 关 联 生 阵 4. 的 行 和 列 〈 如 果 有 必 复 的 话 )， 就 变 成 G /的 
穷 举 关 联 窜 阵 4.。 例如 ， 图 4-1-1(a) 中 G 的 穷 举 关联 矩阵 是 


a 证 


[一 
=— 


交换 第 3 、 第 4 行 ， 得 到 


Le 


Mr 


53 


天 心中 


nn 


[| 


这 就 是 医 4-1-1(D) 中 的 C7“ 的 穷 举 关联 答 隆信 。 

另 一 方面 ， 如 果 线 图 @G 各 CG /是 2- 同 均 的 ， 则 用 交 资 行 和 列 的 
办 法 〈 如 有 必要 的 话 )》， 可 将 @ 的 穷 举 回路 矩阵 8. 变 成 人 "的 穷 
举 园 路 矩阵 例如， 在 图 4-1-2(a) 和 (人 b) 中 ， 以 下 两 个 和 扼 阵 分 别 
为 G 和 CG7 的 回路 矩阵 


a pb 

Cll 1 
Cs 0 0 
2=co 0 
0 


C1 


Le 
吓人 
一 
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a 
Co 
= | 


0 

五 = 

C10 
_0 


[= 
[一 
必定 
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CO, | 


则 避 的 穷 举 回 小 炬 阵 B. 是 


bb 

让 

全 

i 
[一 和 | 
POmWEHOOoOPeiH 人 ooo 
人 
人 
ON 
一 
人 
和 


C 
CBC Cs 人 外 C， 一 
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交换 B. 的 列 ， 使 列 的 次 序 变 成 f,9,h.c,a,b,d,e， 


:oy he ahpyd ee 
17-0000110 0 
2 00000011 
3.01100000| 
4:000110109| 
5;00001111 
6:01101100 
7:00010110| 

B=8 011000111 
9.00011001 
10 01111010| 
11.01101111.: 
12 000 10 1101 
3:01110110| 
4 01111001| 
15.01110 10 1: 


那么 ，8' 的 C' 等 于 8B. 的 第 二 行 ， C4 是 第 一 行 ，C' 是 第 三 行 ， 而 
CC 是 第 九 行 。 于 是 ， 交 换行 的 次 序 、 这 个 矩阵 就 变 得 与 G 的 家 
举 回路 从 阵 8B 相同。 注意， 即使 GG 和 G' 是 互 为 2- 同 构 的 ， 回 路 
矩阵 和 8 中 的 回路 也 不 一 定 互相 对 应 。 这 就 是 我 们 在 这 个 例 
子 中 采用 穷 举 回路 矩阵 如 的 原因 。 

因为 一 个 穷 举 回 路 睹 趴 前 所 有 行 可 由 一 个 基本 回路 矩阵 生 
成 ， 所 以 ， 如 果 一 个 线 图 的 基本 回路 答 阵 也 是 另 一 个 线 图 的 基本 
回路 矩阵 ， 则 这 两 个 线 图 是 互 为 2- 同 构 的 。 

定理 4-1-1 两 个 线 图 是 互 为 2- 同 构 竟 ， 当 且 仅 当 它们 具有 
相同 的 基本 同 路 矩 阵 ， 
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利用 式 (3-4-24) ， 我 们 可 以 修改 这 个 定理 ， 

定理 4-1-2 两 个 线 图 是 互 为 2- 同 构 的 ， 当 且 仅 当 它们 其 有 
相同 的 基本 制 集 和 矩阵 ， 

这 两 个 定理 对 于 激 断 两 个 线 图 是 否 是 互 为 2- 同 构 的 ， 可 能 并 
不 实用 ， 然 而 ， 它 们 是 相当 重要 的 ， 例 如， 我 们 可 以 说 ， 满 足 了 
给 定 的 基本 拓 集 矩阵 的 所 有 线 图 部 是 互 为 3- 同 构 的 ， 这 对 于 我 们 
在 以 后 各 章 设计 线 图 时 有 很 大 的 帮助 。 

下 一 个 判断 2- 同 构 的 方法 是 一 种 几何 方法 ， 宅 是 由 惠 特 尼 介 
绍 的 。 如 果 线 图 人 和 G7 是 互 为 2- 同 构 的 ， 则 在 连续 施行 以 下 一 
种 或 两 种 运算 下 ， 它 们 变 成 网 构 的 。 

1. 如 果 存 在 一 个 荐 点， 则 将 它 切割 成 两 个 ， 使 最 大 连通 子 图 
的 个 数 增加 1 。 

2, 如果 一 个 虐 图 由 两 个 子 图 五 和 万 组 成 ， 它们 只 有 两 个 公共 
顶点 ， 警 如 说 和 9 ， 则 交换 玉 中 这 两 个 顶点 了 和 9 的 名 称 ， 这 
一 运算 在 几何 上 相当 于 把 子 图 妃 绕 这 两 个 顶点 旋转 ， 

例如 ， 图 4-1-3(a) 和 (b) 中 的 线 图 CC 和 C 是 2- 同 构 的 ， 这 是 
因为 经 过 以 下 步 又，C 变 成 与 G" 同 构 。 


”了 


17 5 
(a (Gr 
图 4-1-3 ”2- 同 构图 避 和 GG/ 


步 台 1 对 C 的 市 点 1 运用 运算 1 两 次 ， 我 们 得 到 图 4-1-4(a) 
所 示 的 线 图 G,。 类 似 地 ， 对 G' 的 割 点 a。，4b ， 分别 运用 运算 1， 
» 161* 


就 得 到 图 4-1-4Cb) 所 示 的 线 图 G'。 


办 Vs 


(a)Gs 《p)C5 
栈 4-1-4 2- 季 构图 Gs 和 Gs 


步骤 2 因为 图 4-1-4(a) 中 会: 的 G3 由 图 4-1-5 所 示 的 两 个 学 
图 已 和 互 弓 成， 它们 由 两 个 顶点 1 和 1/ 连 接 ， 我 们 可 羽 运 用 运算 
2 多 得 到 水 4-1-6 所 示 的 线 图 GG,,。 


/2 PN 


图 4-1-5 子 图 过 和 及 图 4-1-6 线 图 GG 


步骤 3 ”类似 地 ，G, 的 Cs 由 两 个 子 图 组 成 ， 它 们 恰 有 两 个 
顶点 1 和 2 好 公共 的 。 因此， 我 们 可 以 运用 运算 2 来 得 到 一 个 线 
图 , 它 污 图 4-1-4(b) 中 的 红 图 基 同 构 的 .于 是 ,G 和 G“ 是 2- 同 构 的 . 

容易 看 出 ， 在 这 两 种 运算 下 ， 国 路 是 不 变 的 。 只 村 所 给 的 线 
图 边 数 不 多 ， 就 可 以 用 这 种 方法 来 判断 2- 同 构 . 

判断 2- 间 构 的 另 一 种 方法 ， 是 利用 一 个 线 轿 的 回路 矩阵 和 另 
一 个 线 图 的 说 集 矩 阵 。 
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设 五 = [Bi (4-1~]) 
是 线 图 C 的 回路 矩阵 ， 其 中 号 ,是 非 奇 异 的 。 又 设 


Q, = CQ:,,Q2,,] 《1-8-2) 
是 线 图 G, 的 割 集 和 矩阵 ， 其 中 ;,, 是 非 奇异 的 。 侦 定 
BQ;:=0 {4-1-3) 
则 Bi QO2 + BR: = (4-1-4) 
四 为 @Q:, ;是非 奇 异 的 ， 责 
Bi, = BQ: ,Qi 《4-1-5) 
周 此 BLB, BO: Qs 
= BECOLQi (19®) 


另 一 方面 ， 利 册 Gs 的 基本 回路 矩阵 呈 = [UB,,,]， 我 们 总 可 
以 得 到 


BQ! 三 0 (4-1-7) 
或 Qi + BP, tz =0 (4-1-8) 
因此 局， 一 QuQss (4-1-9} 
或 Bs,=[UQ:, .Qs17] (4-1-10) 


因为 是 Gs 的 一 个 回路 矩阵 ， 对 式 (4-1-10》 左 乘 以 任 一 个 元 素 
为 1 或 0 的 非 奋 异 矩 了 泗 ， 所 得 的 矩阵 仍 为 G; 的 回路 矩阵 。 因为 
BB,,, 是 非 奇 异 矩 隆 ， 我 们 利用 它 来 得 到 Gi 的 另 一 个 回路 件 阵 ; 


BB =B = BtU Qs Qi {4-1-11Y) 


然而 这 个 同 路 矩 阵 恰 与 式 (4~1-6) 给 出 的 G; 的 回路 矩阵 粗 同 ， 于 
是 ， 由 定理 4-1-1 扼 ，CG 和 GC: 是 2- 同 构 的 。 
定理 4-1-3 设 B 是 线 图 G, 的 回路 矩 隆 ，Q: 是 线 图 G; 的 割 集 
阵 。 则 Gi 和 GG 是 2- 同 枸 的 ， 当 和 且 仅 当 存 在 由 交 挨 Q: 的 列 得 到 
前 QQ,， 满足 
QBi= 0 (4-1-12) 


“了 了。 


例 4-1-1 设 B 是 图 4-1-2(a) 中 G 的 一 个 回路 第 阵 ， 这 里 


0 
0 0 _ 


又 设 9': 是 图 4-1-2(b) 中 人 "的 一 个 割 集 抑 阵 ， 这 里 


ao bcdqde fo 
[1000 0 0 0 
oa ll100008 
100011100| 
000 100 1 1 
变换 驴 ' 的 列 ， 我 们 有 
e fdgyhka pe 
00000100 
OO-000000l1 
II 11100000 
00111000. 
使 得 口号 =0 


故 ， 图 4-1-2(a) 和 (人 (b) 所 示 的 G 和 和 C7 是 2- 同 构 的 . 


4-2 平面 图 


平面 图 是 一 种 特殊 的 线 图 ， 它 不 仅 在 理论 上 ， 面 且 在 工业 上 
具有 重要 剖 义 但 是 ， 有 目前 对 于 平面 图 ， 只 有 少数 也 种 狂 质 为 人 
们 所 知 。 首 先 我 们 要 研究 的 ， 是 库 拉 托 斯 基 发 现 的 一 个 性 质 ， 

定义 4-2-1 一 个 线 图 他 称 为 平 商 的 ， 如 果 它 可 以 被 画 在 一 
个 平面 上 ， 使 得 G 中 任何 两 条 边 除 了 在 端点 外 互 不 相交 。 

例如 ， 图 4-2-1 中 线 图 如 可 以 被 重新 面 成 图 4-2-2 的 样子 ， 
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其 中 没有 边 相 交 。 因 此 ， 线 图 G 是 平面 的。 而 图 4-2-3 中 的 线 医 
不 是 平面 的 。 


AS 


图 4-2-1 线 图 G 图 4-2-2 平面 图 人 图 4-2-3 非 平 面 线 图 


考虑 放 在 平 巩 ZZ 上 的 球面 S$ ， 如 图 4-2-4 所 示 。 设 NN 是 球面 
的 最 高 点 。 穿 过 入 和 球 画 S$ 上 一 点 上 的 直线 与 平面 了 交 于 点 p'， 
称 点 p 为 点 了 的 对 应 点 。 我 们 可 以 厦 到 ， 球 面 $ 上 除 NN 外 的 每 
一 点 都 对 应 且 仅 对 应 平面 Z 上 的 一 点 。 因此， 对 于 球面 人 S$ 上 的 一 
条 线段 9 ， 只 要 它 不 通过 点 六 ， 就 可 以 得 到 平面 Z 上 的 对 应 线 


段 gq/. 
A 
7 Ce “、 
i 
4 


图 4-2-4 球 币 SS 和 平面 也 


假 室 有 一 个 画 在 球面 S 上 的 线 图 。 把 球面 $ 放 在 平面 Z 上 ， 
使 这 个 线 图 的 所 有 边 和 顶点 都 不 在 球面 5 的 最 高 点 MY 上 ， 于 是 我 
们 得 到 一 个 画 在 平面 Z 上 的 对 应 线 围 。 相反 ， 一 个 画 在 平面 上 的 
线 图 也 可 以 画 到 球面 S 上 ，。 
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假定 我 们 把 一 个 线 图 G 画 到 平面 Z 上 ， 使 得 任 两 条 边 都 不 相 
交 。 又 假定 忆 至 少 包含 一 个 回路 ， 删 我 们 可 议 认为 G 的 这 把 平面 
Z 划 分 成 若干 区 域 ， 例 如 ， 
在 图 4-2-5 中 , 线 图 口 把 平面 
划分 成 五 个 示 域 R,, RR， R,, 
总 和 R,， 称 RR 为 外 区 域 。 
也 就 是 说 ， 无 田 区 域 是 外 区 
域 .其 他 的 区 域 叫做 内 区 
域 ， 注 意 一 个 线 图 不 一 定 给 
出 唯一 的 区 域 集 合 。 例 如 ， 图 4-2-5 平面 加 和 区 域 
如 果 我 们 把 同一 个 线 图 G 画 成 如 图 4-2-6 的 样子 ,就 得 到 区 域 
R， 玉 ， 羽 :， 吕 向 ， 它 们 的 边界 (形成 这 些 区 域 边 哎 的 边 》 
与 局 ， 妨 ， 玉 :， 玉 :和 及 ,的 边界 不 同 ， 


图 4-2-6 平面 名 GG 和 区 城 


平面 图 有 一 个 值得 注意 的 性 质 ; 把 平 曾 图 G 通 在 一 个 平面 
上 ， 其 中 任何 一 个 区 域 ， 通 过 用 下 面前 方法 重 画 人 ， 可 以 变 成 外 
区 域 。 我 们 可 以 先 任 曾 选 取 一 个 区 域 足 ， 来 说 明 这 种 方法 .。 注 
总 ， 假 设 我 们 已 经 给 出 了 一 个 线 图 的 一 种 特定 图 形 ， 现 在 ， 我们 
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用 前 面 讨论 的 方法 ， 把 这 一 图 形 王 到 球面 上 去 ， 然 后 转动 球面 
S， 使 其 最 高 点 N 在 区 域 情 内 ， 再 把 球面 上 的 图 形 重新 画 到 平面 
上 。 显然 在 所 得 的 线 图 中 ， 尺 是 外 区 域 。 

定义 4-2-2 设 边 ei 的 端点 是 w 和 ze， 边 ea 的 端点 是 mm 和 mm .其 
中 1 位 关 iay 2 和 z。 如 果 He = Us 并 且 没 有 其 他 的 过 以 Wy 作为 项 
点 ， 则 称 e: 和 e, 是 串联 的 。 如 果 e, 和 e, 是 中 联 的 ， 则 将 e;:，e; 叫做 
串联 边 . 

例如 ， 在 图 4-2-7 所 示 的 线 图 中 ， 
边 e 和 e; 是 囊 联 的 ， 践 者 说 e, 和 @ 是 
捉 联 边 。 

考虑 图 4-2-8 中 的 两 个 线 图 G 和 
GG! 。 它 们 显然 是 不 同 的 级 图 。 但 是 ， 
当 我 们 用 串联 边 e, 和 eu 来 埠 痪 C 的 边 。 图 全 2-7 串联 边 e: 和 es 
e 时 ， 所 得 的 线 图 便 与 G' 同 构 我 们 涪 这 祥和 的 两 个 线 图 是 同 肚 


图 4-2-8 
(ay 统 图 G，(b》 线 图 G“ 


定义 4-2-3 ”两 个 线 图 GG 和 G' 是 同 用 的 ， 当 生 仅 当 存 在 一 个 
线 图 G*, 使 得 G 和 G' 通过 用 捉 联 边 代 换 的 方法 ,都 能 变 得 与 G* 
同 构 . 

人 狗 如 ， 图 4-2-9 中 线 图 ,各 ,是 同 胜 的 ， 
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责 4-2-9 同 号 图 
现在 我 们 为 研究 一 个 重要 的 性 质 作 好 了 准备 ， 这 个 性 质 清楚 


地 表明 了 平面 图 与 非 平面 图 的 区 别 。 
定理 4-2-1( 库 拉 托 斯 基 》 ”一 个 有 限 线 图 不 是 平面 的 ， 当 且 
仅 当 它 包含 与 狗 4-2-10 所 示 移 两 种 基本 非 平面 图 中 的 任何 一 个 则 
胚 和 的 子 图 。 
(Gooey (b)Ga 
图 4-2-10 基本 非 平面 画 G 4 和 Ca 


注意 ， 有 限 线 图 是 包含 有 限 条 边 的 线 图 。 

例 4-2-1 图 4-2-11Ca) 中 的 线 图 是 非 平 面 的 。 因 为 它 包 含 一 
个 图 4-2-11(b) 所 示 的 子 图 ， 这 个 子 力 与 基本 非 平面 图 Cs。 亲 胚 。 

证 明 ， 根据 定义 ， 如 果 一 个 线 图 是 平面 的 ， 昌 可 和 将 此 线 图 画 
在 一 个 平面 上 ， 其 中 没有 相交 的 边 . 把 这 个 平面 图 形 前 一 些 边 移 
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去 ， 就 得 到 这 个 线 图 的 一 个 子 图 在 平面 上 的 图 形 ， 其 中 也 没有 相 
交 的 边 ， 轿 此 ， 如 果 一 个 线 图 是 平面 的 ， 册 此 线 图 的 任 一 子 图 也 
是 平面 的 。 于 是 ， 一 个 平面 线 图 不 可 能 包含 与 基本 非 平面 图 同 胚 
的 子 辫 。 这 就 证 明了 定理 的 前 一 部 分 。 


《a) 韭 平 醒 粤 Gi 《5) 如 的 子 国 


下 面 证 明 ， 一 个 非 平 面 图 G' 一 定 要 包含 与 两 个 基本 非 平面 
图 之 一 同姓 的 子 图 。 考 虚 非 平面 图 G' 的 这 样 一 个 不 可 分 子 图 G6”， 
它 也 是 非 平 面 图 ， 但 从 G* 中 删除 任 一 条 边 ， 都 能 使 它 成 为 平面 
的 。 容 易 看 出 ， 这 样 的 子 图 在 任何 一 个 非 平 而 图 中 总 可 以 找到 。 
现在 ， 我 们 取 一 个 线 图 G， 它 与 G? 赂 耳 ， 并且 其 中 没有 串联 边 ， 
显然 ， 如 时 在 @ 中 包含 一 个 与 基本 非 平面 图 之 一 癌 是 的 子 图 ， 那 
么 G* 和 G' 一 定 也 包含 和 这 个 基本 非 平面 图 同 是 的 子 男 . 因 此 ,我 
们 在 证 明定 理 4-2-1 的 第 二 部 分 时 ， 只 需要 考虑 一 个 不 可 分 线 图 
G 戎 可 . 

考虑 线 图 GE)， 它 是 由 避 删 除 边 。 得 到 的 一 个 子 图 。 因为 
G5) 是 平面 的 ， 氛 以 G45) 可 画 在 一 个 平面 上 ， 其 中 没有 交 又 边 ， 
设 边 e 的 端点 是 # 和 v 。 在 这 个 平面 图 形 中 ， 存 在 包含 顶点 4， 
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2 的 最 大 回路 C ， 合 得 其 他 任何 包含 上 ，z2 的 回路 都 在 马 的 让 
部. 回路 品 把 G (下 ) 分 成 C, 和 
Gi 两 部 分 ， 其 中 C。 由 所 有 
中 在 外边 的 边 组 成 ，G; 由 
所 有 症 在 C 内 部 的 边 组 成 ， 
如 加 4-2-12 所 了 示 。 因 此 GG(a) 
-GUGUC, 其 中 GG 
和 记 无 重 边 。 图 1.2 .12 [i 小 C 和 子 图 Gs 

假定 我 们 从 顶点 开始 ， 按 师 时 针 方 启 画 回路 C 时 ， 经 过 项 
点 的 顺序 为 p， Ts ra ;is G9 Firts “**9 fn 再 回 到 了 祖 。 
我 们 把 这 些 项 点 分 成 三 溢 分 ， 一 部 分 由 顶点 ri， ra ……，r 组 成 ， 
另 一 部 分 由 rt ……，m 组 上 股 ， 第 三 部 分 为 项 点 了 和 和 48。 为 了 方 
便 ， 用 记号 [p,q] 来 表示 第 一 部 分 项 点 的 供 合 , 即 [p,9] = (ri,r1， 
oF 类似 地 ，[q,pj= Cit re) 福 意 ，(p,g) 表示 由 
上 和 9 这 两 个 顶点 组 成 的 集合 。 采 用 这 些 记号 后 ，C 中 所 有 的 项 
点 可 以 表示 为 [p,qgjU[g, OU (p,q)， 并 且 ， 在 集合 [p,qgl, [g， 
幻 和 (5,9) 中 ， 任 意 两 个 集合 无 公共 顶点 . 

由 于 各 是 非 平面 留 ， 所 以 在 图 4-2-12 所 示 G(z) 的 平面 图 形 
中 ， 我 们 丰 可 能 在 C 的 外 部 再 加 一 条 
以 4 ，2 为 端点 的 边 。 ， 而 不 与 其 他 
边 相 交 。 轩 此， 在 G4, 中 必然 有 一 条 由 
5v 4] 中 顶点 2 到 LWw，v] 中 顶点 
6 的 路 径 已 。 现 样 ， 在 C, 中 必然 有 
一 条 由 [Cv ，w]J 中 顶点 c 到 [Cw，v] 
中 顶点 4 的 路 径 P;， 如 图 4-2-13 所 
示 。 根 据 顶 点 c 曾 @ 的 不 同位 置 ， 可 
能 出 现 以 下 几 种 情形 . 
图 1-2-13 路 从 Ps 和 情形 1 假定 cE [a,4]，d€[6， 
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2， 如 图 4-2-13 所 示 ， 显 做 由 个 ，P。，Pi; 和 边 e 组 成 的 子 图 与 基 
本 非 末 两 图 GG 同 味 。 当 eE Lv,，a]， df[r. 8 时 ， 这 全 结论 也 
成 立 。 
情形 2 假定 cE[a,w1, d € [Cu , od 

好 ， 如 图 4-2-14 白 示 。 为 了 咏 下 出 现 
G(2) 的 一 种 新 的 画 法 ， 其 中 六 省 Po 都 cg 
在 C 的 抢 部 而 无 相交 的 边 ， 必 然 有 如 
图 4-2-15(a) 所 示 的 一 条 有 路径,。 注 
宕 ， 启 是 从 [65， oj 中 的 一 个 顶点 2 ， 

到 PP 中 界 于 5c ，d 的 顶点 了 的 路 各， 

当然 我 们 也 可 以 菏 加 图 4-2-15(8) 所 
示 的 路 径 P,， 来 得 到 同 拜 的 结果 ， 但 图 全 214 第 形 21 风 6) 

所 得 的 图 中 有 一 个 回路 CC ， 它 双 舍 顶点 4 ，v ,并且 在 同 路 忆 的 
外 部 ， 这 与 每 一 个 包含 顶点 ww，v 的 回路 都 在 回路 C 内 遍 的 假 涩 
矛盾 ,因此 ,在 这 种 销 形 下 ， 只 从 要 考 岂 图 4-2-15(a) 所 示 的 结构 。 


图 4-2-15 也 的 位 置 
《2) 路 径 户 ;1 (hbh) 亡 路 局 / 


图 4-2-15(8) 记 示 的 线圈 加 上 边 e ， 包 售 一 个 如 图 4-2-16 所 


* 171* 


示 鲁 子 图 ， 它 与 Gs 是 间 趾 的 。 对 e = v 和 (或 )c=a， 这 一 结论 也 成 
立 。 由 于 对 称 性 ， 当 cE[v,a]，dE[6b,v] 时 ， 也 得 到 相同 的 结 
论 ， 注 意 ， 我 们 已 绕 包 括 了 c “=o 或 者 5=d 的 情形 。 而 如 灶 既 有 
c=a 又 有 8=d， 则 是 下 一 种 情形 。 

情形 3 ”为 了 完成 证 上 明 ， 需 要 考 碟 的 最 后 一 种 情形 是 c=a， 
b=d。 在 这 种 情形 下 ， 如 陪 4-2-17 所 示 ， 如 果 设 有 另 一 条 有 路径 
P:， 则 图 4-2-15(a) 中 的 线 图 可 以 重 画 ， 使 得 也， (以 及 P,) 在 C 
的 外 部 。 因 此 路径 已, 必然 存在 。 


图 4-2-16 非 平 面子 图 图 4-2-17 Ps 的 位 置 


在 这 个 线 图 中 加 上 边 e ， 根 据 忆 的 不 同位 置 ， 图 4-2-18 所 示 
的 四 个 线 图 之 一 将 成 为 其 子 图 。 也 就 是 说 ， 当 gE [wb (这 里 7 
可 以 等 于 v ，e 可 以 等 于 有》 时， 以 (a) 中 的 线 图 为 其 子 图 ， 当 
gE [aa 《这 里 6 可 以 等 于 玉 ，f 了 可 以 等 于 v) 时 ， 以 局) 中 的 线 
全 为 其 子 图 当 g=u， 而 he 时， 以 《c) 中 的 线 图 为 其 子 图 ， 
当 g=tw 有 =e 肝 ,以 (d) 中 的 线 图 为 其 子 图 .前 三 个 线 图 CC:，C， 
都 同 胚 于 Gs ,后 一 个 线 图 C 与 @. 同 胚 . 这 就 完成 了 定理 4-2-1 
的 证 明 。 (证 毕 》 
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一 到 一 
《cy 
图 4-2-18 非 平 面 图 CGIGC3CGA 


4-3 对 偶 性 


用 4-2 节 所 讨论 的 库 接 托 斯 基 定 理 来 检验 一 个 线 图 是 否 平 面 
围 ， 是 相当 困难 的 ， 因 为 它 需 要 考察 5 阶 以 上 的 全 部 子 图 而 惠 
特 尼 给 出 对 偶 性 性 质 ， 保 证 了 当 一 个 给 定 的 线 图 是 平面 时 ， 另 一 
个 线 图 也 存在 。 因 此 ， 对 于 某 些 应 用 问题 来 说 ， 用 冲 特 尼 定 理 玉 
判断 平 页 图 可 能 比较 容易 。 为 了 学 习 惠 特 尼 的 对 偶 性 定理 ， 我 们 
定义 线 图 的 零度 如 下 。 
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定义 4-3-1 线 图 避 的 零度 入 是 
N=n-n+p (4-3-1) 
这 里. 是 GG 的 边 数 ， 坟 是 项 点 数 ，p 是 最 大 连通 子 图 的 狼 明 ， 
根据 定义 2-2-1， 一 个 线 图 的 秩 忆 是 . 
R=#-p 《4-3-2》 


因此 举 度 六 可 表示 为 
N=n.-R (4-3-3) 
由 此 等 式 可 以 看 出 ， 一 个 线 图 G 的 零度 和 秩 的 和 等 于 GG 的 边 数 。 
N+R=n, (4-3-4) 


例如 ， 图 4-2-11(a) 所 东 线 图 G 由 15 条 边 利 10 个 项 点 组 成， 并且 
是 连通 的 ， 因此 人 的 零度 是 6 ， 注意， 由 定理 3-3-5， 一 个 线 图 
中 线性 无 关 的 同 路 个 数 也 是 n, -和 + p， 它 等 于 该 线 图 回路 矩阵 的 
牧 。 因 此， 一 个 线 图 的 零度 就 是 此 线 图 回路 矩阵 肿 秩 . 

在 对 偶 图 的 讨论 中 ， 我 们 必 顷 把 自 环 算 作 线 图 中 的 边 ，。 

约定 在 这 一 节 中 ， 线 图 可 以 有 自 环 。 

考虑 两 个 线 图 GG 和 和 避 ， 前 者 由 边 el，e:，……，es 组 成 ， 后 
者 由 e141，e2，…-，e4. 组 成 ， 寻 p= 1]，2，………， ne， 我 们 选取 Gs 中 


图 4-3-1 
(a) 线 图 Ci， (bj 线 逆 Gy 


"174* 


的 边 er 作为 与 Ci 中 的 边 e* 对 应 的 边 ， 于 是 便 得 到 上 的 边 利 Gs 的 
边 之 癌 的 一 个 1: 1 对 应 。 设 gq. 是 G, 的 由 边 gi 21 "ii 构 
成 的 子 图 ，g, 是 C: 的 由 边 e'，,，e';,,…，ei， 构成 的 于 图 ， 则 称 
和 为 9: 的 对 应 子 图 。 另 外 ， 为 了 方便 ， 用 符 续 代表 一 个 线 图 GG 
的 子 图 5 的 补 图 。 也 就 是 说 ，# 由 G 中 除 8 的 边 外 所 有 的 边 和 不 
在 9 中 的 孤立 点 组 成 . 

例 4-3-1 考虑 图 4-3-1(a) 和 (人 b) 中 的 两 个 线 图 C 和 GG。 假 
定 对 p=1, 2,.…,7, G: 的 边 ey 对 应 于 Cs: 的 边 e* 。 又 假定 我 们 
选取 局 ,的 子 图 9,， 它 是 由 e,，e,，es 和 es 组 成 的 ， 如 图 4-3-2(a) 
所 示 。 则 忆 s 中 与 94 对 应 的 子 图 9: 如 图 4-3-2(b) 所 示 。 用 这 些 子 
图 ， 我 们 可 以 定义 线 图 的 对 侦 性 如 下 ， 


(a) 《by + Cc) 
图 4-3-2 
人 a)》 全 | 的 也 图 9 (b) Gz 的 于 图 g2， 《c) 补 图 El 

定义 4-3-2 ”一 个 线 图 CG: 称 为 线 图 @G 的 对 价 ， 如 果 存 在 G, 和 和 

Gz 的 边 之 间 的 1 :1 对 应 ， 使 得 对 C: 的 每 一 个 于 图 9 
n= PR, — rs {4-3-5) 
其 中 中 是 9 的 零 谋 ， 吕 :是 C: 的 秩 ，r: 是 8 的 秋 ，9gs 是 GG; 中 对 应 于 

纪 的 于 图 ， 而 5 是 9: 的 补 图 ， 

很 据 这 个 定义 ， 如 果 g, = 全:， 则 如 是 G, 的 一 个 不 含 任何 边 的 
子 图 ， 因 此 ，7s; 是 零 ， 并 且 g,= Ci， 这 就 意味 着 包 = We 的 零 
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度 ) 。 于 是 ， 如 果 G: 是 G, 的 对 偶 ， 则 据 式 (4-3-5)?。， 我 们 有 
N,=R, (4-3-6) 
因为 G, 和 G; 的 边 数 都 是 i.， 这 里 和 6, 是 6, 的 对 偶 , 故 式 (4-3~6) 
可 以 写作 


ne— Ni=n,— HR, {4~3-7) 
由 式 (4-3~3)， 这 个 等 式 变 成 
Rh 三 mW (4-3-8) 


这 样 ， 由 式 (4-3-6) 和 (4-3-8) 可 以 看 出 ， 如 果 G, 各 是 对 侦 的 ， 
则 NN ,= RR,， R=N,, 
设 吕 的 边 数 是 %,， 训 是 G1 的 子 图 ， 它 由 re, 条 边 组 成 。 又 设 
Me, = Ne — tes (4-3-9) 
或 
He, + fey = He (4-3-10) 
当 G。 是 G ,的 对 偶 时 ， 设 g, 是 Ca 中 与 于 对 应 的 子 图 记 的 补 图 ， 则 
9 的 边 数 是 m.,。 于 是 式 (4-3-5) 变 成 


n= 下 一 入 (4-3-11) 
其 中 如 是 2, 的 零 眶 ,rs 是 gs 的 秩 。 此 式 可 以 改写 成 
He— Ri =~ Ro tr (4-3-12》 
或 由 式 (4-3-3) 和 (4-3~10)， 
etn m= Ntr, 《4-3-13》 
把 nr, 移 到 等 式 右 边 ， 我 们 有 
7 = Ns (ne 72) {4-3-14) 
或 
F = As 一 ma (4-3-15) 
由 式 (4-3-8)， 以 上 综 式 变 成 
各 = 四 :一 到 {4-3-16) 


这 说 明 ， 如 果 C* 是 CI: 的 对 偶 ， 那 么 C: 是 Cs: 的 对 侦 ， 
对 于 一 个 平面 图 G1， 如 果 已 知 平面 图 Cs 是 G 的 对 偶 ， 我 
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们 介绍 一 种 构造 的 方法 。 

定义 4-3-3 设 有 nn 条 边 的 线 图 C, 是 一 个 平面 图 ， 它 已 被 曾 
在 一 个 平面 上 且 没 有 边 相 交 。 我 们 和 通过 以 下 过 程 由 C, 适 出 一 个 
线 图 C::， 在 C: 的 每 一 个 区 域 中 画 一 个 顶点 ， 并 画 出 z% 条 边 ， 使 得 
其 中 每 一 条 近 刚 好 和 C, 中 的 一 条 按 相 交 。 这 种 由 C: 画 出 G, 的 过 
程 称 为 D 过 程 . 闪 得 到 的 线 图 G 叫 做 从 G, 经 忆 过 程 得 到 的 线 图 ， 

便 如 ， 我 们 可 以 由 图 4-3-3 中 的 C, 来 构造 线 图 G: .首先 , 在 每 
个 区 域 中 分 别 夯 一 个 顶点 1，2 ，3 ，4 ， 然 后 画 出 与 边 a 相交 
询 边 as ， 与 边 8 根 交 的 过 5 ， 等 等 ， 如 图 4-3-4 所 示 。 


图 4-3-3 一 个 平面 图 [四 4-3-4 ”号 过 际 


现在 ， 我 们 要 来 说 明 ， 由 一 个 平面 图 G, 经 也 过 程 得 到 的 钱 
图 C: 是 如 的 对 侦 。 

南 以 君 进 ， 对 于 一 个 连通 线 图 GG,， 旭 果 Gs 是 由 Cl 经 万 过 程 
得 到 的 ， 则 Gi, 也 可 以 由 ;经 咯 过 程 得 到 ， 

为 了 说 明 从 一 个 有 眼线 图 C ,经 万 过 程 得 到 的 锚 图 G' 是 连通 
的 ， 我 们 考虑 妇 在 平面 Z 上 前 一 个 图 形 。 我 们 在 任 一 区 域 忌 内 放 
一 个 点 v ,而 在 另 一 个 性 意 区 域 R' 中 放 一 个 点 v'。 因 为 G 的 顶点 
数 是 有 限 和 的 ， 故 可 以 在 Z 上 画 一 条 从 点 v 开始 色 点 v' 为 止 ， 朋 不 
鲍 过 局 中 任 一 顶点 的 线 上 上 , 设 el, eo， :…:, ep 是 G 中 与 线 工 相 交 
的 边 ， 考 虐 G "中 对 应 于 el， es; …… ,ey 的 边 e1， Es， ez 组 成 
的 线 图 9 。 显然 点 ”和 坟 对 应 于 2 的 顶点 ” 和风。 因为 工 一 个 一 
个 地 穿 过 车 于 区 域 ， 我 们 可 以 将 9 从 顶点 v 到 顶点 ”连续 夯 出 
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来 。 我 们 这 样 面 时 ， 可 能 在 一 些 边 上 会 有 重复 ， 但 显然 在 2 的 两 
个 顶点 和 zw 之 阅 存在 一 条 路 径 。 对 于 G' 中 任意 选取 的 两 个 项 
点 ,这 个 结论 都 成 立 , 轩 此 ,出 连通 图 的 定义 可 知 ，G' 是 连通 的 ， 

定理 4-3-1 由 一 个 线 图 经 呈 过 程 得 到 的 线 图 烃 连 通 的 ， 

例 4-3-2 如 图 4~3-5 所 示 ， 在 线 图 忆 中 ， 我 们 把 点 v 和 vw 分 
别 放 在 区 域 访 和 员 ' 内 、 然 后 我 们 画 线 荆 ， 使 它 不 经 过 忆 欧 任 一 
顶点 。 这 条 线 工 经 过 边 e1,，e;,，es，e4; Es。 在 从 G 经 DD 过程 得 
到 的 线 图 GG 人 (图 4-3~6) 中 ， 与 6/，e,，es，e4， es 对 应 的 边 是 e1， 
e2，E4， 04，6s， 它们 构成 图 4-3-7 所 示 的 子 图 9 。 这 个 子 图 g* 
可 以 从 项 点" 开始， 按照 e1，e;，e 3，es，e4，e: 的 顺序 连续 夯 
注意 在 e:? 面 了 两 次 ， 容 易 看 出 ， 在 序列 (eesesese:e3) 中 ， 存 在 
一 个 序列 (ese:e5)， 它 是 项 点 " 种 uv! 之 间 的 跑 径 ， 

遂 过 刀 过 程 ，、 在 一 个 线 图 的 回路 和 另 一 个 线 图 的 割 集 之 辐 建 


图 4-3-5 线 图 G 有线 工 区 4-3-6 线 图 G7 


图 4-3-7 子 网 g’ 


净 了 某 厦 联系 ， 

定 还 4-3-2 设 C = (el，e，……，eo) 是 避 , 的 一 个 回路 。 设 
C: 是 从 Ci: 经 万 过 程 得 到 的 钱 图 ， 则 边 e，@，…-，e 构成 Gs 的 
的 一 个 荐 集 ， 这 里 e* 是 zj 的 对 应 按 ， p=1, 2, '-*, 有 

证 明 ， 首先 要 注意 ， 当 我 们 说 GG 是 从 G1 经 品 过 程 得 到 的 
时 ， 总 是 假设 Gi( 和 Cs) 夯 在 一 个 平面 上 且 没 有 两 条 按 相 交 。 因 
此 区 域 是 确定 的 ， 

设 矿 ,，， 丈 :，-………， 玉 ,是 G, 欧 在 回路 C 内 部 的 区 域 。 谈 v1， 
Uzss ”3 攻坚 G: 的 在 医 域 矿 ， WwW,, "yg WwW, 内 的 项 点。 又 说 
Us Vy “ss Ug) 全 = 如 一 中， 这 里 只是 G: 的 所 有 顶点 的 
集合 ， 则 (0Q, x 总 ) 是 边 e1，e2，…*，es 的 集合 ， 这 些 边 与 C 
中 药 边 对 应 。 我 们 知道 ， 如 (DD; x 互 ) 或 为 害 集 ， 或 为 割 集 的 元 重 
边 并 。 如 果 加 (和 x 瑟 》 不 是 制 集 ， 则 子 图 《81x 2,) 或 子 图 
(ax3) 必 然 是 分 离 的 《 见 2-2 节 和 2-3 节 ) 

考虑 CG, 的 一 个 子 图 9,， 它 由 回路 已 中 的 边 e1，e,，…*，e, 利 
位 于 C 内 部 的 所 有 边 组 成 ， 如 图 4-3-8(a) 所 示 。 注 意 ，G: 中 对 
应 于 gi - (el，ez ，…*，EBs) 的 边 构 成 帮 (91 x 旨 ,)， 如 图 4-3-8(b) 


图 4-3-8 ” 回 铬 CC 和 敌 集 2 (02: x 1) 
《2) 现 图 GL 和 Gol ‘bb》 gi 和 Ox 
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所 示 。 设 g, 是 在 g, 中 短路 C 的 所 有 边 e ，e，………，e。 得 到 的 线 
图 。 我 们 可 以 把 g, 的 边界 ( 即 回 路 C》 看 作 一 个 顶点 ， 想 象 出 
gg, 可 以 看 出 ，& (QO1x 9) 也 是 从 g, 经 吃 过 程 得 到 的 线 图 ， 因 此 ， 
由 定理 4-3-1，i(Q x 0,) 是 连通 的 。 同样， 线 图 攻 (2,x 8,) 也 
是 连通 的 。 因 此 C0; x D,) 是 一 个 荐 集 ， ” 《证 毕 ) 

定理 4-3-3 设 5 = (eu 29 ““" “9 tn) 是， 的 一 个 割 集 。 又 
设 C: 是 从 C, 经 万 过 程 得 到 的 线 图 ， 则 Gs 中 与 5 的 边 e,， E29 “"**s 
en 对 应 的 边 o.，e:，-…， 的 构成 一 个 回路 。 

证 明 ， 车 G, 是 连通 的 ， 则 结论 是 显然 的 。 假设 G, 是 分 离 
的 ， 则 如 图 4-3-9(a) 和 (b) 
所 示 ， 我 们 可 以 看 出 ， 在 由 
Gl 经 思 过 程 得 到 G: 以 后 ， 
再 由 GG 经 万 过 程 得 到 前 C， 
有 一 些 制 点 ， 适 当地 切 开 这 
些 割 点 ，G' 就 变 成 了 G,。 
在 这 种 情况 下 ，G' 的 制 集 
也 就 是 G, 的 制 集 。 (证 毕 》 

从 上 面 两 个 定理 ， 可 以 
看 出 

R=N, (4-3-17) 
其 中 忆 是 G, 的 秩 , 和 ;是 由 个 


经 口 过 程 得 到 的 线 图 G, 的 (6) 和 GS 
零度 ， 图 4-3-9 
定理 4-3-4 从 人) 经 DD {ta} Gi, 和 Gss 《b》 Gi 和 G1 


过 程 得 到 的 平面 图 Gs, 是 ,的 对 侦 图 。 

证 明 ， 假定 我 们 短路 G, 的 一 条 边 。e ， 得 到 一 个 线 图 gs:， 那 
么 ， 删 除 C* 中 与 边 e 对 应 的 边 e"， 折 得 的 图 与 从 9 经 万 过 程 得 到 
的 图 完全 相同 。 一 般 地 说 ， 假定 六 是 CG: 的 一 个 子 图 ， 到 是 G: 中 的 
* 180 « 


对 应 子 图 ， 注意，CG: 和 GG, 都 已 按照 号 过 程 的 结果 画 在 平面 上 了 
如 果 我 们 短路 互 的 所 有 边 得 到 gy， 贡 从 C: 中 删除 本 的 所 有 边 ， 所 
得 轩 的 零度 怡 与 由 gq' 经 吃 过 程 得 到 的 图 相同 ， 

设 G, 的 秩 是 RR,， 台 的 秩 是 ?1,， 则 全 的 秩 等 于 只 一 7?,。 由 式 
《4-3~17) ,这 个 秩 等 于 g; 的 零 府 mm (g; 是 由 GG. 贡 除 瑟 的 所 有 边 得 到 
的 线 图 )， 即 

得 一天 一 六 《4-3~18) 
尼 式 对 于 G, 的 任何 子 图 和 者 成立， 注意 gs 是 瑟 的 补 图 。 因 此 和 由 定 
义 ， 忆 ,是 Gs 的 对 偶 ， 而 G: 是 G, 的 对 偶 。 《证 毕 ) 

由 定理 4-3-4， 我 们 和 邵 道 ， 万 过 程 给 出 一 个 对 偶 图 。 下 一 个 
重要 的 问题 大 ， 是 否 任 何 对 偶 图 都 可 以 由 刀 过 程 得 到 .从 定理 
4-~3-~1 中 ， 我 们 已 经 发 现 ， 由 忆 过 程 得 到 的 对 偶 图 是 连通 的 。 因 
此 ， 如 果 存 在 一 个 线 图 的 ) 对 偶 图 ， 它 是 分 离 的 ， 则 此 图 不 可 
能 直 刀 过 程 得 到 。 我 们 知道 ， 这 样 的 线 图 是 存在 的 。 例 如 ， 如 果 
我 们 选取 一 个 分 离线 图 G, 并 出 DD 过 程 得 到 一 个 线 图 G/, 则 GG 和 G7? 
对 侦 。 这 样 ， 忆 是 /的 对 手 图 , 而 局 是 分 离 的 。 所 以 上 一 个 问题 
的 答案 是 否定 的 。 因 为 存在 这 样 的 对 侦 图 ， 它 不 可 能 由 思 过 程 得 
到 。 但是， 我 们 将 会 发 现 ， 在 一 个 线 图 各 的 由 忆 过 程 得 到 的 对 惕 
图 和 G 的 其 他 任意 对 偶 图 之 问 有 一 种 关系 。 不过， 我 们 首先 要 讨 
论 前 是 ， 当 一 个 线 图 的 某 些 边 被 短路 时 ， 对 其 零度 的 影响 。 

定理 4-3-5 设 C 是 线 图 中 的 一 个 回路 ， 和 所 路 C 中 一 部 分 边 
而 不 是 全 部 边 ， 将 不 改变 线 图 的 零度 ， 而 短路 C 的 全 部 边 恰 使 零 
上 度 减 少 1， 

因为 本 章 允 许 有 自 环 ， 这 里 所 谓 短 路 一 条 边 。 ， 党 思 是 指 将 
。 的 两 个 端点 重合 耳 只 副 去 边 e 。 

证 明 ， 设 G, 是 由 C@ 短 路 C 中 前 边 得 到 的 线 图 。 又 设 六 各 
3 分 别 是 全 和 G, 的 边 数 ,mw 和 9, 分 别 是 G 和 G, 的 顶点 数 ,应 该 注 
窟 ,只 要 马 本 身 不 是 一 个 最 大 连通 子 图 ,短路 品 的 一 些 迪 不 会 改 家 
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最 大 连通 子 图 的 个 数 。 假定 我 们 短路 C 中 的 下 条 边 ， 这 里 下 小 于 
C 的 边 数 %， 风 在 所 得 的 图 G, 中 ， 


Ne = Ne—R (4-3-19) 
4 一 ?一 起 (4-3-20) 

于 是 G, 的 零度 是 
We— Nwtp=n -tytp (4-3-21) 


这 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 ， 
假定 我 们 短路 C 的 全 部 和 条 边 ， 则 在 所 得 的 图 C, 中 ， 


He = ?ie 一 机 (4-3-22) 
且 当 C 不 是 一 个 最 大 连通 子 图 时 ， 
fw = +1 《4-3-23) 
于 是 G, 的 零度 是 
Wee— Hotp=n n+po-1 (4-3~24) 


它 正好 比 G 的 零度 少 1， 
当 C 本 身 是 一 个 最 大 连通 子 图 时 ， 短 路 CC 中 的 所 有 边 使 


ny=rn—n (4-3-25) 

但 最 大 连通 子 甸 的 数目 也 要 减少 1 ， 因 此 CG, 的 零度 是 
Ne— Hot oO-1=n.—-n+0—1 (4-3-26) 
它 也 比分 的 零度 少 1 。 《证 华 ) 


定理 4-3-6 设 G 和 G/ 对偶, 设 e 是 G 中 的 一 条 边 ，e 是 C7 
中 的 对 应 边 。 又 设 口 , 是 由 GG 短路 边 。 得 到 的 线 图 ，C* 是 由 C /市 
除 边 e' 得 到 的 线 图 ， 则 GG 和 Gs, 对偶. 
证 明 : ”考虑 台中 仅 由 边 e 组 成 的 子 图 9 。 因为 人 和 G 对 
偶 ， 以 下 等 式 几 戌 立 : 
n=R’ 一 F 《4-3-27) 
其 中 "是 8 的 零 谋 ， 民 ' 是 G' 的 秩 ，F 是 G。 的 黎 。 若 e 是 一 个 
自 环 , 则 9 的 等 度 n=1。 因 此 由 式 (4-3-27) :Cs 的 秩 必 然 比 CC 的 
区 少 1 。 如 果 。 不 是 一 个 自 环 ， 则 9 的 零度 n=0。 因 此 G' 的 秩 
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和 Co 的 铁 相 网 。 由 这 个 结果 ， 下 面 我 们 柯 以 证 明 G. 和 G ,对 个 。 
设 9 是 G 的 一 个 子 图 。 假 定 9 包含 边 e 。 设 gs 是 由 9 短路 边 e 得 
到 的 ，% 是 G4 中 对 应 于 9 的 子 图 。 现 在 我 们 要 确定 下 式 是 否 
成 立 ， 
入 二 如 一 了 《4-3-28) 

注意 是 9, 的 零度 ，R4, 是 G4 的 秩 ， 而 是 g4 的 补 图 于 的 牧 ， 

假定 e 是 一 个 自 环 ,因为 5/ 是 G' 中 对 应 于 9 的 子 图 的 补 图 , 故 
/中 子 图 环 与 如 中 的 西 相 同 .因此 和 匆 7 就 是 有 的 秩 7 . 另 一 方面 ， 
由 于 e 是 自 环 ，0G4 的 秩 R, 比 G' 的 秩 R' 少 1 。 于 是 Ro 一 x6 比 囊 / 
-F 少 1 。 由 定理 4-3-5， 由 于 e 是 与 环 ，9, 的 零度 n 比 9 的 零 
度 少 1 。 因 此 式 (4-3~28) 成 立 。 

车 。e 不 是 自 环 ， 则 由 上 面 的 结果 ，G， 的 秩 FR 与 G7 的 秩 相 
同 。 并 县 由 定理 4-3-5,9, 的 蕉 度 mr 与 9 的 零度 相合. 因此， 当 e 不 
是 自 环 时 ， 式 (4-3-28) 也 成 立 。 所 以 我 们 作证 绪论 ， 对 于 任何 由 
9 短路 其 中 的 边 。 所 得 的 9 ， 式 (4-3-28) 都 是 对 的 。 但 是 ， 对 
G, 的 任 一 子 了 图 9,， 显 然 存在 如 的 一 个 子 图 9 ， 使 得 (1 9 包含 边 
ev,《【〈2)9 短 路 边 e 就 变 成 9,。 因 此 式 (4-3-28) 对 G, 的 任何 子 图 


9 都 成 立 。 散 G 和 G5 对偶, 《证 毕 ) 
定理 4-3-7 设 G 和 GG’ 对 但， 则 的 一 个 加 将 对 应 于 的 
一 个 割 集 . 


注意 ， 册 定理 4-3-2， 如 暴 G "是 从 克 经 刀 过 程 得 到 的 线 图 ， 
则 G 交 一 个 末路 对 应 于 G7 的 一 个 制 集 ， 本 定理 强调 的 这 一 性 质 
对 任意 两 个 互相 对 假 的 线 图 都 成 立 。 
证 明 ， ”假定 我 们 令 9 等 于 GG 中 的 回路 C 。 我 们 要 说 明 9 的 
对 应 子 图 g' 是’ 中 的 掀 集 , 设 G, 是 由 短路 8 中 所 有 边 得 到 的 
图 ，G* 是 由 G 7 删除 97 的 所 有 边 得 到 前 图 。 据 定理 4-3-5， 
N-1=N, (4-3-29) 
其 中 丸 是 局 的 零度 ，N, 是 G6, 前 稚 度 ， 
“了 83 。 


连续 运用 定理 4-3-6， 和 容易 说 明 C, 和 G? 是 对 据 的 ， 因 志 ， 
N,=R, (4-3-30) 
这 里 RR 是 G4 的 秩 。 因 为 
N=R/ (4-3-31) 
故 式 (4-3-29) 洗 明 ，G, 的 秩 比 ("的 牧 少 1 。 这 就 意味 着 ， 删 只 
g 的 所 有 边 将 使 G' 的 秩 焉 少 1， 

如 果 我 们 取 9 为 回路 C 的 一 个 豆子 图 , 则 由 定理 4-3-5，CG, 的 
零度 与 的 零 府 相同。 因此 式 (4-3-29) 和 《4-3-30) 说 明 , 如 果 删 
除 与 回路 C 中 的 边 对 应 的 一 部 分 而 不 是 全 部 边 ，G' 的 秩 不 会 减 
少 。 于 是 据 割 集 的 定义 ， 女 " 里 对 应 于 GG 中 一 个 回路 的 边 组 成 G' 
的 一 个 其 集 . 《证 毕 》 

现在 我 们 已 经 作 好 准备 ， 可 以 来 研究 作为 其 他 线 图 对 偶 的 线 
图 所 具有 的 一 个 重要 性 质 ，。 

定理 4-3-8 若 G 是 G' 的 对 偶 ， 则 人 G, 是 G' 的 对 偶 , 当 且 仅 当 
G, 和 G4 是 2- 同 构 的 。 

证 明 : ”假定 G, 是 G!' 的 对 偶 ， 则 在 G, 的 边 和 的 边 之 间 存 
在 一 个 1; 1 对应， 使 得 G, 的 回路 对 应 于 G "的 割 集 、 因 为 在 G1 的 
边 和 G' 的 边 之 间 也 有 一 个 1 ; 1 对 应 ， 使 得 GG 的 回路 对 应 于 G!' 的 
着 集 ， 所 以 我 们 可 以 作 G, 的 边 和 G;: 章 边 之 间 的 一 个 1 : 1 对 应 ， 
使 得 在 GG, 的 回路 和 GG; 的 回路 之 间 得 到 一 个 1 : 1 对 应 、 这 就 证 明 
了 定理 的 第 一 部 分 。 

下 面 ， 假 定 G, 和 GG; 是 2- 同 构 的 。 因 为 GG, 和 G' 对 侦 ， 对 GG 
性 一 子 图 g,， 式 (4-3~5) 成 立 ， 也 就 是 

n= R’ 一 7 (4-3-32) 
其 中 由 是 9 的 零度 ， 五 "是 各 "的 秩 ，7“ 是 全/ 中 9 的 对 应 了 于 图 g' 的 
补 图 的 秩 。 因 为 和 ;是 2- 同 构 的 ， 在 ,的 过 和 :的 过 之 间 存 
在 一 个 1:1 对 应 ， 使 得 G; 的 回路 对 应 于 Cs 的 回路 。 因此 存在 
的 一 个 由 91 的 对 应 边 构成 的 子 图 g,。 显 然 9, 的 零度 hn, 等 于 gi 的 
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生 久 后 ， 又 显然 9 是 9: 的 对 应 子 图 。 于 是 我 们 有 
n=R’ 一 7 (4-3-33) 
这 就 证 明了 G, 和 OG!' 是 对 侦 的 。 《证 毕 》 
例 4-3-3 ”考虑 如 图 4-3-10 所 未 
的 线 围 他 。 如 的 对 俩 图 上 是 由 轧 过 
程 得 到 的 ， 如 图 4-3-11(2) 所 示 ， 它 
可 以 被 重新 渍 成 4-3-11(b) 的 样子 。 
图 4-3-12 所 示 的 线 图 G: 也 是 G 的 一 帮 
个 对 偶 . 我 们 可 以 看 出 ， 人 ,和 人 ;是 2- 
辣 构 的 。 


图 4-3-ii1 人 的 对 候 图 如 
(2) 出 刀 过 种 得 如，(b) 和 道 画 G， 


对 定理 4-3-7 作 一 些 履 改 ， 我 们 将 得 到 关于 对 从 图 的 存在 性 


前 一 个 重要 定理 。 
定理 4-3-9 设 刀 是 线 图 C 

的 一 个 回路 和 矩阵， 则 宫 有 一 个 对 
偶 ， 当 且 仪 当 存在 一 个 线 图 G’， 
在 GG 的 边 和 局 ′ 的 边 之 间 有 一 个 
1 : 1 对 应 ,使 得 G9 的 一 个 割 集 

图 4-3-12 避 的 一 个 对 烛 图 GG。 虑 阵 给 于 吕 。 

证 明 : 若 存 在 一 个 线 图 如 "是 G 的 对 偶 ， 则 据 定 理 4-3-7， 
此 定理 为 真 . 
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企 定 如 定 芝 样 一 个 续 南 ， 在 各 散 边 形 G7 的 边 之 闻 有 一 -个 
1 :1 对 应 ， 使 得 如 * 的 井 售 矩阵 是 已 。 由 这 个 假设 ， 我 们 要 来 证 
明 C“ 是 人 的 对 偶 ， 

设 G. 是 由 G 短 路 边 e 得 到 的 线 图 。 又 设 肪 是 由 全 的 回路 抢 嘴 
世 吉 去 表示 边 。 的 列 ， 再 删 去 元 素 全 为 零 的 行 〈 如 果 这 样 的 行 存 
在 的 话 》 得 到 的 矩阵 ,注意 元 素 全 为 堆 的 行 是 由 于 山 除 了 一 列 , 而 
此 询 代 表 的 边 。 是 一 个 自 环 而 产生 的 .我 们 可 以 把 中 .看 成 C. 的 回 
路 从 和 隆 。 设 Gt 是 由 G' 医 去 与 GG 中 边 。 对 应 的 边 e ”得 到 的 线 图 ， 
则 已 .显然 是 6 的 贸 集 撼 阵 。 

如 果 我 们 不 是 短路 @ 的 一 条 边 ， 而 是 短路 全 中 一 个 子 转 9 的 
所 有 边 ， 就 有 以 下 的 结果 ; 设 Ce 在 由 @ 短 路 子 图 9 中 的 所 有 边 
得 到 的 线 图 、 又 设 ,是 由 8 草 去 代 交 89 的 所 有 边 的 列 ， 再 删 去 
元 素 全 为 零 的 行 得 到 的 矩阵 。 则 可 油 出 ，2B,， 是 G; 的 回路 矩阵 。 
设 Gr 是 由 G 删除 G 中 与 9 对 应 的 子 图 9 的 所 有 边 得 到 前 ， 则 
了 是 xz 的 割 集 年 阵 。 因 为 回路 罕 阵 的 行 数 对 寂 线 图 的 零度 ， 
若 # 关 9 的 零度 ， 则 六 -是 Cs 的 零度 ， 其 中 六 是 @ 的 零 话 。 并 
且 ， 由 于 B, 是 一 个 割 集 矩阵 ，N 一 n 是 5 的 牧 ， 也 就 是 


N-n=7’ (4-3-34) 
而 且 ，G /的 秩 R!' 等 于 G 的 零度 N。 因 此 我 们 有 
R’'—n=7/ (4-3-35) 


由 此 式 郧 可 得 到 式 (4-3-18)。 这 对 于 
G 的 任何 子 图 9 都 成 立 。 因此 G 和 


G“ 是 对 偶 的 。 《证 毕 》 
定理 4-3-9 导出 了 以 下 表明 平面 
图 蛙 征 的 重要 定理 。 
定理 4-3-186 〈 惠 特 尼 ) ”一 个 线 
图 有 对 个 ， 当 且 仅 当 它 是 平面 的 。 。 四 1 而 入 包 下 科 


证 明 ;， 定理 的 前 一 前 分 是 显然 Casb,crd, 0) 
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的 ， 岗 为 对 于 平 醒 国 ， 我 们 可 以 应 昼 厂 过 程 来 来 出 它 的 对 般 。 至 
于 定理 的 后 一 况 分 ， 只 要 注 明 一 个 非 平面 图 没有 对 偶 即 可 ， 

假定 一 . 丫 线 图 G 包含 图 4-3-13 所 示 的 基本 非 平面 疼 作 为 其 子 
图 . 则 线 图 C 的 基本 回路 矩阵 呈 可 以 这 样 选取 ， 使 这 个 非 平面 图 
关于 机 t= ta,6,c,d) 的 基本 回路 矩阵 BB 是 如 的 一 个 子 矩 阵 ,这 里 
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可 以 君 出 ， 即 使 这 个 非 平面 图 的 每 一 边 痢 轴 帅 联 的 边 来 代 
替 ，8, 仍 将 是 这 样 一 个 非 平 面 图 的 基本 回路 矩阵 的 一 个 子 矩 阵 ， 
我 们 把 B, 看 作 一 个 基本 淹 集 矩阵 .为 了 方便 ， 我们 调整 列 询 次 


序 ， 使 它 成 为 基本 割 集 矩 阵 的 形式 ， 


Bi 关于 行 1 的 万 子 阵 万 oo 痉 
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它 不 可 能 被 分 块 为 式 (3-5-3) 的 形式 ， 而 使 瑞 ; 和 五: 都 不 空 。 于 
是 Bi 关于 行 1 的 两 个 M 子 隆之 一 将 成 为 


M(1)=B, (4-3-39) 
类 似 地 ，M 1) 关于 行 2 的 两 个 必 子 阵 之 一 是 
M(12)=B1 (4-3-40) 
进一步 ，M (12) 关 于 行 4 的 村 于 阵 对 之 一 是 
MO240) =B' {4-3-41) 


因为 M(124) 的 列 5 在 行 1，2 ，4 共 有 三 个 1， 故 据 定 理 
3-5-10，M (124) = B' 不 是 具有 表示 关联 集 的 行 1，2 ，4 的 基 
本 割 集 人 矩阵。 并 且 ， 用 行 1]，2， 1 ,4 
我 们 总 可 以 得 到 一 个 矩阵 M (124) 来 _ 
作为 好 子 阵 ， 因 此 ， 我 们 可 以 说 ， 网 


如 ,不 是 一 个 基本 割 集 和 矩阵 。 所 以 , 据 3 

定理 3-5-11， 了 召 不 可 能 是 一 个 基本 割 

集 和 矩阵 。 于 是 据 定理 4-3-9，G 没 有 ea 

对 从 。 图 4-3-14 另 一 个 基本 非 平面 
继续 证 明 ， 假 定 线 图 G 包含 如 图 图 和 树 (@,6,c,d,e) 


4-3-14 所 示 的 另 一 个 基本 非 平 面 图 为 其 子 图 ， 风 人 的 基本 回路 抵 
阵 了 可 以 这 样 选取 ， 以 Gr; 基于 树 t= (a, b,c d, 2) 的 基本 回路 
挎 阵 妃 为 召 的 子 矩 阵 ， 这 里 


abececdre 123 4 
1T10101i110000 
2|01101i0100 

Bs 01011i00 0 (4-3-42) 
410011i0001 


注意 ， 为 了 方便 ， 单 位 拭 阵 是 放 在 右边 的 。 和 前 面 一 样 ， 如 能 证 
明 B, 不 可 能 是 一 个 线 图 的 割 集 算 阵 ， 则 8 不 可 能 成 为 一 个 线 图 的 
莉 集 拭 隆 ， 从 而 证 明了 G 不 可 能 有 对 侦 ， 
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妃 关 于 行 1 的 醒 个 邓 子 阵 之 一 是 
M(1)=B, (4-3-43) 
M{1) 的 关于 行 2 的 两 个 好 子 阵 之 一 是 
JM (12》 = 8B, (4-3-44) 
进一步 ，M (12) 关 手 行 3 的 两 个 对 子 阵 之 一 是 
M(t123) = 8B, 《4-3-457) 


因为 村 (123) 的 列 e 在 行 1 ,2 , 3 共有 三 个 1 ， 故 据 定理 3-5-10， 
召 不 可 能 是 一 个 其 行 1，2 ，3 表示 关联 集 的 基本 割 梨 和 矩阵。 而 
用 行 1，2，3 ， 我 们 将 得 到 1 (123) = B, 来 作为 B, 的 一 个 刀子 
人 阵 。 于 是 我 们 可 以 说 ， 刀 不 可 能 是 一 个 基本 割 集 和 矩阵， 因此， 据 
定理 3-5-11， 九 不 可 能 盖 一 个 基本 割 集 矩 阵 ， 故 G 设 有 对 侦 。 据 
定理 4-2-1， 即 当 且 仅 当 侣 是 非 平面 图 对 ,GG 包含 一 个 与 这 两 个 基 
本 非 平 面 图 同 肽 的 子 图 。 于 是 我 们 可 以 疡 定 定理 为 真 。 《证 毕 ) 
我 们 知道 了 只 有 平面 图 才 右 对 偶 这 一 结论 ， 可 以 得 弄 平 而 图 
的 一 些 有 趣 的 性 质 。 设 G' 是 一 个 连通 线 图 G 的 对 偶 。 假定 G 被 
画 在 一 个 平面 上 且 没 有 两 边 相 交 。 又 假定 G 是 册 忆 经 喇 过程 得 
列 的 。 则 我 们 知道 ，G' 的 每 一 个 顶点 是 在 GG 的 每 一 个 区 域 中 . 
由 定理 2-4-6， 我 们 知道 ， 在 G9 中 存在 %%6 一 1 个 线性 无 关 的 
关联 集 ， 这 里 nm, 是 G!' 的 顶点 数 。 设 n. 是 局 的 边 数 。 【注意 上 的 边 
数 与 如 的 边 数 相同 .》 因为 所 定理 3-3-5， 侣 中 线性 无 关 的 回路 
激 为 n. 一 n+ 1， 这 里 to 是 忆 的 顶点 数 ， 又 因为 GG 的 回路 对 应 于 G7/ 
的 割 你 ， 我 们 有 
9 一 一丝 一 和 十 1 (4-3-46) 
因此 2 《4-3-47) 
我 们 说 一 个 线 图 G 是 最 大 平面 图 ， 如 果 (1)G 中 没有 并 联 
边 ，《2) 若 在 G 中 任意 两 个 顶点 之 间 汪 加 一 条 边 ，G 不 再 是 平面 
的 。 考 碟 一 个 最 大 平面 聊 G， 我 们 可 以 看 到 ， 对 应 于 每 一 个 区 域 
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《包括 外 部 区 怠 ) 边界 的 回路 答 由 三 条 边 组 成 。《〈 如 朱 示 古 这 样 
的 情况 。 我 们 可 以 在 边界 超过 三 条 边 的 区 域 中 添加 一 条 边 ， 使 其 
变 成 两 个 区 域 ,而 不 产生 交叉 边 ) 这 就 意味 着 在 由 G 经 喇 过 程 兴 到 
的 图 G/ 中， 每 一 个 顶点 治 与 三 条 边 相 连 。 于 是 其 边 数 为 3n2/2. 
据 式 (4-3-47)， 


3 3 fet 2) {4-3-48) 


Ne 2 


或 ne = 3m — 2) (4-3-49) 
定理 4-3-11 任 一 不 含 并 联 边 的 平面 图 至 多 有 3(n, 一 四 条 
边 ， 其 中 心 是 此 平面 图 的 项 点 数 。 
假定 一 个 平 看 图 人 不 含 并 联 边 ， 若 G 中 每 一 个 顶点 的 麻 至 少 
为 6， 虽 边 数 n. 至 少 是 


Ee = 3 (4-3-50) 


但 是 ， 由 以 上 定理 ， 边 数 不 可 能 超过 3kn- 2)》， 因 此 ，C 的 边 数 
小 于 3rw。 

定理 4-3-12 在 一 个 不 会 并 联 边 的 平面 图 中 至 少 有 一 个 顶点 
药 度 等 于 或 少 于 5 。 

假定 一 个 平面 线 图 〈 不 含 并 联 边 ) 的 每 一 个 顶点 的 度 都 基 
5 ， 则 图 的 边 数 是 5m/2。 据 定理 
4-3-11, , 


ov 2) (4-3-51) 


或 fb 之 12 《4-3-52) 

存在 一 个 恰 有 12 个 顶点 的 最 大 平 
面 图 ， 其 中 每 一 个 顶点 的 度 均 为 5， 
如 图 4-3-15 所 示 。 | 
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4-4 割 集 邱 阵 的 可 实现 性 ( 工 ) 


第 3-5 节 中 介绍 的 判断 割 集 矩 阵 可 实现 性 的 算法 ， 需 要 对 给 
定 上 矩阵 进行 运算 。 因 此 ， 当 我 们 要 在 某 些 艰 制 下 建立 起 一 个 基本 
害 集 矩阵 时 ， 采 用 这 和 算法 可 能 不 够 简便 。 这 里 我 们 可 研究 托 特 
在 1959 年 介绍 的 齐集 矩阵 的 一 些 性 质 ， 但 是 ， 首 先 我 们 来 研究 一 
个 平面 图 的 割 集 矩 隆 和 回路 矩阵 之 间 章 关系 。 

假定 [UB/,,] 是 一 个 平面 图 G 的 花 本 回路 抑 阵 , 则 据 定 理 4- 
3-7, 矩 阵 [B,。 C] 是 @ 的 对 偶 习 /的 基本 割 集 拖 阵 . 类 化 地 ,如 果 
[QU 是 平 曾 图 已 的 基本 齐集 矩阵 ， 则 矩阵 [VQ 是 G 的 对 偶 
如 /前 回 略 矩阵 。 另 一 方 画 ， 假 定 扰 涟 [CNUj 危 一 个 非 乎 融 图 的 加 
路 矩阵 ， 刚 CNWzD 门 不 可 能 是 另 一 个 图 的 基 李 制 集 第 阵 ， 因为 据守 
理 4-3-10， 一 个 非 平 面 图 不 可 能 有 对 侦 。 另 外 ， 定 理 3-5-11 说 ， 
如 果 拭 隆 [CN Z 门 包含 一 个 不 是 制 集 矩 阵 的 子 殷 阵 ， 则 此 和 撼 阵 不 可 
能 是 一 个 基本 割 集 答 阵 。 

定理 4-4-1 如 果 一 个 矩阵 LN UI 有 一 个 于 矩阵 , 它 是 库 拉 托 
斯 基 的 两 个 基本 非 平 面 姥 中 任 一 个 的 基本 回路 勾 隆 ， 则 [NU ] 不 
可 能 是 一 个 基本 贿 集 矩阵 . 

注意 ， 据 定理 4~-2-1， 一 个 非 平 画图 一 定 含有 库 拉 托 斯 基 的 
两 个 基本 非 平面 图 中 藤 江 一 个 ， 

设 D 是 一 个 非 奇 异 逢 陈 ， 其 阶 数 等 于 CN 的 行 数 ， 且 其 元 
素 为 1 或 0。 侵 定 我 们 调整 DLN 4] 的 列 ， 可 以 得 到 一 个 新 的 算 
阵 CLN'UI]， 在 第 3-4 节 中 ， 我 们 看 到 ， 如 时 选取 不 同 的 举 ， 就 得 
到 不 局 准 基本 制 集 粉 阵 。 因 此 ， 如 果 CLN UI] 是 一 个 线 图 的 基本 制 
集 和 矩阵 ， 则 CN’'U] 也 是 问 一 个 线 加 的 基本 出 集 矩阵 ， 不 过 是 关 
于 不 同 的 树 而 已 。 定 理 4-4-1 对 任何 基本 荐 集 和 矩阵 一 定 成 立 ， 因 
此 ， 如 果 我 们 象 下面 这 样 定义 一 个 算 阵 的 正规 形式 ， 就 可 以 推广 
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定理 4-4-1。 

定义 4-4-1 一 个 包含 单位 矩阵 的 窟 阵 黎 为 正规 形式 的 矩阵 ， 

现在 定理 4-4-1 可 以 被 推广 成 如 下 形式 ， 

定理 4-4-2 ”如 时 一 个 矩阵 CN UU] 的 任 一 正规 形式 包含 一 个 
子 籍 阵 ， 它 是 库 拉 托 斯 基 的 两 个 基本 非 平面 图 中 任 一 个 的 基本 回 
路 年 阵 ， 则 LV 7] 不 是 基本 制 集 矩 阵 。 

有 一 个 很 有 意思 的 矩 隆 ， 记 为 NN,， 
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这 个 矩阵 具有 一 种 特殊 的 性 质 。 

引 理 4-4-1 [No 和 PEVIC ] 者 不 是 基本 割 集 和 矩阵 。 其 中 
UU 和 U4 是 单位 矩 降 。 

这 一 引 理 的 证 明 留 给 读者 。 利 用 这 一 引 理 , 可 以 将 定理 4-4-2 
推广 为 如 下 形式 。 

定理 4-4-3 如果 一 个 扼 阵 [NU] 的 任何 正规 形式 包含 以 下 
三 种 矩阵 中 的 任何 一 个 ; 《1 )[N6oU Il;(2) Lo 3) 库 拉 
托 斯 基 移 两 个 基本 非 平面 图 中 任 一 个 的 基本 回路 矩阵 ， 则 LN UU] 
不 是 基本 制 集 矩阵 . 

定理 4-4-3 所 给 出 的 条 件 ， 也 是 一 个 矩 话 是 基本 割 集 和 抢 阵 的 
充分 条 件 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 我 们 采用 一 种 特殊 矩阵 ， 称 为 最 小 
本 可 实现 和 抢 阵 。 它 的 定义 如 下 ， 

定义 4-4-2 一 个 矩阵 [NU] 是 最 小 不 可 实现 矩阵 ， 如 时 它 
满足 以 下 四 个 人 条件; 

条 件 1 [YI 的 任何 正规 形式 都 不 包含 库 拉 托 斯 基 的 两 个 
基本 非 平 画 图 中 尾 一 个 的 回路 牛 阵 . 

条 件 2 [NU1 的 任何 正规 形式 都 不 包含 [NuU6I 或 [N。 
UJ]， 凑 中 U6 和 U5 是 单位 矩阵 ， 入 ,是 式 (4-4-1) 给 出 的 矩阵 ， 
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条 件 3 [NU 不 是 割 集 和 矩阵， 

条 件 4 ”如 果 我 们 从 CN U] 的 任 一 正规 形式 LN’'U] 中 删 去 
尾 一 行 " ， 所 得 的 矩阵 [YY7U]-, 是 一 个 割 集 罕 阵 .如 果 我 们 其 
除 六 “的 尾 一 列 c ， 所 得 的 矩阵 [六 - .器 ] 也 是 一 个 割 集 甜 阵 . 

我 们 首先 在 最 小 不 可 实现 罕 阵 存在 的 假设 下 ， 来 考查 它 的 某 
些 性 质 . 为 了 简便 ， 我 们 定义 以 下 符号 ， 

定义 4-4-3 设 r 是 一 个 最 小 不 可 实现 些 阵 CN UJ 中 的 一 行 ， 
c 是 六 中 的 一 列 ， 则 线 医 GCC-r)7，G(C-c)，G(-r 一 c 和 人 (一 6 
一 了?) 分别 冠 闵 为 

GGL?)， 制 集 窍 阵 为 CNUJ-, 的 线 图 . 

G(-c):， 割 集 矩 阵 为 LNW_-.U] 的 线圈 

G(-r-o: 在 G(- 站 中 ， 把 对 应 于 [NU1-, 的 列 c 的 边 删 
只 所 得 的 线 图 。 

G(-c- 门 ， 在 G(C-c 中 ， 把 [六 -了 3 中心 在 行 * 处 为 1 的 
列 所 对 应 的 边 短 路 〈 即 将 此 边 的 两 端点 重 台 ， 并 删 去 此 边 ) 得 到 
的 线 图 ， 其 中 ， 符 号 LNU1-, 代 天 从 野 小 不 可 实现 矩阵 [NU 中 
删除 行 7 得 到 的 矩阵 ， 符 号 CN -.U] 代表 删除 NN 的 列 c 得 到 的 矩 
阵 . 

假定 一 个 级 图 的 逢 集 矩 阵 是 [六 芝 ] 的 子 矩 阵 ， 我 们 考 炭 这 种 
鲁 图 的 菜 些 性 质 . 

引 理 4-4-2 设 Gl 一 r 一 ce) 是 一 个 线 加 ， 它 的 制 集 矩 阵 是 
TN_.U7]--， 这 个 丝 阵 是 由 一 个 最 小 不 可 实现 矩阵 [NU 1] 删除 和 N 
中 的 列 c 以 及 行 了 得 到 的 。 则 CC-r-o 与 CC(-r-o 和 CGO-~e 
一 ?) 是 2- 闻 构 的 ， 

证 明 ; 如 果 我 们 删除 GC 一 +) 中 对 应 于 列 c 的 弦 , 就 得 到 线 
图 GC-r-c) ,其 割 集 矩 阵 是 [EN -UI-,. 因 此 , 据 定理 4-1-2, G,( 一 r 
-0) 和 (-r-e) 是 了 为 2- 同 构 的 。 类 似 地 ， 如 果 我 们 短路 ， 
(ec}) 中 与 口 的 在 LN-sU] 的 行 ? 处 为 1 的 列 对 应 的 梳 , 就 得 到 线 
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图 G4 ce-r)， 尾 销 案 给 阵 为 CN-.0]-,。 因此， 所 定理 4-1-2， 
GL-c~7) 和 Col 一 r 一 c) 是 互 为 2- 同 构 欧 。 (证 毕 》 

下 一 个 引 理 说 明 线 图 C(- 呈 的 某 些 性 质 。 

可 和 至 4-4-3 设 r，r，… Tr 是 [NU]J 中 在 列 5 外 为 1 的 
行 . 对 p= 1，2，:，-.，k， 设 核 r, 对 应 于 中 在 行 r, 处 为 1 的 
列 ， 则 线 轴 GL~e) 有 以 下 狂 质 ， 

1. 当 梳 ”，r，…"，# 中 任何 一 个 被 短路 尘 ， 剩 下 的 枝 或 者 
本 肖 构 成 一 条 路 径 ， 或 者 经 过 2- 同 构 运 算 变 成 一 条 路径 。 

2. 枝 P，r，'…，r 本 肯 朗 不 可 能 构成 一 条 路 径 ， 也 不 可 能 
经 过 任何 2- 则 构 运 算 变 成 一 条 路 径 。 

注意 ，[LN .DI 中 避 的 各 列 对 诺 一 个 树 ， 杭 fr/,，r2，…… ,ri 是 
这 个 树 让 的 一 些 边 。2- 辐 构 运 算是 指 4-1 节 中 介绍 的 ， 得 到 2- 间 
构图 的 几何 运算 ，。 

证 表 : 为 了 使 LNU]-i 成 为 上 GC(~r) 翰林 本 抽 集 矩阵 ， 梳 
rs，rs … ft 和 避 5 一 超 ， 必 然 构 成 G'( 一 +,) 中 的 一 个 回路 ， 
其 中 GG 一 7 由) 是 与 G( 一 +1)3- 同 构 的 一 个 线 图 ， 放 校 rs, rs ，…， 
六 村 成 G (一 71 一 6) 中 的 一 条 路径 ， 而 G'(-ri~-0) 与 G(r 一 0c) 
2- 同 构 。 演 引 理 4-4-2,G(-ri 一 c) 和 CC-e-r) 是 耳 为 2- 同 构 
的, 因此 C -mc) 和 C(~e 一 也 屯 为 2- 周 构 。 所 以 ， 在 从 
人 人 一 o 短 路 ,得 到 的 线 图 他”( 一 人 一 r1) 中 ， 存在 一 条 由 ra ran 
-… 组 成 的 路 径 ， 其 中 G~0) 与 G(~c) 是 2- 同 构 的 ,我们 
如 果 用 +r,(1 之 p 息 和 来 代 备 +,。 也 可 得 到 同样 的 绪论 ， 因 此 在 
(~ 中 中 住 质 1 成 立 ， 

假定 核 L， 成 一) 的 2- 辐 构 轿 GG 一) 中 的 
一 条 路 径 ， 册 我 们 可 以 将 芒 c 加 入 G'-c) 中 ， 使 弦 与 枝 rh 
ra， 和 构成 一 个 回路 ， 从 而 得 到 线 峙 人 。 出 于 G -ce) 的 
基本 人 割 集 矩阵 是 [ 放 -1 ]， 故 台 的 基本 割 集 符 阵 是 CNU]。 然 而 
LNUI 是 一 个 最 小 不 可 实现 念 阵 ， 所 以 在 G40) 中 性 质 2 必然 成 
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立 。 《证 学》 

下 面 锣 定理 给 出 了 CN UJ] 的 一 个 重要 性 夺 。 

定理 4-4-4” 设 LN J 是 一 个 最 小 不 可 实现 矩阵 , 则 在 CLNU] 
的 任 一 正 训 形式 [LNWVIJ 中 ，NN' 的 任 一 列 或 者 具有 两 个 非 零 元 ， 
或 者 具有 至 个 非 堆 元 。 

证 明 ， 只 要 证 归 引 理 4-4-3 中 的 不 大 于 3 即 可 。 为 了 说 
珊 这 一 点 ,我 们 来 考查 一 个 只有 引 理 4-4-2 扬 列 性 和 质 的 图 G( 一 c)， 
在 hk 之 3 时 所 有 可 能 的 结构 。 下 理 4-4-3 指 出 ， 在 tc) 中 ， 枝 
Fg Ys ““"s rt 丰采 能 组 成 一 条 路径 ， 也 不 可 能 缀 2- 同 多 运算 变 
成 一 所 路 径 《 性 质 2 ) . 但 是 ， 如 果 我 们 将 梳 r,《1 筷 所 大) 所 路 ， 
剩 下 前 梓 就 将 组 成 一 条 路 径 ， 或 者 经 过 2- 同 构 忆 筑 率 站 一 和 各! 经 
性质 二) ,因此 ， 假 定 我 们 取 请 = 1， 就 育 以 得 到 忆 下 两 种 类 翌 的 
结构 。 而 对 于 @(- c) 来 溢 ， 内 可 能 有 这 样 几 称 选择 。 

情形 1 不 用 短路 r,， 鞭 余 的 被 7",。-，…，ri 即 已 组 成 一 条 用 
径 ， 巩 着 这 些 枝 经 2- 镶 梅 运 算 后 变 成 一 条 了 路径 ， 

情形 2 不 短路 r,， 其 余 的 枝 r,，……，r 就 个 能 继 成 一 条 路 
径 ， 对 这 些 枝 进 行 2- 同 构 运 径 记 不 能 变 成 一 条 路 径 。 

局 于 第 一 种 类 型 的 C(- c) 又 可 以 有 两 种 形式 的 选择 ， 它 们 
取决 于 枝 ”, 是 否 与 枝 *，，……，r 所 构成 的 路 径 相 连接 。 因此 可 以 
看 出 ， 在 第 一 种 类 型 中 ，C(- e) 的 所 有 可 选择 的 结构 只 能 如 图 
4-4-1( 和 (8) 肢 类 的 忆 : 和 G,。 注 意 ， 对 于 类 型 1 中 的 G(-e)， 还 
有 这 样 的 结构 可 人 殿 选 择 ， 靶 经 过 2- 同 构 运 算 变 成 与 G4 或 G, 相同 
的 结构 。 但 对 于 定理 4-4-4 竟 证 明 来 说 ， 我 们 没有 必要 考 息 这些 
结构 。 

居于 第 二 种 类 型 的 CG(~e)， 可 供 选择 的 结构 也 可 以 分 为 两 
种 形式 ， 它 们 取决 于 在 疙 路 被 :以 后 ， 为 了 使 被 ra ，m 处 于 
一 条 路 径 之 中 ， 所 需 进 行 的 2- 同 构 运算 的 种 类 ， 正 如 人 我们 在 4-1 
节 申 已 经 看 到 的 ， 对 于 2- 辣 构 有 两 种 形式 的 几何 运算 . 为 了 简 
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便 ， 我 们 称 它 们 为 第 一 型 运算 和 第 二 型 运算 。 


《eJCe 
图 4-4-1 对 G(-c) 结 构 的 几 种 选择 Gs G5, GG 和 GG。 
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定义 4-4-4 ”所 调 第 一 型 的 2- 同 构 运 算 ， 是 指 将 一 个 割 点 切 
割 成 二 ， 使 最 大 连通 子 图 前 数目 增加 1 的 一 种 运算 。 这 种 运算 药 
逆 运 算 也 叫 第 一 型 的 2- 同 构 运 算 〈 它 是 指 把 最 大 连通 子 图 gr 中 的 
一 个 顶点 和 g, 中 的 一 个 顶点 重合 起 来 的 方法 ), 即 把 g, 和 g, 连 接 起 
来 的 一 种 运算 。 所谓 第 二 型 的 2- 同 构 运 算 ， 是 指使 两 个 顶点 连续 
在 一 起 的 两 个 子 图 之 一 ， 绕 这 两 个 项 点 旋转 的 几何 运算 。 

属于 第 二 种 类 型 ， 旦 需要 作 第 一 型 2- 同 构 运算 的 G{ 一， 
其 可 供 选 择 的 结构 ， 可 用 图 4-4-1(c) 中 的 生来 表示 。 当 然 ， 那 种 
不 用 短路 ",， 邯 可 由 C- 经 2- 同 构 运 算得 到 的 全 部 绪 构 ， 也 都 属于 
这 种 形式 。 但 我 们 在 这 里 不 必 考 虚 它 们 。 而 对 于 要 作 第 二 型 2- 同 
构 运 算 的 GC--c)， 其 可 供 选择 的 结 攀 有 两 种 ， 取 决 于 枝 +,，+;， 
…， rx 如何 连 接 ， 以 便 经 2- 间 构 运算 变 成 一 条 路 征 。 这 就 是 图 
4-4-1Ca) 和 (b) 中 的 G。 和 GG 。 紫 外 ， 那 种 不 用 短路 枝 rm ， 基 可 由 
GG. 和 Gs 经 2- 同 构 运 算得 到 的 全 部 结构 , 我 们 可 以 不 去 考 虚 , 因此 ，. 
为 了 证 明定 理 4-4-4， 只 需要 考 硅 图 4-4-1 记 示 的 五 种 结构 即 可 。 

结构 4 考 卡 图 4-4-1(a) 所 示 的 线 图 GG,、 若 p< 过 2， 即 1s, rs， 
…"， 人 全 部 在 子 图 态 , 中 ， 则 ,与 图 4-4-1(d) 中 的 Gi 结构 和 同 . 
对 此 ， 我 们 将 在 启 面 研究 。 反 此， 我 们 假设 之 2 。 注意 ， 当 核 
人 1 被 短路 时 ， 顶 点 v; 和 v, 变 
成 一 个 项 点。 这 个 新 顶点 和 
顶点 凡 成 为 第 二 型 2- 同 构 运 
算 的 一 对 顶点 ， 经 这 种 运 
算 ， ro fr 9 ros Fotis 
…，r 变 成 一 条 路 径 。 

现在 , 我 们 不 去 短路 +， 
而 换 成 掩 路 如 果 由 于 ry 
的 短路 ， 而 使 一 种 2- 同 构 运 入 4-4-2 GRHis, Hys 
甜 能 够 实施 ， 并 且 这 个 运算 是 第 一 型 的 ， 那 么 原来 的 图 G4 必定 是 
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图 4-4-2 所 示 的 样子 。 因 此 ， 剩 下 的 枝 r ，rs……， r 显然 不 可 能 
经 2- 同 构 运 算 变 成 一 条 路 径 。 妇 果 这 个 2- 同 构 运 算是 第 二 型 的 ， 
则 这 种 运算 的 实施 并 不 会 改变 及 的 结构 或 7, 的 多 四。 因此 ， 要 
使 ri ra，………， ri 成 为 一 条 路 径 ， 就 必须 移动 m，… …， 六 中 一 部 
分 枝 的 位 置 ,来 形成 z 和 vs 之 间 的 有 路径。 这 样 作 是 不 可 能 的 , 除非 
这 条 路 径 在 开始 时 就 已 经 存在 。 因 为 根据 性 质 2， 在 v, 和 和 vw; 之 
癌 不 可 能 有 这 条 路 径 ， 所 以 我 们 可 以 断定 ， 当 p 这 2 时 ，G, 不 是 
GC(~0), 

结构 互 ”考虑 图 4-4-1(b) 中 的 C。 车 训 <2， 则 它 变 成 6， 
斯 以 pp 三 2。 若 ps = Pl， 这 意 昧 着 71，rs，……-*， ri 都 不 在 于 , 中 ， 
县 ti， ?1，……*，ri 构 成 一 条 路 径 。 因 此 pp 一 定 大 于 包 。 并 县 ， 显 
然 & 之 p+1， 假定 p,>>2， 涛 么 在 短路 7; 后 ， 所 得 的 图 与 C 相 比 ， 
除了 组 成 rw 和 zu 之 赣 路 径 的 出 联 边 数 焉 少 了 1 以 外 ， 二 者 是 相同 
的 。 因 此 ，ri， rs， ……， rx 人 * 可 能 经 2- 同 袍 运算 次 成 一 条 路 径 ， 
这 谣 说 明 p,= 2， 

由 于 p= 2， 我 们 假定 锯 >3。 因 为 在 这 种 情形 下 ， 互 , 中 至 
少 有 两 个 枝 ”各 ~， 所 包车 将 ”得 路， 所 得 的 结果 就 与 G, 相 癌 , 
因此 ， 在 这 种 情况 下 ，Gi 不 是 G(-0)， 

只 璋 下 一 种 馆 况 ， 就 是 p= 3，k=4， 如 图 1-4-3 所 示 。 为 了 
使 这 种 结构 存在 ， 必 须 有 图 "所 示 的 路 径 P,，P,、 Ps 和 PP,. 显 然 ， 
这 个 钱 攻 包含 一 个 与 图 4-4-4 所 示 线 图 Cs 同 肛 的 子 图 ， 因 此 有 一 
个 Gs 的 基本 制 集 矩 阵 Q/， 它 包含 G, 的 基本 草 集 矩阵 9) 为 其 子 撼 
阵 。 我 们 考虑 Cs 的 基本 割 集 矩阵 Qi， 这 里 
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至 4-4-3 ”路径 Pi ,了 ， 蜀 4-4-4 Gs 


如 加 Gs 是 GC 一 c)， 则 CNU] 的 一 个 正规 形式 , 一定 包含 以 下 拖 阵 
[LN Uj: 


CC 1 234 rrirer 
oi 
1 10101:0100 

NU : 
NU R11 0000010| 
[1 ioorliiooo0 1 


然而 这 个 矩 峰 是 库 拉 托 扩 芝 的 两 个 基本 非 平 面 加 之 一 的 基本 回路 
昨 隆 ， 故 CNU] 不 满足 条 件 1 。 因 此 CNU J 不 是 最 小 不 可 实现 算 
阵 、 这 是 一 个 矛 恒 。 所 以 Gi 不 是 G (一 0)， 

结构 C 考虑 图 4-4-1(c) 中 的 人 。 若 p< 之 2 《 即 核 r,，……， 
r 都 不在 五 ,中 出 G. 变 成 了 Cs, 对 此 将 在 后 面 讨论 ， 因 此 我 们 盘 
设 p 宇 2。 我 们 不 得 路 m， 而 将 枝 r: 得 路， 容易 党 出 ， 剩 下 的 村 
rs mr， ， 惟 不 可 能 由 2- 同 构 运 算 变 成 一 条 路 径 ， 因 此 .不 是 
Gl-o)., 

结构 D 考虑 图 4-4-1(d) 中 的 Co。 如果 我 们 至 所 路 六 而 短路 
fz， 为 了 使 Gs 成 为 避 ( 一 c) 的 一 神 可 供 选 择 芍 结构 Gs 只 能 与 
G, 或 G. 相 同 。 因此 Gi 不 是 G (一 c)， 
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结 移 户 ”考虑 图 4-4-1Ce) 中 的 GG.。 对 于 & 汪 3， 如 果 我 们 短路 
除 r, 外 的 任何 一 个 枝 ， 为 了 使 G. 成 为 C( - o) 指 一 种 可 供 选 择 的 结 
构 ，G. 变 成 图 4-4-] 中 另外 一 个 图 
然而 我 们 发 现 ， 这 些 图 都 不 可 能 是 六 
G(-c)。 因 此 ，G. 仅 当 &= 3 时 可 以 | 
成 为 G(- c)， 这 种 结构 如 图 4-4-5 所 
不 。 

现在 ， 我 们 可 以 断定 <<3 。 注 。 图 -45 -3 时 的 @。 

意 & 是 LN U1 中 列 c 的 非 零 元 数目 这 对 于 选取 [NU ] 的 任 一 正 
规 形 式 的 任何 一 列 都 一 定 成 立 ， 所 以 我 们 可 以 得 出 这 样 的 结论 ， 
N! 中 的 任何 一 列 有 两 个 或 三 个 非 零 元 。 这 里 LN’UI] 是 LNU] 
的 任何 一 种 正规 形式 。 这 就 证 明了 定理 。 《证 毕 》 

对 于 六 的 行 ， 我 们 有 与 上 述 关 于 列 的 定理 相同 的 性 质 ， 

定理 4-4-5 ” 设 LNU7] 是 一 个 最 小 不 可 实现 矩阵 , 则 在 LN 
的 任 一 正规 形式 [LN'U] 中 ，N' 的 任 一 行 或 者 有 两 个 非 零 元 ， 或 
者 有 三 个 非 零 元 . 

证 明 ， 我们 只 需要 说 明 ， 当 [N U1 是 最 小 不 可 实现 矩阵 
时 ， [N07] 也 是 最 小 不 可 实现 矩阵 ， 其 中 忆 是 一 个 单位 矩阵 ， 
N' 是 N 的 转 置 。 首 先 ， 我 们 要 说 明 LN' 口 ] 满 足 条 件 4 假定 EN 
坟 3_, 和 [CN_.U] 是 非 平面 图 的 割 集 矩 阵 ， 则 [LNU]-, 和 CN-.U] 包 
含 库 拉 托 斯 基 的 两 个 基本 平面 图 中 某 一 个 的 割 集 和 矩阵 。 这 就 意 哑 
着 ，LNU]-, 和 [LN_.U] 有 这 样 的 正规 形式 ， 其 中 某 一 列 里 有 三 
个 以 上 的 非 零 元 ， 因 为 我 们 可 以 选取 图 4-4-6(a) 和 (b) 所 示 的 树 ， 
这 就 违背 了 定理 4-4-4。 故 LNU]-, 和 [N-_.U] 都 是 平面 图 的 割 集 
矩阵 。 因 此 ;CN:,L7] 和 [NUr]-, 都 是 割 集 矩阵 。 这 表明 [NT] 
满足 条 件 4 。 对 于 条 件 1， 假 定 LW'Ur] 包含 两 个 基本 非 平面 图 
中 某 一 个 的 回路 短 阵 ， 因 为 LN'C7]-, 是 一 个 割 集 矩 阵 ， 故 [NU] 
本 身 就 是 两 个 基本 非 平面 图 之 一 的 回路 矩阵 ， 因 此 [CN 局 ] 忌 然 是 
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一 个 讲 集 本 阵 ， 这 是 一 个 矛 丑 。 


《93 《by 
型 4-4-6 ”基本 非 衬 曾 图 和 所 雍 取 的 桂 


LN' 17] 必 定 满足 条 件 2 ， 因 为 若 LN,U oj 是 在 CN'U] 的 一 
个 正规 形式 中 ，、 则 [LN ;UJ 是 在 LNU] 的 一 个 正规 形式 中 。 这 里 
U, 是 单位 和 矩阵。 这 对 于 LN ;U6] 也 为 真 。 最 后 ，[LN'U] 不 可 能 
是 一 个 割 集 和 矩阵， 因为 如 果 它 是 割 集 矩阵 ， 则 CN U1 是 一 个 非 平 
面 图 的 问 路 矩 漆 ,这 就 违背 了 条 件 1 .因此 CLN'U] 满足 条 件 3 。 
这 样 ，[LN'UI 是 一 个 景 小 不 可 实现 箱 了 泗 ， 因 此 据 定 理 4-4-4， 此 
定理 为 真 。 《证 毕 ) 
下 一 个 定理 和 定理 4-4-3 给 出 了 托 特 介绍 的 可 实现 性 条 件 - 
定理 4-4-6 最 小 不 可 实现 称 降 不 存在 。 
证 明 : 如果 一 个 此 阵 不 是 拓 集 算 阵 ， 则 其 中 必 和 至 少 有 一 
列 ， 在 这 一 列 中 至 少 有 三 个 1 。 并 且 ， 据 定理 4-4-5， 六 的 任 一 
行 有 两 个 或 三 信 1. 因 此 ， 可 以 假设 一 个 最 小 不 可 实现 摔 阵 LN C] 
的 子 矩 阵 六 为 具有 下 面 的 形状 的 矩阵 ， 
1 la 0 ££ 


1 a 02s Or *"* 


N=| 1 qs 0 (0a “** 
0 gd ta O04 *"? 
首先 我 们 考虑 ais= 1 的 情况 。 在 这 种 情况 下 ，[LN Uj 为 
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1 1 1 0 It10 0 | 
1 人 22 yg Gy **" : 心 1 0 0 
1 gs os ca 00 1 
[N UI= 
U 0 ;0 0 0 1 
; ; 1: 0 
0 :00 0 1 


设 aas = ass， 如 果 css =es=1。 则 六 的 第 一 、 第 二 列 相同 ， 
因为 据 定 理 4-4-4， 六 的 每 一 行 最 多 有 三 个 1 。 但 是 ， 副 除 这 两 
列 中 的 一 列 ， 不 可 能 使 璋 余 的 矩阵 可 实现 为 基本 割 集 和 矩阵 ， 这 就 
说 明 ，[LN Cr] 不 是 最 小 可 实现 第 了 么 。 因 此 ms = ass = 1 是 不 可 能 
的 ， 当 oz = osz=0 时 ， 我 们 有 


1 2 3 14 1 2 8/ 
| 1 1 0 :10 0 | 
:1 0 os a -0 10 0 
ry | 1 0 as a 001 | 
Oa a gn :00001 
: 1: : 0 | 
.0 3 
交换 列 1 和 列 1'， 我 们 有 
1 2 3 4 1 2 87 
"1 1 1 0 : 100 1 
0 0 gs ai， .1 1 9 9 
0 0 a ar 101 
0 ds da Gas 00 90 1 
: ; : i 
_0 : 1 


为 了 使 之 成 为 正规 形式 ， 我 们 必须 把 第 一 行 加 《〈 模 2 〉 到 第 二 和 和 
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1 2 3 4 1 27 3 

"1 1 1 0 :100 

1 1 1+a0s dz ‘0 1 0 

1 1 1t+as os ioo0l1 0 
0 4 Qs Cot :0 0 0 1 

: |: : | {;:;: :0 - 
-0 | 1 


出 定理 4-4-4， 列 2 和 列 1 一 定 相等 ， 故 [LN U1 不 是 一 个 最 小 不 
可 实现 矩阵 ， 因此 azs 6434;。 不 失 一 般 性 ， 设 ocx = 1， G32 = 0, 
"1 1 1 0 il10 0 | 
1 1 a Oa ‘0 1 0 
1 0 os an i001 0 
0 0 


0 G2 4 G0 *“*" | 


[N UJ= 1 
: ; 0 …. 

0 1 | 
类 做 元，cas 关 os， 由 定理 4-4-5， 这 一 结论 对 [NUI 了 出 为 真 。 因 


逮 0as 关 Ga 0az 关 ass。 他 订 


1 2 3 4 17 2/ 3/ 
iTl 1 1 0 -1100 - 
211 1 0 0 i010 
[Ni 3 1 0 1 os :0 0 1 0 
4.0 0 Ga ok :O000 1 
二 0 | 
Lo 1 


een 不 失 一 般 性 ， 设 os = 1，os= 0， 则 交换 列 2 各 列 
， 并 将 行 1 加 到 行 2、4 ,使 所 得 矩阵 成 为 正视 形式 ， 如 此 作 下 
在 列 3 中 将 至 少 ) < 此 四 个 1。 这 样 ， 由 定理 4-4-4， LN DJ] 
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不 基 一 个 最 小 不 可 实现 矩阵 。 因 此 cu = at。 
如 果 ai =a=1， 我们 有 


[N Ul=| 


一 
[| 


0 


1 
0 
1. 
1 


1 
02s 和 
Ga re 
a “0 


"0 


or 


a 


0 
1 


可 以 看 山 ， 六 ;是 这 个 矩阵 的 一 个 子 盾 阵 ， 故 EN U1 不 是 一 个 最 
小 不 可 实现 矩阵 . 因此 eu = aus= 0。 若 对 >4， 任 一 人 ,2) 元 是 
LI ， 我 们 可 以 将 行 > 和 行 4 交 换 ， 然 后 交换 属于 局 的 列 ， 使 所 得 
矩阵 成 为 正规 形式 ， 这 样 ，cu = ais=0 就 意味 着 对 二 44，5 
Gr = Gr3=0， 当 s 之 4 时 ， 渤 虑 LN'U1]， 这 一 结论 对 a 和 es 也 为 


真 ， 于 是 我 们 有 


0 | 


| 1 1 
| 1 1 
'1 0 
[LN Uj=. 0 0 
0 0 
著 [LWL7 不 是 割 集 窍 阵 ， 


me 


0 ... 0i1 
0 .-- 0:;0 
0 010 
-i 
N | 1: 
我 们 可 以 妊 出 


| 


0 


矩阵 、 因 此， 当 o = 1 时 ，[LNUD 不 是 一 个 最 小 不 可 实现 矩阵 。 
对 于 au = 四 EN Zr 蛮 成 


[CN Uj]= 
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1 G2 033 Ca “ 
1 Gy 03 Qa *** 
从 


0 


~ 


| 


1 
1 


如 果 os = 43:，、LN UI 不 可 能 成 为 一 个 最 小 不 可 实现 祭 阵 。 因 此 
G2 =1， Gas = 二 0， 即 

10 0:.*+01i 1 

1 azs ! 

0 gas 


全 


| 
| 
| 0 | 


若 ms=1，[LNU] 与 ats = 1 时 的 形式 相同 。 并 且 ， 车 对 p>>3， NN 
中 元 素 (2,p) 是 1， 我 们 可 以 把 它 移 到 (2, 3) 位 置 ， 所 以 在 NN 中 
aa =ozx = … 二 0。 但 是 这 样 就 使 入 的 行 1 和 行 2 相同 了 。 放 在 
qs=0 时 ， [ANU] 不 是 最 小 不 可 实现 和 矩阵。 现在 我 们 可 以 断定 ， 
最 小 不 可 实现 矩阵 不 存在 。 这 就 证 明了 定理 4-4-6。 《证 毕 ) 

我 们 可 以 看 出 ， 任 何 一 个 满足 条 件 1 ， 2 而 不 是 基本 割 集 矩 
阵 的 矩阵 ,都 可 以 被 缩 成 为 满足 条 性 4 的 矩阵 。 因 此 定理 4-4-6 意 
味 着 ， 任 一 不 是 基本 割 集 答 阵 的 矩阵 都 不 满足 条 件 1 和 2 。 这 就 
是 定理 4-4-3 的 逆 。 

定理 4-4-7〈 托 特 ) ”此 阵 [LN CU 是 一 个 基本 割 集 欠 阵 ， 当 
且 仅 当 [EN 避 ] 的 任何 正规 形式 都 不 包含 : (1 DLNU J (2)EN 1 
Pi 《3 ) 库 拉 托 斯 基 的 黄 个 基本 非 平面 图 中 任 一 个 的 基本 回路 

由 或 (3-4-24) 给 出 的 割 集 答 阵 各 回路 矩阵 之 间 网 关系， 定理 
4-4-7 可 修改 如 下 。 

定理 4-4-8 ”矩阵 [LN UI 是 一 个 基本 园 路 矩阵 ， 当 且 仅 当 
[CN UI 的 任何 正规 形式 都 不 包含 : C1)[NU oj; (2) CNWoDo 
(3) 库 拉 托 斯 基 的 两 个 基本 非 平面 图 中 任 一 个 的 基本 齐集 矩阵 。 
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1. 设 Q, 和 :分别 是 线 图 GL 和 G: 的 制 集 人 第 阵 , 假定 Q, = DQ,， 
其 中 吃 是 一 个 由 1 和 0 组 成 的 非 奇 异 捧 阵 . 我 们 可 以 说 G, 和 GG; 是 
互 为 2- 同 构 的 吗 ? 

2. 几 个 不 同 的 线 图 可 能 有 相同 的 基本 制 集 矩 阵 吗 ? 

3, 判 断 图 户 -4-3 中 的 两 个 线 图 是 否 互 为 2- 同 格 。 


C Ci 


阁 叫 -4-3 


4. 不 画 出 线 图 ， 怎 样 判断 它 是 否 为 一 个 平面 图 ? 
5. 图 P-4-5 中 的 线 图 蚌 平 面 的 吗 ? 


加 PP-4-5 


56. 叙述 一 种 判断 两 个 钱 图 昆 否 同 是 的 简单 办 法 。 
7 .判断 图 己 -4-7 中 的 线 图 G 秘 G7 趾 否 同 嘎 。 
* 206。 


© €&’ 
网 己 -4-7 


8 , 设 G, 和 CG: 都 基线 图 ， 它 们 的 基本 回路 矩阵 分 草 是 下 和 忌 .. 
假定 8B，( 非 空 》 可 由 删除 8, 的 某 些 行 和 零 询 得 至 ,我们 可 以 对 
GL 和 Gs 下 什么 结论 ? 

9, 如 果 一 个 线 轿 中 每 一 个 项 点 的 度 都 是 3 ， 则 称 此 线 图 为 3 
度 图 ， 图 4-3-14 岂 示 库 拉 托 斯 基 的 两 个 基本 非 平 面团 之 一 ， 就 是 
一 个 3 度 图 ， 记 此 轴 为 Ws。 证明 或 否定 ， 如 果 3 度 图 GG 的 一 个 
割 集 入 阵 不 包含 Was 的 制 集 年 阵 为 其 子 些 阵 ， 出 G 是 平面 的 。 

10. 证 明 习 理 4-4-1， 
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第 五 章 ”特殊 割 集 和 伪 制 


5-1 分 离 两 个 确定 顶点 的 割 集 


现在 ， 我 们 茧 考虑 这 样 一 个 问题 ， 在 一 个 连通 线 图 C 中 ， 我 
们 要 而 去 一 部 分 边 ， 以 菩 坏 两 个 顶点 i 和 j 之 间 的 所 有 路径。 设 
万 是 一 个 边 集合 ， 如 果 从 GG 中 出 去 玉 的 所 有 边 , 就 能 破坏 {P 坟 里 
所 有 的 有 路径。 那么 G 中 i 和】 之 间 的 任 一 条 有 路径， 至 少 有 一 条 边 
在 丹 中 。 这 里 ，{P) 是 顶点 1 和 /之 间 所 有 路 径 的 集体 ( 见 定义 
1-4-3), 
: 让 我 们 看 看 册 去 万 的 全 部 边 后 所 得 到 的 图 G'。G! 必 至 少 包 
合 两 个 最 大 连通 子 图 (它们 有 可 能 仅 是 一 些 孤立 的 顶点 }, 这 两 个 
子 图 之 一 包含 顶点 i ， 而 另 一 个 包含 顶点 2。 因此 GG’ 的 秩 至 
少 要 化合 的 秩 少 1 。 这 说 明 集 台 妃 中 有 一 个 子 集 大 项 集 。 在 式 
《2-2-5) 中 ， 我 们 已 经 知道 ， 从 线 图 如 中 删 去 制 集 $ = 多 (2 x 2.) 
的 所 有 边 ， 将 产生 两 个 子 图 如 (人 x 人,) 和 (9x 如)。 如 时 
地 (LX 各 小 包含 顶点 1， 而 (Dx 避 ) 包含 顶 点 7? ， 则 噜 除 S$ 中 
全 部 边 将 破坏 和 了 之 问 的 所 有 路 径 ， 因 此， 要 使 集合 号 成 为 满 
足下 面 性 质 的 最 小 边 集 ， 考 出 去 其 中 所 有 的 边 ， 就 将 破坏 {Pii} 
中 扩 有 前 路 径 ， 那 么 ， 五 一 定 是 一 个 特殊 的 制 集 zz(O x 81)， 它 
使 得 ;Ed(Ox 吕 )，7E(S xx 总 ). 为 了 叙述 的 方便 ， 我 们 采 
用 如 下 定义 ， 

定义 5-1-1 对 于 制 集 5 = oO xc)， 如 果 i 马 旨 ,， jE 
那么 就 说 S 分 离 了 顶点 i 和 j. 

由 这 个 定义 ， 我们 可 以 庶 ， 概 使 集合 开 是 一 个 能 破 还 ? ，3 
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癌 所 有 路 径 的 最 小 集合 ， 瑟 必定 是 一 个 分 离 顶点 ! 和 了 的 割 集 ， 

定理 5-1-1 如 时 在 一 个 连通 线 图 G 中 ,， 删 去 集合 S 的 全 
部 边 ， 将 破坏 顶点 i 和 i 之 间 的 所 有 路 径 ， 但 车 只 删 去 S 的 一 部 
分 而 非 全 部 边 ， 则 不 能 破坏 7 和 之 间 的 肘 有 路 径 ， 那 么 S$ 是 一 
个 分 离 i 和 了 的 淹 集 .反之 ,如果 从 线 图 G 中 删 去 割 集 S = (9 x 
负 ,) 的 所 有 边 ， 那 么 将 破坏 从 99, 中 一 个 顶点 到 五 中 一 个 顶点 的 全 
部 路 径 。 

为 了 表明 一 个 割 集 是 否 分 离 两 个 确定 的 顶点 ， 我 们 采用 符号 
5 人 37 和 5475. 把 市 集 分 成 两 类 。 

定义 5-1-2 符号 S (7) 表示 分 离 顶 点 i 和 了 的 一 类 制 集 ， 
符号 S$(1j;.) 表 示 不 分 离 顶 点 1 和 /的 一 类 害 集 ， 

例 5-1-1 考 串 图 5-1-1 所 示 芍 线 图 。 设 Q, = (1,，2)， 则 制 集 
$= xD) 由 边 8，c，d 组 成 。 因 为 顶点 1 在 介 中 ， 顶 点 
3 在 台中， 所 以 割 集 5S 分 离 顶 点 1 和 
顶点 3 ,我们 用 符号 St1;3) 表 示 之 ， 
另 一 方面 ， 如 果 我 们 感 兴 趣 的 顶点 是 
1 和 和 2， 那么 岂 集 S$ 就 不 会 分 离 它 
们 ， 我 们 用 符号 5 125 .表示 之 。 如 
集权 S$, = (ay 6, c)， 那 么 可 以 看 出 ， 
SS :不 分 高 顶点 1 和 3 ， 于 是 我 们 用 符 
号 S (135.) 表 示 之 。 图 5-1-1 一 个 线 图 

经 常会 有 这 样 的 禹 要 :对 于 两 个 确定 的 顶点 ， 要 找 出 分 离 它 
们 的 所有 制 集 。 如 果 我 们 甬 从 一 个 线 狂 无 关 割 集 芍 集合 来 生成 这 
些 割 集 ， 比 起 直接 从 一 个 钱 图 中 找 出 所 有 这 样 的 割 集 来 ， 可 能 要 
简单 些 . 

在 2-3 节 中 ， 我 们 曾 得 到 一 个 结论 ， 集 体 {S} 是 环 和 运算 下 
的 阿 贝 尔 群 。 并 且 ， 丰 {S$S} 中 有 ”一 p 个 生成 元 ， 由 它们 经 环 和 
运算 可 以 生成 {S} 中 所 有 的 混合 ， 显 然 ， 分 离 顶 点 5 和 了 的 制 集 
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也 都 在 1S} 中. 但是， 为 了 只 把 这 些 分 离 项 点 二 和 了 的 制 集 找 出 
来 ， 还 必须 知道 关于 S (i 站 各 S01j; .这 两 类 割 集 的 某 些 东西 , 即 

1. 和 如 果 我 们 对 S(i; 让 类 中 的 两 个 制 集 作 环 和 ,[ 或 者 对 5 (7;.) 
类 中 的 两 个 出 集 作 环 和 3*, 将 得 弄 芍 一 类 的 割 集 ? 

2.3063 六 由 SG 六 ) 是 名 一 类 前 割 集 ? 

我 们 知道 ， 两 个 逢 集 的 环 和 可 能 是 一 个 割 集 ， 也 可 能 是 割 集 
的 无 重 边 并 。 不 过 ， 我 们 首先 要 来 研究 两 个 割 集 的 环 和 是 割 集 的 
情况 . 

定理 5-1-2 如 果 两 个 割 集 的 环 和 S.C 站 全 S037 了) 是 一 个 
若 集 ， 那 么 这 个 割 集 不 把 顶点 1 和 j 分 离开 如果 SiG 站 全 
S073.) 是 割 集 ， 那 么 它 把 顶点 ! 和 j 分 离开 ,如 架 两 个 割 集 的 
环 和 S13 ,) 多 54(i71.) 是 害 集 ， 那 么 它 不 把 顶点 i 和 7 分 离开 . 

证 蚂 ， ”对 于 第 一 部 分 的 证 明 ， 我 们 可 考虑 图 2-3-1 所 示 的 
线 图 。 假定 顶点 ?在 人 2 里 ， 项 点 了 在 2 里 。 因 此 Sitiy 站 和 
3 六 由 式 (2-3-137 宁 式 (2-3-14) 给 出 ， 其 中 人 .= 人 U1， 
名 ;= 314U 0。 于是， 用 介 代 熔 介 ,， 据 式 (2-3-17》， 


SBI) = EN x 0,) (5-1-1) 


六 中 避 , = 2,41U 人 2,,。 因 为 顶点 i 和 7 都 在 0 中 ， 故 定理 的 第 一 部 
分 是 正确 的 。 用 同 裕 的 方法 ， 易 证 定理 的 第 二 、 三 部分 。( 证 毕 》 
例如 ， 考 庆 图 5-1-2 浙 示 的 线 图 。 可 已 巡 出 ， 割 集 5, = (a,d) 
不 分 离 顶点 了 各 了 ， 但 荐 集 S: = (5,d) 分 离 顶 点 i 各/， 由 于 
1, 旬 $5: 也 是 蚀 集 , 故 据 定理 5-1-2,3 呈 S,= SS 分离 顶 点 上 和 7。 
我 们 已 经 看 型 ， 所 有 的 割 集 ， 割 集 的 无 个 边 并 和 空 集 的 集体 
{5} 构 成 一 个 阿 贝 尔 群 。 在 {SS} 中， 有 wp 个 生成 元 《线性 无 
关 制 集 }， 它 们 能 生成 {5} 中 的 所 有 有 元素。 例如， 在 图 5-1-2 所 示 
的 线 图 中 ， 用 割 集 3,，S,，5: 妇 本 将 45} 中 所 有 元 素 家 示 为 ， 
攻 括 导 中 一 名 是 至 者 加 的 ， 以 与 下 文 一 黎 ， 一 一 译注 
。2ZTD， 


色 5 .1-2 一 个 线 图 


37 = 俄 ， $1 $2 Ss, S13,, St;, S: 四 3 
CO 
可 以 君山，S:，Sd 5S, 天 S 企 3: 四 9。 都 是 分 离 顶点 ; 和 了 的 制 
集 。 如果 我 们 把 割 集 的 无 重 边 并 S, 田 5, 也 算 进 去 ， 则 集体 
{SC} = 15,, SIPS,, 9 中 3 1 四 3: 人 + 
具有 这 样 的 性 质 ， 其 中 每 一 个 元 都 包含 S:。 注 意 ， 在 我 们 所 选取 
的 线性 无 关 割 集 S,，S:，5s 中 ， 只 有 S; 是 分 离 了 顶点 i 和 
的 .并 且 , 分 元 i 和 7 的 全 部 割 集 的 集体 为 min 1 人 用》 《更 定义 
1-6-1) 。 但是， 在 定理 5-1-2 中 ， 并 没有 考虑 5, 虽 Ss 和 洒 四 S: 四 
S$ 这样 丁 种 情况 。 因 此 ， 我 们 还 加 补充 研究 这 两 种 情形 ，( 1 ) 两 
个 害 集 的 环 和 不 是 割 集 ; (2 ) 三 个 以 上 割 集 的 环 和 。 下 面 凡 个 定 
理 给 出 了 当 所 得 结果 不 是 割 集 时 ， 两 个 割 集 环 和 的 性 质 ， 

定理 5-1-3 ”如 果 两 个 害 集 的 环 和 :093 六 下 207 .) 不 是 制 
集 ， 则 它 可 表示 为 割 集 S4，S:，……，534 的 无 重 边 并 , 使 得 在 
5S1，33，…-，32 中 ， 恰 有 一 个 分 离 顶点 和 了 的 铅 集 。 

证 明 : 假定 S1047) 和 5S,0j3.) 分 别 由 式 〈2-3-13) 和 式 
(2-3-14) 表示 。 并 设 项 点 i 在 Qi. 中 ， 顶 点 1 了 在 fi 中， 其 中 人们, = 
人 Uf， 0 = UYU 全。 于是， 用 虽 人 代替 介 .， 据 式 (2-3-17)， 
删除 3:003 力 四 S201 .) 中 所 有 边 得 到 的 图 由 2 (0x 0) 和 (Dx 
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62) 所 构成 ， 其 中 Qs = QU 人 2,,。 我 们 注意 到 ，iE 0,，j ED 
假定 (Qs x 全) 由 个 最 大 连通 子 图 所 构成 ， 而 (2x90,) 由 m 
个 最 大 连通 子 图 构成 ， 如 图 2-3-7 所 示 。 不 失 一 般 性 ， 设 ;Cg 
了 E9go。， 而 且 ， 在 图 2-3-8 中 ， 由 9g- 包含 9o， 故 顶点 了 在 g- 中 。 
于 是 ， 从 图 2-3-8 中 ， 我 们 可 以 者 出 ， 用 (0 x 避 ) 里 有 一 个 制 集 
分 离 了 顶点 i 和 顶点 1 。 设 这 个 割 集 是 51. 显然 ， 在 割 集 的 无 重 
边 并 SS 让 门人 多 3,(173.) 的 各 个 割 集中 ，31 是 唯一 的 一 个 分 离 项 
点 i 和 顶点 1 的 割 集 ， 《证 毕 ) 
考虑 图 5-1-2 所 示 的 线 图 ， 设 So 门 王 《cy 的 ，S50t7) = 
(cd ， 则 S. 四 5 = ta,b,c,d)， 它 是 割 集 的 元 重 边 并 ,这 里 有 一 
个 问题 ， 即 这 个 制 集 的 无 贯 边 并 是 由 哪些 割 集 组 成 的 。 显 然 ， 构 
成 这 个 割 集 的 无 重 边 并 的 一 个 割 集 集 合 ， 就 由 SGi; 丫 和 S57; .> 
组 成 ， 另 一 个 集合 可 看 作 S,= (a,d) 和 SS,= (58,c)。 还 有 一 个 集 
合 是 35;= (5,d) 和 Ss = (a,c)。 换 旬 话 说 ， 割 集 的 无 午 边 并 (a, 86， 
cs 四 可 以 分 别 看 成 下 面 几 组 割 集 的 无 重 边 并 ;，( 1)3。 和 3s,，(2) 
5 和 SS 《3)9: 和， 定理 5-1-3 说 明 ， 在 这 包 组 制 集中 ， 一 定 
有 一 组 ， 其 中 恰 包 含 一 个 分 离 ; 和 了 的 割 集 。 下 面 的 定理 告诉 
我 们 ， 这 儿 组 宕 集中 ， 任 何 一 组 都 恰 包 含 一 个 分 离 ; 和 1， 的 制 
集 . 
定理 5-1-4 假定 在 一 个 线 图 G 中 ， 巴 点 i 和 j 之 间 存 在 一 
条 有 路 径 。 如 果 两 个 割 集 的 环 和 S103 门 钨 504i;.,) 不 是 一 个 割 集 ， 
划 无 论 将 S13 丫 狼 S101 .) 表 示 为 怎样 一 个 害 集 的 无 重 边 并 , 其 
中 总 惟有 一 个 制 集 ， 是 分 离 顶 上 所 4 和 了 的 。 

证 明 ， 与 定理 5-1-3 的 证 明 作 同样 的 假设 ,， 则 可 得 到 图 
2-3-7 和 图 2-3-8 所 示 的 线 图 。 注 意 ， 顶 点 1 在 gs: 中 。 由 于 边 集 
四 (0X Oo 的 边 都 在 Si 5 门 昌 S2071 中， 而 构成 这 个 割 集 的 
无 重 边 并 的 各 个 害 集 之 间 ， 没 有 公共 的 边 ， 所 以 这 个 边 集 一 定 恰 
好 在 其 中 的 一 个 割 集 之 中 。 另 一 方面 ， 为 了 分 离 顶点 1 和 了 ， 制 
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集中 必然 要 包含 集合 4 42 x go 。 《证 毕 》 

对 于 两 个 割 集 的 环 和 S,(i3 门 约 Ss(i3 闪 及 S071) 甸 S01j;.)， 
和 如果 所 得 的 结果 不 是 一 个 割 集 ， 则 有 以 下 定理 ， 

定理 5-1-5 如 果 两 个 割 集 的 环 和 3 (0D 六 四 9 人 六 不 是 一 
个 割 集 ， 那 么 它 可 以 表示 为 割 集 54，532，…- ，S5 的 无 重 边 并 ， 
其 中 ,或 者 恰 有 两 个 分 离 顺 点 i 和 ji 的 害 集 ， 或 者 没有 分 离 i 和 
了 的 割 集 ， 

证 明 ， 我 们 采用 与 定理 5-1-3 的 证 明 相 同 的 假设 ， 只 是 这 时 
jE0。 因 此 ， 在 图 2-3-7 所 示 的 线 图 中 ， 顶 点 ?和 7 有 两 种 可 
能 的 位 置 。 侦 定 项 点 ? 和 i 都 在 gi 中 ， 则 显然 5S1,Ss-…… Ss 都 
不 分 离 顶 点 i 和 i 。 假定 项 点 i 在 gw 中 ， 顶 点 了 在 go 中 ， 则 由 
定理 5-1-3 的 证 明 ， 显 然 在 (02,; xx 已 ) 中 恰 有 一 个 制 集 分 离 顶 点 
i 和 j， 在 中 (Qs x 如,) 中 也 惟有 一 个 割 集 分离 顶点 1 和 了 。 扩 
此 ,我们 选取 这 些 割 集 来 构成 割 集 的 无 重 边 并 时 ， 其 中 恰 有 两 个 
分 离 顶 点 i 和 i 的 割 集 . 《证 毕 》 . 

定 更 5-1-6 如果 两 个 割 集 的 环 和 S.C 让 B52017) 不 是 一 
个 割 集 ， 测 无 论 将 SG 六 四 3 六 表示 成 怎样 一 个 割 集 的 无 重 
边 并 ， 其 中 或 者 怡 包含 两 个 分 高 顶点 i 和 fj 的 制 集 ， 或 者 不 包含 
分 离 顶 点 i 和 j 的 割 集 . 

征明， ”我们 采用 与 定理 5-1-5 的 证 明 相 拉 的 假设 ， 当 顶点 
i 和 /部 在 gw 中 有 时， 显然 没有 分 离 顶 点 i 和 的 荐 集 。 因 此 , 我 
们 假定 顶点 1E go， 顶点 jE ga， 在 图 2-3-9 中 ， 由 于 对 r = 1，2， 
1 go 必 在 9 中 的 某 一 个 里 ， 故 我 们 假定 9 在 9-: 里 ， 如 图 
5-1i-3 所 示 。 

在 gc 中 ， 把 从 gu 和 go 的 顶点 连接 到 9 里 除 9 外 的 那些 
丁点 的 边 删 去 ， 则 所 得 图 前 最 大 连通 子 图 是 gj，gez，………，9u 以 
及 gm。 换 句 话 说， 当 @ DX 人) (人) (dX 
Mas EDAX ND) EDX BO 0 (其 中 ， 
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对 r =1，2，….，2 0u 是 gsr 中 所 有 项 点 的 集合 ) 被 删 去 时 ， 这 
些 子 图 变 成 g.: 的 最 大 连通 子 图 。 注意， 从 gu 中 顶点 到 gc 中 顶点 
的 边 ， 都 是 与 941，942，""……，g9a: 中 顶点 相连 的 边 。 另 一 个 方面 ， 
由 于 我 们 假设 g<, 是 连通 的 ， 故 从 g.: 中 顶点 连接 到 ga 中 其 余 的 顶 
点 的 边 ， 就 是 与 子 图 ga ges 和 as gatrl dr 的 各 
顶点 相连 的 边 。 

可 以 看 盟 ， 由 ZX S(O X0a), 1 Oa x 
0) DX a), FX ba) 1 多 (wxX 50a) 中 的 边 
组 成 的 制 集 的 无 重 边 并 ， 不 论 以 何 种 方式 组 成 ， 或 者 包含 两 个 分 
离 i 和 1 的 割 集 ， 或 者 不 包含 分 离 ; 和 7 的 害 集 。 我 们 还 可 以 看 
出 ， 由 其余 的 边 组 成 割 集 的 无 重 边 并 ， 无 论 以 何 种 方式 组 成 ， 都 
不 可 能 有 分 离 i 和 的 割 集 。 因 此 定理 为 真 ， 《证 毕 ) 

定理 5-1-7 如 果 两 个 割 集 的 环 和 SLGj; .) 命 3.07i.) 不 是 一 


(NK Qa 全 LX ea 四 
(Ox Qn) ET 
2 gt 
6 (Qn% 8 A 
: Dp dX Nl 
(Ru 0 
1 
人 I (Ott Rn) 
1 2 
\ * 


攻 5-1-3 最 大 连通 子 图 got ,giss "gis 
214. 


个 割 集 ， 那 么 无 论 将 5047 .中 St 六,) 表示 成 怎样 一 个 着 集 的 
无 重 边 并 ， 其 中 或 者 答 包 合 两 个 分 离 顶 点 i 和 j 的 制 集 ， 或 者 没 
有 分 离 顶点 ? 和 7? 的 割 集 *。 

这 个 定理 的 证 明 与 定理 5-1-6 的 证 明 相 似 。 

在 图 5-1-4 中 ， 有 两 个 线 图 ， 图 5-1-4(a) 是 S.CG 门 外 S$S,0157) 
的 一 个 例子 ， 它 表明 了 510; 店 龟 5,01 站) 的 两 种 可 能 的 表示 方 
法 ， 即 我 们 可 以 到 5 和 Se 来 构成 这 个 割 集 的 无 重 边 并 ， 也 可 以 
政 So 和 5w 来 构成 这 个 割 集 药 无 重 边 并 。 注 将 ，S 和 S56 都 分 离 
顶点 工 和 了 ， 而 So 和 3iz 者 不 分 离 顶点 1 和 了 。 


: -全 
‘a) 


图 5-1-4 
OPE AEL Es 
在 图 5-1-4(b) 中 ， 将 S: (7 .)@S:(17.) 表示 为 着 集 的 无 重 
边 并 ， 有 三 种 不 同 的 选择 害 集 的 方法 ， 因 为 .0ij3.) 和 S50ij3.) 
没有 公共 边 ， 故 这 两 个 割 集 就 可 以 组 成 一 个 翻 集 的 无 重 边 并 。 如 
果 取 S. 和 53， 二 者 都 不 分 离 顶点 ;和 了 ,我 们 又 得 到 S161j;.)@ 
Sx(j;,) 的 一 各 表示 法 .如 果 我 们 用 Ser Su 和 Su 来 表示 Si.) 国 
S20ij; .) 就 得 到 栓 有 两 个 割 集 分 离 硕 点 i 和: 的 情形 。 
正 妈 我 们 早先 所 讨论 的 ， 每 一 个 官 集 都 可 以 表示 为 一 些 生 成 
”定理 报 后 一 切 ， 基 基文 站 译 为 < 到 者 包含 若干 个 分 次 大 上 和 了 的 乔 伸 *, 颖 
有 资 ， 现 霹 上 下 文 任 本 政 若 . 一 一 下 注 
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元 的 环 和 。 显 然 分 离 两 个 确定 顶点 的 割 集 也 可 以 用 同样 的 方法 来 
表示 。 因 了 此， 为 了 出 一 些 生成 元 的 环 和 来 生成 分 离 两 个 确定 顶点 
的 所 有 制 集 ， 我 们 应 当 了 解 三 个 以 上 割 集 的 环 和 ， 而 这 又 相当 于 
了 解 两 个 割 集 的 光 重 边 并 的 环 各。 为 此 ， 我 们 把 符号 Sn 和 
SCijs ,) 的 定义 推广 如 下 ， 
定义 5-1-3 如果 集 全 S=Z(0,xD) 具有 这 样 的 性 质 : 
iE 人 DO ，jE9， 则 说 S 分 离 了 i 和 /， 记 为 S07) 如 时 集合 
号 = 要 (局 X 总 ) 具有 这 样 匆 性 丰 ，i 和 了 了 都 在 人 9 (或 6) 中 ， 则 
S 不 把 7 和 分 离开 ， 记 为 3(i73,)。 注意 ， 这 里 5 是 一 个 制 集 ， 
或 者 是 一 个 割 集 的 元 重 边 并 。 
用 这 个 定义 ， 可 以 将 定理 5-1-2 到 定理 5-1-7 推广 为 如 下 形 
式 。 
趾 理 5-1-8 S, (0 门 狼 5,(1;) 与 5 全 5S507.) 的 环 
和 不 分 离 顶 点 ?和 7 了， 而 S14 (13 站 个 92 (01 分离 顶点 5 和 1 . 
这 个 定理 的 证 明 与 前 面 几 个 害 理 的 证 明 是 相同 的 . 
在 一 个 线 图 如 中 ， 假 定 每 一 个 顶点 代表 一 个 岛 ， 每 一 条 边 代 
表 两 个 岛 之 问 的 一 座 桥 ， 于 是 问题 就 变 成 ， 要 使 两 个 指定 的 岛 i 
和 /之 问 设 有 路 径 ， 找 出 必须 破坏 的 桥 的 最 少数 目 、 为 了 回答 这 
个 问题 ， 我 们 定义 边 集合 5 的 人 为 这 个 集合 中 过 的 数目 ， 记 为 
V[SI]。 叉 设 {S°( 门 } 是 分 离 i 和 /的 所 有 割 集 的 集合 , (9 (3 外 
是 所 有 分 离 i 和 的 制 集 和 割 集 的 无 重 边 并 的 集合 。 那 么 ， 被 破 
坏 的 桥 痊 最 少数 上 月 NN 是 
N=min{V[IST SE 4S° C37)}} (5-1-2} 
对 于 任何 一 个 分 离 顶 点 7 和 了 的 制 集 的 无 重 边 并 5 ， 总 存在 
一 个 草 集 97 , 它 是 5 的 真子 集 ， 并 且 分 离 顶 点 1 和 了 。 因 此 
min{V [SHSE {SN = min (VLSDS ES 
(5-1-3) 
这 样 ， 我 们 只 需要 生成 {5S (i; 站 } 中 所 有 的 集合 中 可 ,而 无需 
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知道 它们 中 哪些 是 割 集 。 作 为 一 个 例子 ， 我 们 考虑 图 5-1-5 中 的 
图 和 人。 据 定 理 3-1-~4， 要 生成 一 个 图 中 所 有 的 割 集 和 制 集 的 无 重 
边 并 ， 我 们 只 要 知道 n, 一 1 个 线性 无 关 的 关联 集 即 可 。 在 这 个 例 
子叶，n, =5。 假 定 我 们 选取 下 列 关 联 和 集 作为 一 1 个 线性 无 关 的 
集合 ， 

(人 = (1,2,3,4) 

SS( 门 =(5, 6 7，8) 

Sv) = (3,5,6) 

S(v) = (2,7,9) 


图 5-1-5 线 图 他 藉 顶 点 于 和 


据 定 理 5-1-8，{5347)} 申 任 一 集合 必须 包含 S( 人 或 S( 门 ， 
但 不 能 同时 也 含 这 两 个 割 集 、 注 者 ， 在 这 些 线性 无 关 染 合 中 ， 只 
有 S() 和 SC) 分 离 顶点 i 和 7， 因此 我 们 可 取 SD 或 SCO), 与 
男 两 个 关联 集 S (vw 和 Stcvs) 作 各 种 梧 能 的 组 合 ,来 得 到 (S037)} : 
SC) = (1,2,3,4) 
SDI) = (1,2,4,5,6) 
SBDS 0) = (1,3,4,7,9) 
SOOPBSVIBSv) = (1,4,5,8,7,9) 
Si) = (5,6,7,8) 
S(OS0) = (3,7,8) 
SOBI vs) = (2,5,6,8,9) 
SPBSV) DS) = (2,3,8,9) 
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于 是 我 们 可 以 君 出 ， 闪 = 3 ， 应 当 破 环 的 桥 是 3，7 ，8 。 

割 集 类 3 (i37) 的 重要 应 用 之 一 ， 是 用 于 通讯 网 络 领 域 ， 其 
中 ， 两 个 顶点 之 间 的 容量 与 SGi37) 类 中 的 一 个 入 集 有 直接 的 关 
系 。 这 个 内 容 ， 将 在 以 后 的 章节 中 讨论 。 


5-2 伪 市 


考虑 两 个 互相 对 偶 指 线 图 C: 和 Cs。 在 4-3 六 中 ， 我 们 曾 发 
现 ，C+ 的 任 一 个 回路 对 应 于 C: 的 一 个 割 集 。 这 里 ， 我 们 将 介绍 
一 种 称 为 伪 割 的 子 贺 , 它 具 有 与 路 径 相 似 的 性 质 。 六 号 ,我 们 将 看 
到 ，C1 中 前 任 一 路 径 与 对 偶 图 ;中 的 一 个 伪 割 对应。 我 们 从 研 
究 C: 中 与 G, 药 一 条 路 径 对 应 的 子爵 开始 ， 

设 e 是 G: 的 一 条 边 ， 鞭 内 点 为 顶点 了 和 7 。 设 e/' 是 Cz 中 与 
边 。 对 应 的 边 。 这 里 ，C: 和 Gs 是 互相 对 侦 的 。 考 虑 Gl 上 启 预 点 
和 了 之 问 的 一 条 路 径 P ( 关 e)。 我 们 知道 ，Le} UP 是 台 , 的 一 个 
加 路， 而 G: 中 存在 一 个 与 Gf, 赠 路 Ce) UP 浇 应 的 寡 集 S$， 因 此 ， 
全 :中 与 6G 的 有 路径 卫 对 应 的 子 图 是 3 人 Ble 人 是 然 ， 该 集合 S@(e’) 
不 是 一 个 制 集 。 我 们 称 这 样 的 集合 为 关于 边 e“ 的 伪 状 。 

在 Gl 中 ， 考 谍 顶 点 1 和 和 j 之 问 两 条 个 同 的 路 径 已 和 已。 候 
定 P; 和 和 忆 都 不 包含 这 ， 则 在 Gs 中 存在 两 个 仿制 :全 (> ) 和 
3 四 (e7)， 其 中 9 有 和 339- 别 是 台中 对 应 于 Cr 的 回路 已 Uey 和 
PU Ce) 的 割 集 ， 和 蛋 们 知道 ，P; 甸 PP 或 为 回覆 ， 或 为 回路 的 无 重 
边 并 ,因此 Gs 中 与 中 命 P, 对 应 的 子 图 必 为 割 集 或 制 集 的 无 蔓 边 
并 。 由 

[S.®B(e IOLSB ej SBS, (5-2-1) 
根据 定理 2-3-2， 我 们 可 以 看 出 ，G; 中 的 对 应 子 图 确 为 害 集 或 割 
集 的 元 重 边 并 。 换 句 话 说 ， 关 于 同一 条 边 和 的 两 个 伪 割 的 环 钨 或 为 
佑 集 ， 或 为 制 集 的 无 午 边 并 。 前 看 ， 我 们 已 定义 了 一 个 线 图 的 路 
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树 ， 不 论 这 个 线 图 是 平面 的 还 是 非 平 面 撮 。 下面 我 们 要 定义 关于 
一 条 边 的 伪 割 . 
定义 5-2-1 关于 边 e' 的 伪 独 U 是 一 个 边 的 集合 ， 
U=SG@(e’) (5-2-2) 
其 中 5S 或 为 包含 边 e' 的 制 集 ， 或 为 空 集 ， 
出 这 个 定义 ， 显 然 关 于 同一 条 边 的 两 个 伪 制 的 环 和 或 为 所 
集 ， 或 为 割 集 的 无 重 边 并 。 
为 了 简便 ， 我 们 定义 符号 19} 和 全 9 如 下 。 
定义 5-2-2 符号 {5S} 表示 所 有 割 集 ， 割 集 的 无 重 边 并 和 和 空 
集 的 集体 。 符 号 {S 中 是 所 有 荐 集 和 空 集 的 集体 。 即 
9} = min {3} (5-2-3) 
( 见 定 义 1-6-1》 
现在 ， 我 们 来 进一步 推广 伪 间 的 定义 。 
定义 5-2-3 设 U, 是 {5S} 中 一 个 集合 的 真子 集 则 集体 
{O)}u. 定 久 为 
{UY = min{U BS € 435} (5-2-4) 
其 中 ，{U}u, 星 的 每 一 个 集合 称 为 关于 UU ,的 伪 割 或 集体 { 忆 jw 中 
的 仿制 。 
由 此 定义 ， 显 然 伪 割 不 是 害 集 . 但 是 ， 关 于 UU, 的 两 个 伪 割 
的 环 和 ，、， 或 为 制 集 ， 或 为 制 集 的 无 重 边 并 ,为 了 说 明 这 一 点 ， 设 
U. 和 Us 在 {ou, 中 ， 则 U. 和 Us 可 以 表示 为 


U., 三 UDBS, {5-2-5) 
U,=U.®S, (5-2-6) 

其 中 5$, 和 3, 都 在 {3} 中。 因此 
UBU;=UBS BU D5,=5@5, (5~2~-7》 


UOU;,= UDUDBI= 5 (5-2-8) 
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它 仍 是 一 个 割 集 。 
定 旬 5-2-1 任意 两 个 关于 z7, 的 伪 割 的 环 和 或 为 割 集 ， 或 为 
割 集 的 无 重 边 并 。 
这 个 定理 直接 导出 下 一 
个 定理 . 
定理 5-2-2 
{Uv {UY = {5"} 
(5-2-9} 
例 5-2-1 考虑 图 5-2~i 
所 示 的 线 图 ， 设 U, = {ga), 则 图 5-2-1 一 个 线 图 
{U},.={(0), Cc,f), (6,d), (d,e), (cg9)} 

{UY BIV),= 二 Casc,f,), (a,b,d), (a,d,e), Ca,c,g) 
{bcd,f), cd,e,f), {ff,9), (0,e), 
(bcd ,9 ,c,d ,6,9))} 

它 是 {5}, 注意， 从 例 2-3-3 中 我 们 知道 ， 
1S5}={6,Ca,c,)), Ca,0d) ,Casd,e), (osc 9 (be), 
(fg9), Cod,esf), Casbycsesf) ,Cosd ,el 0), 
《De 0 th cd,f), ed,e, 9g) (asb,c, ,9) 
(a,bd,f 9 b,c,d,9)} 
在 定义 5-2~3 中 ， 集 体 {U}y, 由 minftC 四 S3SE1S)] 给 出 ， 
如 果 U ,是 S 中 的 一 个 嘎 集 ， 则 据 定 理 2-3-2，min{S@S'; 5S’€ 
{S)} 显 然 等 于 {5"), 
定理 5-2-3 设 $S 是 {5S} 中 的 一 个 集合 ， 则 
{5}=min(SBI 3'E{S}) (5-2-10) 
注意 ， 如 果 我 们 在 式 (5-2-10) 的 右边 将 {SI1 换 成 {5S'}， 可 能 就 得 
不 到 等 式 ， 即 我 们 只 能 说 
{SOmin(SBS SE{S)) (5-2-11) 
以 下 两 个 定理 是 显然 的 。 


6 人 


害 理 5-2-4 

{ 全 (139 = {5° (3-2-12) 
害 理 5-2-5 

{UY BS = {U),, (5-2-13) 
前 面 说 过 ， 如 里 路 名 ,和 PP, 在 {PP;} ( 见 定义 1-4-3》 中 ， 出 

{Py} = min{POBE, EE{E)} 
=min{P.BE, Ec{E}} 
《定理 1-6-12) ,现在 我 们 畴 到 ，{U}u, 有 类 似 的 性 质 。 

寂 理 5-2-6 设 U, 在 {U}wo, 中 ， 则 


{UY} = {UU}o, (5-2-14) 
证 阴 ， 因为 ,在 {Uv, 中 ， 故 存在 一 个 割 集 S$'， 使 得 
U,=U@BS! 《5~2-15》 


于 是 
{Ujwm= min(U,@S; SE{S)} 
=min{U@3'@5 SE{S)} 
=min{U BS SE {SY (5-2-16) 
《证 毕 》 
例如 ， 在 例 5-2-1 中 ，(e, 人 7 在 {0}), 蜂 ， 取 U,= {c,f}， 我 
们 有 
{UY wy) 三 mint(cy 门 四 35 SE {59}} 
= (ce,f), (0), (cs,g), td,e), Cb,d)} 
这 一 结果 与 0D}, 相同 ， 
于 面 一 个 定理 与 考虑 路 径 集 体 的 定理 1-6-9 非常 相似 ， 
定理 5-2-7 设 $S 是 {5S} 中 的 一 个 割舍 ， 叉 设 [，U,，.…*， 
Ui 是 S 的 真子 集 ， 在 这 些 集合 U,, U,, ”9 UL, 中 ， 任 两 个 之 
问 都 没有 公共 边 ， 并 且 所 有 这 些 集 合 UU,，Us，，…，，U 的 并 集 
是 S. 则 
{Uw {UB BU = {9 《5-2-17》 
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如 最 我 们 能 证 滑 下 一 个 定理 ， 就 可 以 用 监 缚 法 来 证 更 这 个 是 
理 . 

定理 5-2-8 设 口 , 足 -- 个 党 集 的 真子 焦 。 ge 
真子 集 ，U 1 和 UU 没有 和 公共 边 ， 且 0 与 U ;的 并 集 是 U。。 关 

UD, = (Uy, 218) 

证 明 : ”我 们 要 证 明 :,〈1 ) 对 任意 的 UsE€ {Uo,s 存在 U1 GE 
{jn 和 Lz€ U0} 使 得 UGUs=U4 (2) 对 任意 的 UE 
{Um 和 UE D0} UB 在 {jw 中， 或 者 DBU' 的 一 个 
真子 集 在 {Lu5:。 


对 于 (1)， 设 
U=U,DS’ 《5-2-19》 
其 中 S*E13}。 交 为 
U,DU,=U, (5-2~20) 
我 们 有 
USUBS' =Us (5-2~21) 


如 果 U ,人 BS' 在 {Do 中， 刚 因 UE {Uy}w,， 这 两 个 仿制 UBS' 和 和 
UU; 即 为 所 求 的 两 个 集合 。 当 U; 儿 57 在 {DU}y, 中 时 ， 这 个 结论 也 
正确 .因此 ,我 们 只 须 考 虑 ， 既 非 U ,SE1U}y,, 又 非 U,@@S'E 
{Uv, 的 情况 。 在 这 种 稍 涡 下 ，{S} 中 在 在 集合 SL 和 5S,， 使 得 
1BS1 UO (5-2-22) 
U.SFUBS’ (5~2-23》 
其 中 局: 四 3 在 { 忆 各 中 ， 忆 :四 5 在 {CJw 中 〈 根 据 式 5-2-4) 、 因 
为 口 ,四 口中 57 在世 jw 中 ， 我 们 有 
UBUDIS BUDBUDBS! (5-2-24) 
注意 UBU,@5, 不 在 {U}w 中 。 否则， 由 于 我 们 假设 Ui@@S 1.€ 
{Cju， 这 种 情 襄 就 变 得 与 上 一 种 情况 相同 。 
由 式 (5-2-24)， 
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S11—UIUU)DS -UL UU,) 《5-2-25) 
类 似 地 ， 由 式 (5-2-22) 和 式 (5-2-23)， 我 们 有 
9 7 ~ 站 9 一 7 (5-2-26) 
和 7 一 这 《5-2-27) 
由 于 Us, 壮 $,， 政 这 两 个 等 式 给 出 
(S—- UDUS -UD -UUs, ~U,) 


Ee U, 
手 $ -IUD 《5-2-28》 
所 为 这 个 式 子 的 左边 等 于 S’- (UUU,}), 我 们 有 
S$ -UU UD) 有 FN, - (ULUU,) {5-2-29) 


但 是 ， 册 式 (5-2-25)，5 人 一 《UU 如 ,是 S, 一 (UU U,) 的 子 集 ， 
这 是 一 个 矛盾 。 因此 当世 和 SEC 克 U,@BS'E {DUD}, 都 不 
成 立时 ， 所 求 集合 是 存在 的 ， 这 就 证 明了 (1)。 
对 于 (2), 设 U4=U.@34，U% = U,.®3;, 这 里 $51 和 5S, 都 
在 {35} 中 ， 则 
UB@Us=U BH DU,DBS := UB (5-2-30) 
它 一 定 在 {UD}w 中 ， 除 非 在 { 品 ju 中 存在 U,@BS* 的 一 个 真子 集 ， 
《证 毕 ) 
例 5-2-2 图 5-2-1 所 示 线 图 的 {1S } 是 
{S}={$, a,c,f), a,b,d), (asd,e), (oc,g), (bse), 
(fcsd ,ef), abycsesf) ,tasd,e,f,9), 
(bye,f,g) ,tbc df (c,d, eg), (ab,c,e.0), 
(asb,d,f,g9), (b,c,d ,9)} 
用 U 王 {a), 得 
{UY},= min{(o) ®5; SesS}) 
= {Ca), (esf), ch d), (de), tc,o)} 
由 Ul,= (c)， 得 
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{Uj}= min{(O BS SELS}} 
={(0), Ca,f), (a,g), Cd,e,f), (bd,f), 
(I,es9), (hb,d,g)} 
因此 
{UB Ue= {osc), (fs 9), esd,e), Che,d)} = {UY 
另外 ， 注 意 到 ( 放 在 0) ,wa 中， 因此 ， 据 定理 5-2~6， 
‘Uo = (UY, 
而 由 DU}= nmin FS: SE{S}} 
也 训 得 到 {UY}.)， 
当 一 条 小径 仅 由 一 条 边 。 组 成 时 ， 据 定理 1-6-10， 我 们 有 
{P(e)} = min{(e)@C, CE {CO} {5-2-31) 
注意 {CC} 是 所 有 回路 和 空 集 的 集体 。 当 忆 仅 忠 一 条 边 组 成 时 ， 
也 有 吏 样 的 情况 。 
定理 5-2-9 对 于 线 图 中 的 一 条 边 e， 
记 } .= min 人 (ee 下 3 SE {SY} (5-2-32) 
注意 ， 一 般 地 说 ，{S 个 中 元 素 的 数目 比 145 中 元 素 的 数目 要 少 得 
多 。 
证 明 ， 设 D € 4U}.。 假定 
U= (et@Ss 
其 中 S$ 是 害 集 3,, 5,,*…', 6 的 无 重 边 并 。 因 为 降 使 UU 在 {U} .中 ， 
Sl, Ss, Sp 中 的 某 一 个 必须 包含 边 。 ， 设 eES,， 则 用 te) 甸 
S, 代 兰 (e) 铬 SS， 它 一 定 在 0} 中。 因此 ，U = (e) 提 5 中 的 5 必 


为 牢 集 。 (证 举 》 
广 意 ， 如 果 U 中 的 边 不 止 一 条 、 风 
{Uo omintU ,BS SE SY (5-2-33) 
如 果 我 们 知道 名 中 而 不 是 全 y， 以 下 定理 对 Ul= el, es *， 
e 寻 给 出 了 站 站 yo， 


定理 5-2-10 设 世 ,= {ei，e， Et ， 则 
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‘Uyo = {UF BU UD) (5-2-34) 
用 定理 5-2-8 易 证 明 这 个 定理 。 
在 例 5-2-2 中 ， 
{5 = {$,(a,c,f), Ce,b,d), Ca,d,e), (a.c,g) .hb,e), 
(fs ,csd,e,f), (b,c,d,f), c,d,e,o), 
(bc, dd, gy 
例如 ， 要 得 到 {0} 4s， 我 们 可 以 不 用 式 (5-2-4)， 而 用 下 面 的 
方法 求 出 (DU} .和 1{U},: 
Ue= mint(o ES SES'Y} 
= {Cc) ,Caf), (a,9), Cd,e,f), c,d,f), 
td,e,9) ,tb,d,g)} 
1U}a=min{() ES SCE{S"} 
= {td), a,b), (ase), (esesf), (b,c,f) 
《cyeyg)， (b,c,9)} 
于 是 
{Uy = (UY {UY 
= {ed), (Casbsc) (arcse), (ef, tb f), (e,g), 
(b,g), Ca,d,f), (a,d,g)} 
把 一 个 钱 图 孔 射 到 一 个 
期 环 的 表面 上 。 如 果 我 们 需 
可 用 删 去 一 些 边 的 方法 ， 兢 
天 围绕 着 圆 环 中 心 孔 的 所 有 
同 路 ， 那 么 ， 由 这 些 必须 删 
南 的 边 组 成 的 集合 ， 只 要 其 
任何 一 个 真子 集 都 不 具备 这 
样 的 功能 ， 就 构成 一 个 伪 
割 。 例如， 图 5-2-2 所 示 ， 
就 是 这 种 情况 。{S } 是 所 有 图 5-2-2 回环 十 的 一 个 级 图 
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荐 集 。 拓 和 集 的 无 重 边 并 和 空 集 的 集体 。 由 于 419 可 以 出 tl 一 1 个 
线 隆 无 关 的 关 歼 集 得 型 ， 记 以 我 们 从 以 下 三 个 关联 和 集 ， 即 可 得 到 
关于 的 伪 割 集合， 
S(1) = (0a,5,c,d) 
$(2) = (a,f,g) 
S(3)= (d,e.f) 
取 U,= (c,d) ,显然 它 能 破 开 房 有 围绕 回环 中 心 扎 的 回路 ,我 们 有 
U,= (c,d) ES(1) = {a,b) 
Us= (c,d) BS 2) = (a,c,d:f,9) 
U,= (c,d DI) = (ec,e,f) 
Us= (cd DIDPDI = 0,f, 9) 
Us= (cA)FE SDI = (ob,.d.e,f) 
L = (c,d)ES() DI = (ga,c,6,.0) 
Us= (c,d)DBS DB DI) = (phd,e,9) 


鞭 中 ， 这 集 0，Us，U,，Us;，U?; 和 Us 具有 这 样 的 功能 ， 删 去 
共 中 任何 一 个 ， 都 能 破 开 围 绕 痢 环 中 心 蕊 的 所 有 回路 ， 而 删 去 这 
些 集 合 的 真子 集 ， 则 不 能 达到 这 个 和 目的。 显然 ， 这 些 这 集 移 成 
{Uys,, 
考虑 两 个 伪 割 ,和 Us 的 环 和 ,其 中 UE Uo UsE UY, 
UOU, = (SOUVOS BU = 5S,05,@ (UBUD) 
=S.RU 《5-2~35》 
其 中 $,，5;，S, 在 {5S} 中 ,而 
U=U@U, (5-2~36) 
因为 这 里 不 保证 UU 是 {15} 中 某 一 割 你 的 走 子 集 , 时 据 上 面 的 定义 ， 
S. 人 EU 不 一 定 是 一 个 伪 制 ,但 是 任意 两 个 集合 3.@U 和 SBU 满 足 
《3 中 (门下 (3 下 D) = 5. 
其 中 S.。 Ss。。Ss 都 在 43) 中 ， 这 就 是 说 ， 任 意 两 个 这 样 的 集 侣 的 
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环 和 在 4S} 中 。 因此， 我 们 推广 伪 割 的 定义 ， 使 其 包 入 这 种 集 
合 ， 
定义 5-2-4 对 于 边 的 集合 加 ， 关 于 的 伪 削 的 集 合 {Uy 定 
义 为 
{0jy = minitE@S SE{S)) (5-2-37) 
由 这 个 定义 ， 我 们 有 了 册 下 定理 。 
定理 5-2-11 设 {Co 有 {)o 分 别 大 关于 避 和 孔 : 的 伪 拓 的 
集合 ， 则 
{UY BU = oem (8-2-38) 
证 明 ， 由 运算 仿 的 定义 
{oo, 名 {U} Da =min{tUADU UE Cy ts {Uro} 
=min(S,BDU ES BL ,SS,C (Ss}} 
min({Ss®@U BU SE {SS})} 
{5-2-39} 
此 即 世 em 的 定义 。 《证 毕 ) 
考虑 一 个 集体 [人 六 ,全 中 ]， 它 是 由 关于 一 切 可 箱 边 集 的 所 
有 伪 制 集合 组 成 的 。 注 意 ， 如 果 边 集 是 空 集 g， 凑 亿 = 二分， 
启 此 集 你 C40} ， (从中 ] 中 包含 所 有 的 振 集 娃 空 集 秀 集合 {5 中。 对 
于 L407 1 分 ] 中 任何 集合 有 ， 天 利 玉 -， 我 们 有 以 下 绽 果 ， 
1. RR, = RR, ® RE LU}, 
{151, 
2. 在 [L{U}, {SJ 中 存在 {5 ， 
使 得 RE 镶 15") = 下 
3. RBR,= {9}., 
4. RRDR) = (RBAR)D 
用. 图 5-2-3 绕 半 G 
赂 此 ，[E{U} ,1S"] 是 环 积 运算 名 下 的 阿 见 尔 群 ， 
例 5-2-3 考虑 孵 5-2-3 所 示 的 线 图 。 为 了 得 到 {S)}， 我 们 选 
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歌 线 性 无 关 割 集 9; = 《ab), S$,= (a,c,2) 各 S,= (d,e)。 然 后 我 
们 作 运 算 
SPS,= (8,c,6) = 5, 
SES= (Ca,b,d,e) = S$, 
SBS= (aycyd) = 394 
WBFS,= (b,c,d) = 3, 
内 此 
S= {9,,.9,95.9..95.909.,0} 
我 们 可 以 看 出 
ST= {S000 5985.8,} 
设 U,= (ao)， 则 
{Uo = min {UPS SE (人 9) 
= {(a), (b), tc,e), (c,d)} 


注意 ， 
Or @U = 0, Gab), {asce), (a,c,d), (b,c,e), 
(bcd,), de 
= 好 分 


设 U,=(e)， 则 
{UY = {ley, (qc) td), (b,c)} 
设 U,= cy， 注意 
UBUTU, = 5, 
和 UNU,=$ 对 于 1 委 p<9S 委 3 
现在 
{Uv BU = min (BUAU EC CE 人 
= {tases), Ce), (ad), (bh,e), (b,d)} 
三 {LY vy, 
容易 春 出 
{Cn BB {Uo = (UU, = 好人 
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设 U ,二 b,c), 出 
{Uo, = 4b,c), (asc), (2), tay} 


现在 
{Uo BU = {C0), Cb,e), (b,d), (a,e), (Cad))} 
= {UY,, 
这 是 因为 


{C]JwGLC]u， 二 {5 }v ,8v, = {tf ese = {U)}s,@te 
={U}o= {UY, 
在 研究 路 径 时 ， 我 们 管见 到 过 一 种 集合 ， 它 脖 一 条 路 径 和 若 
干 回路 的 无 重 边 并 集 。 关 于 伪 割 和 制 集 ， 我 们 也 有 类 似 的 集合 . 
定义 5-2-4 集合 Y 称 为 伪 割 和 若干 割 集 的 无 重 边 并 集 ， 如 
时 
Y=U®@S (5-2~40) 
并 且 
CMS= 乡 (5-2-41) 
其 中 UU 是 一 个 伪 割 ， 而 5 或 为 一 个 割 集 ， 或 为 割 集 的 无 重 边 并 . 
定义 5-2-5 设 [U)w 是 关于 边 案 上 的 所 有 伪 割 的 集体 ， 则 符 
号 (Fo 是 {U)v 中 所 有 伪 制 ， 伪 割 U 和 车 于 制 集 的 无 重 边 并 集 以 
及 空 集 的 集体 。 


可 以 看 出 
{Yy}={U@S, SC{S)) (5-2-42) 
而 且 ， 由 伪 割 集体 的 定义 ， 我们 可 以 看 出 
min{Yy} = {UY (5-2-43) 


例 5-2-4 在 例 5-2-3 中 ， 我 们 发 现 
{Uv, = {C0), Cb), (ce), Cc,d)} 
我 们 又 知道 
1S}= {6, C0,6), Casc,e), Cd,e), b,c,e), tasb,d,e), 
ascsd), (b,c,d)} 
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于 是 
Yo} = {UD@SIUE {UY SE 45}} 
= {(q), (b), (ese) ,Cesd), (asbscse), 
(gsbycsd), (ayd ,6) ,Cb,d,e)} 
周 下 式 可 以 得 到 同样 的 集体 ， 
Yo = UBSS EE 15)} 
= {Caq), (bY), (ce) Casd,e), Casbscse)s 
{bd ey, ed) (ob c,d)}y 
{7 的 一 个 有 趣 的 性 质 由 以 下 定理 给 出 ， 
定理 5-2-12 《Yo 中 河 数 个 集合 的 环 和 是 {Yo} 中 的 集合 ， 
偶数 个 集合 的 环 和 是 {5} 中 的 集合 ， 
由 式 (5-2-42)》， 证 阴 是 显然 的 ， 注 意 关 于 辟 的 所 有 擅 害 都 在 
让 从 中 。 
这 个 定理 说 明 ， 如 果 我 们 把 {Yw} 中 的 所 有 和 集合 和 {5S} 中 的 
所 有 集合 收 坐 到 一 起 ， 底 得 到 环 和 运算 下 的 一 个 群 。 换 句 话说， 
净 TYu,S] 定 义 为 {Yo} 和 {Sj} 中 浙 有 集合 的 集体 ， 我 们 就 可 以 说 
[Yu,S] 是 环 和 运算 下 的 阿 贝 尔 群 。 前 面 说 过 ，{ Sj】 是 所 有 崎 集 ， 
齐集 的 无 重 边 并 和 空 集 的 集体 .、 


5-3 阿 贝 尔 群 


我 们 已 经 研究 了 以 下 一 些 子 图 的 和 集体， 它们 都 是 阿 贝尔 群 。 

【五 }]， 所 有 回路 ， 回 路 的 无 重 边 并 和 空 图 的 集体 ， 

{ Ta 各 EE] 中 所 有 集合 组 成 的 集体， 其 中 ， 
{ag5 是 Mi; 上 类 中 所 有 对 国 集体 ， 它 们 或 为 一 条 路 径 ， 或 为 一 第 
路 径 和 车 于 回路 的 无 重 边 并 ， 

Lr},{C}I， 有 形 如 {+60.i0…iw] 的 所 有 集体 和 {TC ] 组 成 的 集 
笨 , 其 中 {C ] 是 所 有 回路 各 空 集 的 集体 ; {T60000.…661] 是 t66611ii) 类 
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中 所 有 图 的 集 停 。 

{Sj:， 所 有 割 集 ， 拓 集 的 无 重 边 并 和 空 集 的 集体 。 

1 7 {Yvw] 和 {3S} 中 所 有 集合 的 集体 。 其 中 {Yw]} 是 关于 
过 的 所 有 伪 割 ， 以 及 一 个 关于 L/ 的 伪 割 和 若干 客 介 的 无 重 边 并 的 
集体 ,(L' 是 一 个 边 然 )， 

CED},《S"]， 形 如 {Us 的 折 有 集体 和 {3S 组 成 的 集体 。 
其 中 人 5) 是 所 有 山 集 和 空 集 的 集体 . 

我 们 还 知道 ,在 { 已 } 中 有 #% -和 +P 个 线性 无 关 的 集合 ,{ 五] 
中 所 有 的 集合 都 可 以 册 它 们 生成 ,类 伺 地 ,在 [LS jj 中 有 ‰-P 个 线 
性 无 关 灼 集合 ，{S j 中 所 有 的 集合 可 以 由 它们 生成 。 前 面 说 过 ， 
nc 是 线 图 的 边 数 ，m 是 项 点数，P 是 最 大 连 适 子 图 的 个 数 。{ 匹 ， 
Mj]， Ctr}，{C}I3，{S,Yv} 和 [{U},{S") ] 中 线性 无 关 集 合 的 
数目 尚 示 知 道 。 

定理 5-3-1 在 {E,M} 中 存在 着 nn. 一 ,+ p+t1 个 线性 无 关 
的 集合 。 

和 证明， 由 Ma 的 定义 ， 我 们 可 以 看 出 

{Mi} = {ME@E; EE{E)) (5-3-1) 

其 中 畦 是 {MM 中 的 一 个 集合 。 显 然 ，{EE} 中 一 no+ PP 个 线性 无 
关 卜 集合 也 都 是 {E, 训 让} 中 线性 无 关 的 集合 。 并 且 , 据 式 (5-3-1)， 
{M 计 中 任何 一 个 集 食 对 与 {EB} 中 任何 一 个 线性 无 关 的 集合 都 是 
线性 无 关 的 。 因 此 ， 在 {EMMw} 中 至 少 有 nmw+ p+1 个 线性 
无 关 的 集合 ， 

因为 CU 寺中 任 一 个 集合 都 可 以 由 M 和 三 E 全 } 的 环 和 表示 ， 
而 4 五 } 中 任 一 集 含 可 以 表示 为 1 五 } 中 线性 无 关 和 集合 的 环 和 。 所 以 
我 们 容易 看 出 ， 在 {EE, Mi 中 不 会 有 多 于 nfm+ p+1 个 线性 无 
关 的 集合 。 《证 毕 ) 

类 似 地 ， 由 已 知 {S} 中 有 z~P 个 线 话 无 关 的 集合 ， 我 们 有 
以 下 定理 ， 
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定理 5-3-2 在 9,Yw} 中 恰 有 nn, 一 p+1 个 线性 无 关 的 集合 ， 
这 里 {vy} 关 43}， 
设 1，2，*…*。m 是 一 个 不 可 分 线 图 的 顶点 。 于 是 容易 看 
出 ，{roz}》， rose， rt 是 线性 无 关 的 。 对 于 任何 一 对 
顶点 1 和 和 7， 这 里 1<ij， 由 定理 1-7-8，{Twn) 可 以 表示 为 
{rony = {freon} ®@ {ron} (53-3-2) 
另外 ， 尾 一 集合 1 可 以 表示 为 
人 和 (05-3-3) 
并 且 ， 揭 定理 1-6-9 和 1-7-6。 
Tt BF) = {C0} (5-3—4) 
定理 $-3-3 对 于 一 个 不 可 分 线 图 ， 在 [tr},{C}i 中 存在 
mm -1 个 线性 无 关 集 合 。 
对 于 [1 ,5 中 ]， 设 1= (el， ea ea) 是 一 个 树 《在 分 
离 图 的 销 况 是 一 个 林 ), 而 (6,，5,，:……，b。) 是 对 应 于 上 的 弦 集 ， 
这 里 n= 一 Pp; 县 n+m= ne. 我 们 要 说 明 ， 集 合 {0》, 4U}ss**， 
10) 是 线性 无 关 的 ， 而 添加 男 外 任何 一 个 集合 化} sp， 这 里 用 关 
(5,)，1 志 bp 万 m， 痢 会 使 它们 线性 相关 。 
因为 不 存在 只 包含 (6,，6b。，… ,b&w》 中 网 边 的 害 集 ， 故 
to Da ，"*，4U}。 的 任何 一 个 组 合 的 环 积 都 不 等 于 {3°}. 
因此 ， 这 些 集合 是 线性 无 关 的 。 
假定 = (e)，1 专 rn， 我 们 知道 ， 存 在 一 个 关于 + 的 基本 
出 集 S.,， 使 得 5。, 包 含 边 e:。 设 这 个 割 集 是 (bi Bis ,biss 
er)， 其 中 1 和 和 删 据 定理 5-2-?7。 
{Um BU BU UD, = {9"} (5-3-5) 
或 {UF BU BDU, = 4U}, (5-3-6) 
因此 ， 40 },» {DU} “*"y {UY {7 是 线性 相关 的 ， 
投 8 是 一 个 多 于 一 条 边 的 集合 ， 比 如 说 
@ = (6, .Db, ,ey iq) 
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那么 ， 据 定理 5-2-8， 
d= UY BU GU) BB UD),, 
《5-3-7) 
根据 式 (5-3-6) ,对 于 r= 1,..…，g， 每 一 个 集合 {0} ,都 可 以 
用 085，{0)5,，…-，40U},。 中 集合 的 环 积 来 表示 ， 因 此 
U9 sg)im {UY 是 线性 相关 的 。 又 显然 
{UY OU p= {5"} (5-3-8) 
因此 ， 我 们 有 定理 5-3-4。 
定理 5-3-4 在 [UD ，{S] 中 怡 有 nmw+ Pp 个 线性 元 关 的 
集合 . 
这 些 集 体 有 多 种 应 用 。 例 如 ，{E ,Mi} 类 的 集体 与 开关 网 络 
有 关 。[{7}，{C}] 的 一 个 有 意思 的 应 用 是 用 来 得 到 一 个 线 图 中 
所 有 可 能 的 树 . 因为 一 个 树 是 一 个 有 和 -1 条 边 , 是 在 任意 一 对 项 
点 之 闻 愉 有 一 条 路 径 的 集合 ， {reiw0.…io} 中 任何 一 个 包含 和 -1 
条 边 的 集合 都 是 一 个 树 。 于是， 知道 了 [rz } ，14C}]， 我 们 就 可 
以 得 到 所 有 可 能 的 树 。 


习 是 


1. 图 P-5-1 中 线 图 G 的 割 集 $, = (a,6,c)，S;,= (c,d,f,h)， 
Ss= (ef 人，3S4= (5,d,f;9)， 找 出 分 离 顶 点 了 和 9 的 所 有 可 能 
的 割 集 ， 

2. 设 5 是 一 个 不 分 离 顶 点 :和 j < 
的 割 集 。 证 明 存 在 一 条 从 i 到 了 的 路 
径 忆 ， 使 得 已 和 3 投 有 公共 边 . 

3. 设 S 是 一 个 分 离 顶点 ! 和 /的 国 P-5-1 
割 集 。 证 明 从 ; 到 了 的 任 一 路 径 都 包含 S 中 的 一 条 边 。 

4, 设 {tP 是 失守 到 了 的 所 有 了 略 径 的 集合 。 又 设 S 是 一 个 边 
全， 那么 ， 如 果 对 于 所 有 PE 4Pii} 
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$fNPEs 
而 5 的 任 一 真子 集 57 具 有 这 样 的 性 质 ， 对 于 某 个 己 E {Ps}， 
S*NP=# 
证 明 S 是 一 个 割 集 ， 
5. 假 定 S (3 旋 四 SF 六 外 是 一 个 割 集 ， 证 明 或 否定 
SDBS R= 5 (0k) 
6. 求 出 轩 P-5-1 中 钱 图 关于 u = (e， 访 的 所 有 可 能 的 伪 寡 。 
7. 哪 一 种 络 图 和 边 集 从 4 满足， 对 于 各)。 中 所 有 的 Ui 和 
U,, UDBU, 是 一 个 密集 ? 
8. 下 式 是 否 成 立 ? 
{UY DU, = (5 
其 中 {0} 关 U},,。 
9. 设 el C1 '， e, 都 是 一 个 线 图 中 的 边 。 
top 多 {UO} BU 
是 伪 制 的 亿 合 或 {5} 凤 ? 
10. 证 明定 理 5-1-8。 
11. 证 下 定理 5-2-3。 
12. 证 明定 惠 5-2-4。 
13,. 证 明定 再 5-2-7。 
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第 六 章 有 向 线 图 


6-1 有 向 线 图 的 关联 矩阵 和 回路 矩阵 


当 一 条 边 的 两 个 端点 是 有 序 的 时 ,我 们 称 这 条 边 征 有 向 的 ,或 
称 此 边 为 有 了 向 边 。 适 常 采用 线 中 上 的 一 个 箭头 来 者 示 一 条 有 向 边 
的 方向 ， 邵 图 6-1-1(a) 所 示 。 如 果 一 个 线 图 的 所 有 边 都 具有 方 
向， 则 说 此 线 图 是 有 向 的 ， 或 称 为 有 向 线 图 (简称 为 有 向 图 ). 
图 6-1-2 所 示 的 线 图 就 是 一 个 有 向 图 为 了 定义 回路 ， 害 集 等 ， 
我 们 定义 有 向 图 的 对 应 无 向 图 如 下 ， 


\¢) 
图 6-1-1 
{a) 有 疝 边 ， (无 身边 (c} 两 条 有 向 边 
定义 6-1-1 把 有 辣 图 C。 的 每 一 条 有 向 边 用 无 向 边 符 换 得 到 
无 各 图 G。， 我 们 称 线 图 G, 为 有 向 图 G, 的 对 应 元 向 图 ， 
作为 一 个 例子 ， 图 6-1-3 所 示 的 线 图 就 是 图 6-1-2 所 示 有 向 图 
的 对 应 无 向 图 、 
定义 6-1-2 如果 一 个 有 向 图 的 对 应 无 向 图 是 连通 的 ， 则 称 
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此 有 向 图 是 连通 的 ， 


图 6-1-2 有 向 图 图 6-1-3 对 庶 的 扰 向 轴 

例如 ， 图 6-1-2 中 的 有 向 图 是 连通 和 的， 因为 图 8-1-3 中 对 应 的 
无 钢 图 是 连通 的 。 用 同样 的 方法 ， 我 们 还 可 以 定义 可 分 图 ， 分 离 
图 和 最 大 连通 子 图 。 

虫 于 有 向 图 和 无 向 图 之 间 的 区 别 在 于 边 是 否 有 方向 ， 那 么 ， 
适当 地 定义 有 向 图 的 回路 ， 撩 集 ， 路 径 等 等 ， 我 们 将 会 辕 到 ， 无 
阅 图 的 所 有 这 些 性 质 在 有 向 图 中 所 适用 。 另 一 方面 ， 有 向 图 移 某 
些 特 殊 子 图 ， 如 有 向 回 路 ， 有 疝 路 径 ， 尘 割 等 ， 在 有 向 图 的 应 用 
中 是 非常 重要 的 ， 当 然 它们 与 加 路， 有 路径， 名 集 是 有 差别 的 ， 这 
些 将 在 本 章 的 后 面 进 行 研究 。 

重 训 的 是 要 注意 这 样 的 场合 ， 有 向 边 可 用 无 向 边 来 枫 换 ， 反 
之 亦 然 。 例 如， 我 们 会 看 到 ， 对 于 集中 线 任 双向 前 电网 络 ， 每 条 
有 疝 边 都 能 用 无 向 边 代 警 。 如 果 我 们 研究 从 一 个 项 点 到 另 一 个 项 
点 的 流 ， 则 图 6-1-1( < ) 的 两 条 有 疝 边 可 以 用 图 6-1-1(b ) 中 的 一 
条 无 疯 边 人 代替。 然而， 也 有 这 样 的 情况 ， 有 疝 边 和 无 向 边 具有 完 
全 不 同 的 性 质 ， 因 而 这 些 边 的 交换 几乎 是 不 可 能 的 。 作 为 一 个 例 
子 ， 如 果 我 们 研究 遂 讯 网 中 的 同步 流 ， 则 国 6-1-1 所 有 的 结构 是 
不 同 的 ， 这 些 和 将 在 后 面 的 章节 中 看 到 。 我们 首先 研究 有 向 图 与 无 
向 图 类 似 的 部 分 。 

表示 有 向 图 中 每 一 条 边 的 位 置 和 方向 的 一 种 方法 ， 是 采用 穷 
举 关 联 和 矩阵， 其 定义 如 下 ， 

定义 6-1-3 一 个 有 ?个 顶点 和 m 条 边 的 有 向 线 图 的 穷 举 关 
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联系 阵 ， 是 xx 所 阶 短 阵 4. = [Cai], 其 中 


1 阁 边 j 与 顶点 1 关联 ， 且 方向 离开 顶点 f 
-1 若 边 站 与 顶点 1 关联 ， 且 方向 指向 项 点 5 
0 阁 边 了 不 与 顶点 i 关联 
例如 ， 图 6-1-2 中 有 疯 图 的 穷 兴 关联 矩阵 4. 是 
b ¢ d e 
I 1 090-1 1 
2|-1 -1 0 0 
=3| 0 1 1 0 
0 
1 


i 二 


-= 


4| 0 0 轩 
0 0 0 0 一 


| 
| 
-| 


0 
0 
0 
1 
1 


注意 ， 对 于 一 个 有 向 图 来 说 ，4. 的 每 列 中 恰 有 两 个 非 零 元 (一 
个 是 +1， 另 一 个 是 -1) 。 而 一 个 无 向 图 的 4. 中 每 列 中 性 有 两 
个 1， 

在 前 面 已 经 看 到 ， 一 个 无 向 图 的 穷 举 关联 窍 隆 的 秩 是 ,Pp， 
这 一 结论 对 有 向 图 也 适用 ， 

定理 6-1-1 一 个 有 向 图 穷 举 关联 矩阵 的 秩 是 mm- p， 这 里 n。 
是 线 图 的 项 点 数 ，8 是 最 大 连 朋 子 图 的 数目 ， 

证 明 的 方法 与 无 疝 图 的 相同 ， 只 是 把 各 元 素 作为 实 诸 数 。 

定义 6-1-4 把 一 个 连通 有 向 图 的 穷 举 关联 矩阵 4. 币 去 一 行 
得 到 前 定 计 4 称 为 关联 矩阵 ， 与 涉 中 被 删 去 的 行 对 应 的 顶 虚 称 为 
参考 点 。 

前 面 我 们 曾 用 同样 的 方法 对 无 间 图 的 关联 矩阵 作 了 定义 ， 当 
P > 1 时， 我 们 定义 关联 害 阵 如 下 . 

定义 6-1-5 由 删 去 一 个 有 向 图 的 4 的 2 行 得 到 矩阵 4， 若 
其 秩 为 8,-p， 别 称 .4 为 关联 逢 降 ， 这 里 2 是 有 和 启 图 中 最 大 连通 子 
图 的 数目 。 
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有 疝 图 区 隆 矩阵 的 这 个 定义 各 无 向 图 关 歌 矩 帮 的 定义 也 是 相 
问 的 ， 

前 西 讨 论 过 ， 在 无 向 图 的 情况 下 ， 一 个 关联 抢 阵 的 主 一 非 奇 
异 大 子 阵 的 行列 式 锋 于 1 。 但 是 ， 一 个 有 启 图 关联 矩阵 的 非 奇 异 
大 子 阵 的 行列 式 不 一 定 绕 于 1 。 

设 G 是 一 个 由 pP 个 最 大 连通 子 图 组 成 并 含有 和 个 顶点 的 有 向 
国 ，.4; 是 其 关联 和 阵 4 的 一 个 m-p 阶 的 非 奇 异 子 崇 阵 ， 则 在 4 中 
至 少 存 在 一 列 ， 其 中 他 包 售 一 个 非 零 元 素 。 央 为 若 不 是 这 样 ， 则 
-4 中 的 每 列 都 有 两 个 非 泽 元素， 一 个 是 +1, 另 一 个 是 -1， 这 样 
-4s 的 行列 式 是 堆 ， 这 与 .4 是 非 奇 异 的 的 假设 矛盾 。 设 oa = +1, 而 
在 4 的 第 & 列 中 路 ox 外 所 有 元 束 是 堆 。 由 1]4si 按 第 & 列 元 素 最 开 
咎 展 形式， 有 

jAs) = +(—1)+t) As,,| (6-1-1) 

其 中 As,, 是 由 4: 删 去 第 i 行 和 第 Rk 列 得 到 的 方 子 阵 。 和 部 果 1s。 中 没 
有 肉 会 一 个 非 符 元 的 列 ， 风 145,,] = 0 , 据 六 (6-1-1)， 就 有 |Asl 
=0。 但 由 假设 ,iAs| 志 0, 因此， 在 -As 中 必 至 少 有 一 询 只 售 一 个 
非 零 元 。 

设 A;, 的 (p,q) 元 总 t+1. 则 

1As) = Dt DC De A gel (6-1-2) 
其 中 sy 是 由 4 出 去 行 记 和 列 g 得 到 的 方 子 阵 ， 现在 ， 我 们 可 
叔 着 出 4 的 行列 式 或 者 为 +1， 或 者 为 一 1 ， 

在 一 个 连 避 有 向 图 中 ， 设 子 图 7 代表 一 个 树 、 线 图 7 的 关联 
”矩阵 4r 是 a, -1 阶 方 阵 ，s, 是 了 中 的 顶点 数 ， 因为 连通 有 沿 图 的 
关联 矩阵 的 铁 是 癌 -1， 故 47 是 非 奇 异 的， 所 以 在 一 个 连通 
有 商 图 的 关联 第 阵 中 ， 妇 果 一 个 和 -1 阶 子 阵 的 各 列 对 应 于 一 个 
树 的 树枝 ， 则 这 个 子 阵 是 非 青 异 的 ， 反 过 来 ， 一 个 连通 有 亲 图 属 
的 关 瑟 甜 隆 中 ， 如 黑 一 个 mo-1 阶 方 子 阵 4; 是非 背 噶 和 的 ， 则 对 应 于 
4 的 子 图 《 印 由 4 的 列 所 对 应 的 边 构 成 的 子 图 ) 必然 连通 ， 且 
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必 包 含 x-1 条 边 和 mm 个 顶点 ， 多 此 ， 对 应 于 4 的 mm-I 阶 非 奇 晃 子 
阵 的 子 图 ， 是 G 中 的 一 个 树 。 现 在 ， 我 们 进一步 把 这 个 结论 推 
广 。 

定理 6-1-2 设 4 是 一 个 包含 Pp 个 最 大 连通 子 图 的 有 向 图 的 
关联 盾 阵 ， 当 且 仅 当 一 个 于 图 是 条 (2 =1 时 是 柄 》 时 ，A4 的 与 比 
子 图 相对 应 的 大 子 阵 是 非 奇异 的 ， 这 样 的 非 奇 异 大 子 阵 的 行列 式 
是 +1 或 -1， 

例 6-1-1 图 6-1-2 所 示 线 图 前 关联 矩阵 4 是 


a 6 个 


d 

1 1 
2.-1-1 0 0 
| 0 
0 


Lm 


4 0 0 0 


这 里 顶点 0 是 参考 点 。 如 果 我 们 取 .4 的 方 子 阵 
a bd e 


1 0 910 


bd 
[= 
[| 


则 
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最 后 ， 
a 
Ms 三 2[ 一 1] 
为 此 ， . 
1A41=1A4s1= ~ |As,,,)=1Asl= -1 
注意 ， 边 4 ,6b ，d ，。 组 成 一 个 树 。 


如 果 我 们 取 人 矩阵 4 的 4; 为 
a pud ff 
17 1 01 0 
A422 1-1 0 0| 
3 0 10 1| 
4 0 00 -1 
则 可 发 现 
[As] =1 
其 中 ， 边 4 ,5b ;dd ，f 组 成 一 个 树 ， 
如 黑 我 们 下 .4 为 
a b ce d 
17 1 907-111 
2 -1 -1 00. 
4 0 1 10 
4. 0 0 00 


则 4 的 行列 式 是 伟 ， 而 边 a,68,c,d 不 组 成 树 。 


为 了 使 有 许 图 和 无 向 图 中 的 回路 能 有 相同 的 性 质 ， 我 们 象 定 
义 无 向 图 中 的 回路 那 料 来 定义 有 向 图 中 的 回路 。 因 为 一 个 无 向 图 
的 回路 矩阵 中 每 一 行 表 示 一 个 加 路， 我 们 也 用 有 疝 图 的 网 吕 矩阵 


的 每 一 行 来 表示 一 个 加 路。 我 们 采用 如 下 定义 。 


定义 6-1-6 有 向 图 的 回路 是 对 应 无 向 图 的 回路 加 上 一 个 由 
顶点 循环 次 序 确 定 的 方向 。 我 们 用 一 个 箭头 来 代表 回路 的 方向 ， 
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例如 ， 在 图 6-1-4 中 ，C.,Cs,C; 玫 示 回路 。 类 似 地 ， 可 以 定 
义 回 路 的 无 重 边 并 。 

定义 6-1-7 有 商 疼 中 回路 的 无 重 边 并 是 若 于 回 路 的 并 集 ， 
其 中 任 两 个 回路 都 没有 公共 边 ，。 

定义 6-1-8 有 向 图 的 穷 举 回 路 矩阵 ,= [65 的 元 束 bii 定义 


| 1 车 边 f 在 回路 i 《或 回路 的 无 重 边 并 1) 中， 

且 边 的 方向 币 图 路 (回路 的 无 重 边 并 ) 方 向 一 臻 
554= 一 1 营 边 ;在 回路 i (或 回路 的 无 重 边 并 1》 中， 

i 县 边 的 方向 和 辐 路 (回路 的 无 重 边 并 》 方 向 相反 

\ ”9 著 边 1 不 在 回路 站 (或 回路 的 无 重 边 并 i) 中 


疼 6-1-4 有 阿 回路 的 故 示 法 


例如 ， 图 6-1-4 所 示 有 向 图 的 穷 举 回路 矩 降 是 
a b d 2 1 
Ci lt 1 0 0 一 1 
B=-C, 0 0 -1 1 : 
C1 1-11 0 _ 
与 无 向 国 的 情况 一 样 ， 我 们 定义 一 个 有 向 图 的 基本 回路 集合 
和 基本 回路 祭 降 刘 下 ， 
定义 6-1-9 ” 设 G 是 一 个 包含 和 个 顶点 和 nm 条 边 的 连通 有 向 
图 ; 义 设 1 是 全 中 的 一 个 树 ， zy 是 苞 ， 力 = 2 mu 一 jp 十 1, 关 于 树 
f 的 基本 回路 Cp 是 1U (ey) 中 一 男 财 , 其 方向 与 副 e, 的 方向 一 致 . 
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所 有 基本 回路 C4,，Cs，* ,Co,-oo+i 的 集合 称 为 关于 补 i 的 基本 辐 
路 集 ， 

例 6-1-2 在 图 6-1-5 记 示 的 连通 有 向 图 中 ， 设 树 + 是 (4， 
b,c )， 则 子 图 1 (el) 中 的 回路 C 加 上 与 弦 e, 章 方向 一 致 的 方 
向 ， 如 图 6-1-6( a ) 所 示 ， 它 在 关于 t 的 基本 回路 集 之 中、 可 以 
君 出 ， 回 上 -1-6 申 抱 问 路 CC: 有 C 构 成 关于 上 的 基本 回路 集 。 


图 6-1-5 一 个 有 疝 略 


(ce) 


医 6-1-8 关于 树 1 = (a ,6 ,5c) 的 基本 回路 入 
(at (ey 和 Cs bYHU ez 和 全 2 (otU tes) 和 和 忆 ， 
对 于 分 离 有 向 国 ， 我 们 定义 关于 一 个 林 的 基本 回路 人 如 下 。 
定义 6-1-10 设 G 巧 一 个 包含 mn 个 顶点 ， 条 边 和 p 个 最 大 连 
通 子 留 失 有 条 图 。 设 t 是 宁 ， zp 是 芒 ， 力 =1,2, ye 一 mo+D。 
关于 林 + 的 基本 回路 C, 是 1U er) 中 的 一 可 路 ， 其 方向 与 苞 6; 的 
方向 一 致 。 所 有 基本 罚 跑 Colp 一 1 2 5 一 十 P}) 的 集 合 称 为 
关于 林 + 的 基本 同 路 集 。 
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下 阁 将 会 大 到 ， 选 取 玖 的 方向 作为 包含 该 获 的 芭 本 回路 的 方 
向 ， 就 使 得 在 构成 一 个 直 本 回访 矩 泗 时 ， 得 到 一 个 单位 阵 ，。 

定 关 6-1-11 设 C 龙 一 个 包含 ww 个 项 点，?7e 条 边 稻 p 个 最 大 连 
通 了 图 的 有 向 图 , 设 (e1,e:;-，en,-s,+o) 是 关于 宁 f ( 当 p= 工时 
即 为 树 :1》 的 弦 集 ， 又 设 B。 是 G 的 穷 举 回路 矩 隆 ， 调 整 其 列 ， 使 
得 前 面 fe-Rotp 个 列 对 应 于 弦 elyea ;Ens-nut+as 其 B. 的 子 信 性 
五/ 称 为 关于 宁 ! 揭 基本 回路 罕 和 省， 如 果 已 的 行 训 对 应 于 +U (ep) 中 
基本 回路 C,,p= 1 2 Hety+, 

出 此 定义 容易 鼻 册 ， 基 本 天 路 矩阵 已 可 表示 为 


有 =CLB (6-1-3) 
其 中 的 这 基 单 位 抑 阵 。 
例 6-1-3 志 j-1-75 宇 ; 这 关于 树 1 = (e: 方 9 且 的 基本 回路 
托 阵 如 是 
GDe Cg e fg & 
1000 1 10 0 
pio10900 -1-10 1 
/|001 9 0 -11 9 
9001 0 01 -1 


因为 一 个 有 府 线 图 的 基本 回路 矩阵 忆 是 穷 举 回路 矩阵 有 的 子 
矩阵 ， 故 忆 效 悉 至 少 是 re-mof+D， 这 里 m 是 边 数 ,m 是 顶点 数 ，p 是 
此 有 有 出 线 图 中 最 大 和 应 通 子 图 指 个 数 ， 

为 了 求 晶 穷 举 回路 矩阵 的 秩 ， 我 
们 要 利用 有 沿线 图 的 关联 矩阵 和 回路 
。 矩阵 的 正 交 人 性。 注意 ， 对 于 一 个 元 向 
图 ，28.4',= 0 是 建立 在 模 2 代数 上 
的， 但 是 ， 这 里 我 们 用 前 是 实 整 


数 。 
加 6-1-7 一 个 奇 向 时 设 
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[4 | 
4.=| 们 | 和 B=, 8, | 
-4 LB 


分 别 为 一 个 有 向 图 的 穷 举 关 联 矩 插 和 和 穷 举 回路 矩阵 ， 峙 条 积 
4 是 


4 | | 4.B, A,B, 四 AB. | 
| AB, A.B,’ sm, AAP, 


人 [有 如 有 = (6-1-4) 
_ 4 4 4 “0 A,..B, 
ne 
其 中 AB; = Sanbin {6-1-5) 
K-11 


可 以 置 出 ， 只 有 当 边 上 与 项 点; 尖 联 ， 且 在 回路 了 《或 回路 的 无 重 
边 并 站 中 时 ，asbi 才 非 零 。 假 定 边 p 与 顶点 ;关联 县 在 回路 7 中 ， 
则 除 户 外 至 少 还 有 一 条 这 与 顶点 工 关 联 旦 在 回路 了 中， 设 4 是 这 
样 的 一 条 边 ， 如 图 6-1-8 所 示 。 


图 8-1-8 鸳 路 了 与 边 p ,9 
az 《以 及 ojo)》 的 正 负 取决 于 边 p《 边 g〉 的 第 头 是 指向 顶点 i 还 是 
离开 i。 另 一 方面 ，bj,tbi,) 的 正人 负 取 决 于 边 p《 边 9) 的 箭头 方向 
与 回路 (或 回路 的 无 午 边 并 1 的 铺 头 方向 是 否 一 致 、 因此， 如 
果 cs? 的 符号 和 的 符号 相同 ， 则 aa 的 符号 必 与 与 , 的 符号 相反 ， 
而 且 在 一 个 回路 或 问 路 的 无 重 边 并 中 ， 每 一 个 顶点 的 上 度 都 是 候 
数 。 这 样 ， 在 式 (6-1-5) 中 ， 如 果 存 在 非 堆 项 ， 总 是 成 对 出现 的 ， 
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去 守 一 个 是 +1， 另 一 个 就 是 - 1。 因此 


.De= 1 《6-1--6) 
及 B.A:=0 (6-1-7) 
例如 ， 疼 6-1-4 中 有 向 图 G 芍 穷 举 关联 答 除 是 
a b d 2 1 
| 1 0 1 0 17 
-1 1 4 ¢ 0 
| 0 -1 0 1-1 
0 0-1 -1 0 
G 的 穷 举 司 路 矩阵 是 
a b e f 
ff1 1 00 -17 
ll-11 0. 
因此 
1 0 11 
1 1 0 0 ol! ! 

一 一 一 一 一 
42. -1 0 1-1 0 -1 -11|=0 
0 0-1-1 ol0 1 1 

-1 1 0 


注音 ， 上 式 右 边 前 0 表示 一 个 元 素 全 为 零 的 窃 阵 。 
我 们 知道 ， 一 个 状 举 关联 算 阵 4. 的 著 是 m-p, 由 式 (6-1-7) 和 
西 勒 维 斯 特 的 零度 定理 定理 3-3-4)， 可 以 看 出 穷 举 回路 矩 体 
8B. 的 秩 最 多 是 n.-no+p。 我 们 又 知道 ,基本 回路 矩阵 Bj 的 著 是 mm 
+p 而 它 又 是 号 的 子 答 阵 。 
定理 6-1-3 一 个 有 向 图 的 穷 举 回路 抢 阵 妃 的 特大 me-tmrpy 
这 里 #% 弟 有 向 图 的 边 数 ，xz 是 项 点 数 ，2 是 最 大 连通 子 图 的 数目 . 
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由 于 穷 举 回路 矩阵 如 的 秩 最 9-m+p， 故 在 品 .中 有 着 -ne+p 
行 ,使 得 其 他 各 行 都 履 册 这些 行 得 到 ,这 就 说 前 ,由 nn-n*+p 行 就 
是 以 知道 一 个 有 向 图 中 所 有 加 路 的 情况 ， 因 上 此， 我 们 定义 一 个 由 
B. 的 这 hn.-not+p 行 组 成 的 回路 矩 陈 8 如 下 . 

宝 义 6-1-12 用 符 导 六 训 示 阶 为 Cne-not+p) Xne 区 回路 矩 隆 .8 
是 取 B. 的 a.-u。+p 行 给 成 的 ， 并 且 B 的 著 是 n-ne+p。 

由 这 个 定义 ， 我 们 得 到 下 而 的 有 名 国 回路 短 隆 的 重要 性 质 ， 

定理 6-1-4 有 向 图 回路 和 皂 阵 万 的 一 个 大 子 矩 阵 基 非 吞 蜡 的 ， 
当 且 私 当 它 的 列 对 应 于 一 个 林 ( 当 0 =1 时 是 树 ) 的 所 有 弦 。 

回忆 无 向 图 的 情况 ， 正 好 有 与 此 和 同 的 性 质 . 

证 明 ， 设 有 向 图 的 关联 什 阵 4 分 块 为 


A=[LA,A1,] C6-1-8) 
其 中 Ai: 对 态 林 ， 又 设 回 路 祭 阵 8 分 涩 为 
B=LB,.B] (6~1-9) 


这 音 ， 对 所 有 的 1= 1,2，…r 归 的 第 ? 列 和 4 的 第 ;i 列 对 峰 于 C 中 
同一 条 边 ， 由 式 (6-1-7) ,我 们 有 


“As - 
BA’=[B,,B':] 4 | = Bid + Bi Ab = 0 《6-1-10》 
人- 


由 定理 6-1-2，A: 是 非 奇 异 的 ， 于 是 我 们 可 以 月 (A414)"' 乘 式 
(6-1-10)， 盘 到 


BAitAn)'+B2= 0 (3-1-11) 
或 
B= 一 已 4 {6-1~12) 
这 样 ， 刀 可 表示 为 
B=BuLU — .4440) 刁 《6-1-13》 


由 于 如是 回路 矩阵 ， 要 使 妃 的 锣 等 于 召 的 行 数 ， 列 已: 必 为 
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非 奇 异 的 . 另 一 方面 , 妃 的 列 对 应 于 4 的 列 ， 而 4: 的 列 对 应 于 
关于 一 个 林 扒 所 有 弦 ， 因 此 ， 如 果 已 章 一 个 大 子 阵 的 列 对 应 于 所 
有 的 纺 ， 则 此 大 子 阵 是 非 奇 异 的 。 

下 面 ， 假 定 回路 矩阵 召 被 分 换 为 


B= [Bi B12] {6-1-14) 
其 中 Bi, 是 非 奇 异 的 ， 现 在 受 们 把 一 个 关联 矩阵 4 分 块 为 
A=[4, A,] (6-1-15)》 


使 得 对 所 有 的 i = 1,2,…… no 4 的 第 ! 列 和 五 的 第 ; 列 对 这 经 中 同一 
茶 边 。 由 式 (6-1-5) ,有 


AB'= A B+ AuBsr=0 C6-1-16) 
内 此 
An= — AuBi( Bn)™! 6-1-17) 
耸 些 式 得 到 
A= Aut- Bu( BH) : UJ (6-1-18) 


因为 4 是 关联 低 泗 ， .44u 必 为 非 奇 异 的 。 这 样 ， 据 定 理 6-1-2, A, 
的 列 对 应 一 个 林 ， 因 此 五, 的 列 对 点 关于 林 的 所 有 怠 。 《证 毕 ) 
例 6-1-4 考虑 图 6-1-9 中 有 向 图 

的 困 路 矩阵 姜 ， 


- 由 列 6 和 5 组 成 的 大 于 阵 是 奇异 的 ， 
网 6-1-9 有 向 图 故 边 as 和， 不 能 构成 关于 任何 一 个 酝 
前 骇 集 。 另 一 方面 ， 由 列 a 和 和 d 组 成 一 个 非 奇异 大 子 阵 ， 即 


1 -1 


0 1 
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边 as 和 zx 组 成 关于 树 上 = 人， er 大 ) 的 防 集 。 另 一 个 非 奇 区 向 羡 
子 阵 由 列 a 和 。e 组 成 ， 它 的 行列 式 蚌 
a ¢ 
[1 0 
lo -11 
边 4 和 组 成 关于 榭 (65 yd , f ) 的 粥 集 。 注意 在 这 种 情况 下 行列 
式 是 -1， 


6-2 初等 树 变 换 


在 这 一 节 里 ， 我 们 要 讨论 线 图 的 树 的 一 个 普遍 性 质 ， 不 论 这 
个 线 图 是 有 向 的 还 是 无 向 的 ， 都 具有 这 个 性 质 。 不过， 我 们 只 在 
讨论 有 向 图 的 回路 矩阵 和 割 集 矩阵 的 大 子 式 的 不 变性 周 ， 才 用 到 
这 个 性 质 。 

定义 6-2-1 设 己 和博 是 线 图 C 的 树 ， 两 个 树 上 和 所 之 间 的 距离 
记 为 d(ti,t)， 定 义 为 


d (tsts) = 在 tf 内 但 不 在 t, 内 的 边 的 数目 ‘6-2-1) 
例如 ， 假 定 
有 一 丰 王 《yezy On) 《6-2-27 
则 
gtsto) =R (6-2-3) 
因为 在 任 一 个 树 中 ， 边 的 数目 者 是 nm,-1, 所 以 
d(tists) = ad (th) (6-2-4) 
假定 +, 和 1; 的 距离 是 1， 即 
如 (有 =1] 《6-2-5 
设 
-fs = (ey (6-2-6) 
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而 
fi~t.= (e'y 《6-2-7) 
显然 
二 提 (eye") =t, (6-2-8) 
由 式 (6-2-8) 确 定 的 从 衬 二 到 树 吉 的 变换 ， 称 为 初等 树 变换 。 
定义 6-2-2 如果 边 集 Z 中 恰好 包含 两 条 边 ， 则 变换 


fID = (0-2-9) 
称 为 从 权 志 到 的 初等 树 变 换 。 
注意 ， 集 含 必须 是 如 下 的 集合 : 
=tWt = (i.-ts) U (12-t.) (6-2-10) 


天 此， 痪 使 8 由 两 条 边 组 成 ， 这 两 个 树 的 距离 4 (ti1,1,》 必 定 是 
1 。 而 且 ， 如 时 两 个 树 f,. 和 1 相互 距离 为 1 ， 则 能 给 出 由 到 ts 的 
初等 树 变 换 。 车 可 以 从 经 初等 树 变 换 得 到 ， 则 显然 也 能 从 如 
经 初等 树 变换 得 独 。 例 如 ， 泣 虚 图 6-1-7 中 线 图 的 两 个 树 扣 和 二 ， 
这 里 石 = (e,f;9;) ,t= (de,f;9), 因 为 .和 +t 的 距离 是 dt(t,4)》 
=1, 我 们 能 从 + 经 过 初等 树 变 挽 得 到 1,， 


f=f,DUd,h) 
同样 ， 
所 = 总 四 (qd 向 
假定 .和 术 都 是 线 图 G 的 树 ， 度 
ti—t= (eer 0) 《6-2-11》 
= Ca" G0) (6-2-12) 
则 志 与 # 的 距离 是 &, 即 
d(iiste) =& 《6-2-13》 


假定 我 们 在 树 去 中 添加 边 c，, 如 图 6-2-1 所 示 。 设 人 是 由 边 c 和 
树 # 一 起 构成 的 基本 回路 . 树 太 不 可 能 包含 C 中 所 有 的 边 ， 因 为 据 
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乍 义 ， 树 中 没有 回路 。 于 是 ，C 中 至 少 有 一 条 边 不 在 关中 〈 这 条 


边 不 会 是 a,， 因 为 a 在 中 》， 或 
C—Hct- 权 (6-2-14}) 


设 eECC -下 ) 网 从 去 U 
(ao 删除 ei， 将 产生 一 个 树 ， 
这 是 因为 eikEC ,而 从 LU Ca) 
中 测 除 边 ey 只 破 妈 二 U Ca) 
中 的 回路 C。 设 这 个 树 是 1， 


各 


图 6-2-1 树 t1 与 边 a 则 
和 = 十 四 (al，e) (6-2~15) 
是 一 个 初等 树 变换 。 进 一 步 
ttre= 《ea et) (6-2-16) 
到 -所 一 《as "9 04) (6-2-17) 
d (Hsta) =h-1 (6-2-18) 


由 此 ， 我 们 可 以 看 到 ， 存 在 一 个 树 的 序列 贡 ,1 ，*** ;于 -19h， 使 得 
所 有 相 邻 的 树 虹 离 为 1 。 换 名 话说 ，t 可 以 由 为 经 过 素 次 进行 初 
等 树 变换 得 到 . 

定理 6-2-1 设 t 和 都 是 连通 图 的 树 ， 如 果 d (tk: 二 ) 为 刀 则 如 
可 以 从 ti 正好 经 过 次 初等 树 变换 得 到 . 

鲍 6-2-1 考 忠 图 6-1-7 中 的 线 图 ， 假 定 我 们 选取 i = (es,f， 
9g; 拉 和 机 = Ca,c,9 ,8), 则 

dh,t)= 3 

且 tt = (0,c 0) 


添加 边 a 到 树 #, 中 ,如 图 6-2-2 所 示 , 我 们 可 以 看 到 ,有 一 个 基本 回路 
C=(a63f), MiY (9) 中 项 去 边 e， 就 得 到 一 个 树 = 《Gy 六 II 和 
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图 6-2-2 树 {L 和 边 a 图 6-2-3 树 1; 和 边 e 
因此 
t= 人 D(a,e) 
是 一 个 初等 树 变 换 。 现 在 ， 我 们 有 有 
ti-ts = (c,d) 
添加 边 c 到 树 记 中 ， 如 图 6-2-3 所 示 ， 可 以 得 到 关于 树 的 基本 回 
路 人 ， 这 里 
C = (cy 六 9) 
于 是 ， 从 本 Ue) 中油 去 边 站 ， 得 到 由 过 a,c,gsh 织 成 的 树 #。 因此 
t=,f) 
是 一 个 初等 树 变换 ， 对 于 所 ,我 们 有 
-ts=(d) 
经 过 同 内 的 过 程 ， 得 到 
t=tDd,9) 


显然 ， 这 是 一 个 初等 树 变 换 ， 这 样 ， 我 们 得 到 树 区 芍 序 
列 ， 其 中 每 两 个 相 邻 树 距 离 为 1 。 我 们 已 经 说 明 ，# 可 以 由 5 经 
过 三 次 初等 树 变换 得 到 ， 这 里 和 妇 的 臣 离 是 3 。 可 以 看 出 ， 对 
于 分 离线 图 ， 我 们 也 可 以 定义 一 个 初等 林 变 换 ， 并 县 可 以 说 明 ， 
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任 一 林 可 以 由 另 一 个 林 经 过 逐次 初等 林 变 换 得 到 


6-3 回路 矩阵 的 非 零 大 子 式 的 值 


在 6-1 节 中 ， 我 们 发 现 一 个 关联 矩阵 的 任 一 非 奇 异 大 子 阵 的 
行列 式 不 是 + 1 就 是 一 1, 然 而 ,一 个 回路 矩阵 的 非 奇 异 大 子 阵 的 行 
列 式 可 能 既 不 是 + 1, 也 不 是 -1。 例 如 ， 图 6-3-1 中 有 向 图 欧 一 个 
回路 矩阵 是 

gbdre 
Cr1 -LT 
Cl-11 | 
由 列 a 和 4 组 成 的 大 子 阵 的 行列 式 是 


od 
1 -1! 
1 
但 是 ， 我 们 将 看 到 ， 一 个 回 
路 矩阵 的 所 有 非 坷 异 大 子 阵 
的 行列 式 的 绝对 值 是 相同 
的 ， 这 对 于 许多 应 用 来 说 ， 
是 非常 重要 的 性 质 。 
设 
B=[UB,,] (6-3-1) 
图 6-3-1 有 向 图 和 回路 C1,C， 是 一 个 有 向 图 局 关于 树 二 的 
基本 回路 矩阵 ， 前 面 说 过 ，By,, 的 列 对 应 于 桂 t 的 树枝 、 设 B1, 是 
B, 的 一 个 非 奇异 大 于 阵 ， 调 整 B 的 列 ， 我 们 得 到 一 个 回路 矩阵 B， 


B, = [Bu B12 
如 果 我 们 能 说 明 ， 只 要 将 B8; 的 行 与 行 相 加 或 者 相 践 ， 如 果 需 要 的 
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话 ， 在 所 得 矩阵 的 某 些 行 上 乘 上 - 1， 就 能 使 B, 变 成 一 个 基 本 回 
路 矩阵 ， 那 么 我 们 就 知道 ， 昌 ,1 的 行列 式 或 者 为 + 1， 或 者 为 -1， 


因为 我 们 已 假定 i 是非 奇 异 的 ， 故 据 定理 6-1~-4，B1; 的 列 
对 应 于 一 个 树 的 枝 ， 设 此 树 为 1:。 假 定 
dtists)= 1 (6-3-3) 
则 可 知道 ， 应 有 边 e; 和 ai;e: 在 记 中 ，oi 在 # 中 ， 使 得 


hh = 人 Daye) (6-3-4) 
这 是 一 个 初等 树 变换 ， 
考虑 子 图 i U (ay ,这 个 子 图 中 的 回路 是 C， 如 图 6-3-2 所 示 。 
注意 ， 据 式 (6-3-4), 有 
tiU a) = 在 Le (6-3-5) 
设 (C1} 是 关于 4 的 基本 
回路 集合 ， 注 意 B, 的 行 代表 
os {Ci) 中 所 有 回路 设 [C,} 是 
关于 二 的 基本 回路 集合 。 显 
然 ， 回 路 C 既 在 (Ci] 中 又 在 
二 fc 中 。 
设 Cia， Ca Cu 是 
图 6-3-2 树 t; 和 边 91f 子 图 1 (0) {Ci} 中 不 售 边 ce 的 回 睹 ， 
Ca “Cim 是 {C,} 中 包含 边 e: 的 诸 回 路 ,这 里 的 m 是 线 图 C 中 
基本 问 路 的 数目 . 则 容易 看 弓 C,s C13 ” ;Cu 也 在 {C3} 中 。 
考虑 [Cl 中 的 回路 Cplh+1 志 p 志 m) ,如 图 6-3-3 所 示 ， 可 以 
看 出 C1; 不 是 关于 #, 的 基本 回路 ， 因 为 对 于 is 米 说 ， 它 包含 两 条 弦 
el 和 kh,。 但 是 ， 对 于 同一 条 弦 h,， 在 {C;} 中 有 一 个 包含 它 的 相应 
的 基本 回路 Ca 注意 久 既是 关于 请 的 营 ， 又 是 关于 刀 的 菠 ， 并 且 ， 
我 们 可 以 看 到 
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C,,= CytEC (6-3-6) 


疼 6-3-3 阿 路 Ci: 


现在 考虑 矩阵 B, 为 了 简便 ,我 们 设 B, 的 第 一 行 代表 回路 C， 
而 第 p 行 代表 回路 Cg,p=2,3,-…,m。 在 刀 中 ,规定 C 的 方向 与 a 
的 方向 一 致 ， 因 为 a: 是 关于 志 的 弦 。 为 了 使 如 : 成 为 一 个 关于 和 的 
基本 回路 罕 阵 ， 要 用 e 来 代 殖 ai 作为 统 。 这样 ， 要 使 忆 的 第 一 行 
代表 关于 #4 的 回路 C， 必 须 使 C 的 方向 与 e, 的 一 致 。 妈 果 关 于 th 的 
C 和 关于 三 的 C 方 向 不 一 致 ， 则 在 第 一 行 上 乘 上 -1 

因为 对 2 碌 p 所 hk， 关 于 #, 的 基 李 回路 Cy 也 是 关于 所 的 基本 加 
路 ， 故 对 2 万 p 二 ,BB, 的 这 些 行 代 天 关于 上 的 基本 回路 C2,， 

最 后 ， 对 于 +1 所 p 志 im, 由 B; 的 第 Pp 行 代表 的 加 路 Cis, 包 含 边 
e:; 因 此 Cy 不 是 关于 树 # 的 基本 回路 ,所 以 ， 我 们 必须 把 Cu 变 成 
对 应 的 回路 CC,,， 由 于 CC 和 Co 的 方向 都 与 蕊 如 一 致 , 而 式 (6-3-6) 
表明 ， 从 第 p 行 中 加 上 或 党 焉 去 第 一 行 〈 代 表 回 路 C》 ,将 得 到 
一 个 新 的 第 请 行 ， 它 代表 回路 Cie。 因 此 ， 用 把 一 行 加 或 考 减 去 
其 他 行 ， 必 有 忆 叶 用 -1 禾 上 一 行 ， 以 及 调整 行 次 序 的 方法 ， 可 以 把 
式 (6-3-2) 中 的 回路 矩 哗 B, 变 成 基本 回路 矩阵 


By=[U By,,] (6-3-7) 
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交 些 这 算 不 改变 呈 / 的 任 一 非 奇 异 大 子 阵 各 济 式 的 绝对 管 。 四 北 ， 
是 的 一 个 非 奇 异 大 子 阵 和 Bs 的 对 应 非 奇 异 大 于 阵 ( 它 匀 的 列 代表 
边 的 相同 的 集合 ) 具有 这 样 的 性 质 : 它们 的 行列 式 相同 ， 但 符号 
不 同 并 且 ， 由 于 Bs 的 大 子 阵 B81 变 成 了 Bz 中 的 U， 可 以 看 焉 ， 


加 的 行列 式 或 者 为 +1， 或 者 为 ~1。 一 般 说 来 , 若 一 个 树 与 距 


离 为 1 ， 则 已 与 关于 此 树 的 纺 集 车 应 的 的 任 一 大 了 于 式 或 为 Tt 或 
为 -1。 
调整 瑟 :, 的 行 和 列 ， 可 以 得 型 

B,= [Bu .B81:] {6-3-8) 
其 中 刀 ,, 是 非 奇异 的 。 假 定 对 应 于 B16 的 列 是 树 {,， 它 与 虹 离 为 
1 。 则 可 以 看 出 ， 妃 ,的 行列 式 或 为 +1, 或 为 -1. 因 此 B。 的 对 应 
于 关于 树 如 《〈 它 与 石 距 离 为 2 ) 的 续集 的 大 子 式 或 为 :1， 或 为 -1， 
一 般 来 说 ， 对 于 一 个 与 i; 距离 为 1 的 树 ，B:, 的 任 一 个 与 关于 此 树 
的 芝 集 对 应 的 大 子 式 ， 可 选取 为 式 (6-3-8) 中 的 Bu. 现 在 我 们 可 


以 说 ， 对 于 一 个 与 距离 为 2 的 衬 ，B) 的 任 一 个 与 关于 此 树 的 弦 
集 对 应 的 非 零 天 于 式 或 为 +1, 或 为 -1。 

性 何 树 均 可 由 经 过 逐次 初等 焕 变 换 得 到 ， 由 这 一 吉 实 ， 我 
们 得 到 下 面 定理 。 

定理 6-3-1 基本 间 路 矩阵 的 任 一 非 奇 异 大 子 阵 的 行列 式 或 
为 t1， 或 为 -1。 

例 6-3-1 图 6-3-4 所 示 有 向 图 关于 树 t = (g,h,i, 了 站 的 基本 回 
路 矩阵 如 是 


[= 一 

[= 

于 
1 
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关于 树 志 = (g,h,d,f) 的 下 不 回 
路 矩阵 五: 可 由 已 经 以 下 步 又 得 到 ， 
1. 交 换 列 d 和 ;，， 并 以 -1 孙 第 三 


行 ， 
abri fo9hrdji 
"10 1101-10 0 1 
0 100-1100| 
图 6-3-4 有 问 线 图 0 0 1 0 0 -1 -1 -1 
0 1 10 -10 0 


2. 因 为 f=h 旬 (i,d), 故 第 三 行 对 应 于 关于 和 + 二 者 的 基本 
加 路。 利用 这 个 加 路， 我 们 要 把 上 述 矩 阵 中 的 行 《 除 第 三 行 外 ) 
所 类 去 的 包含 边 工 的 回路 变 成 不 包 食 边 让 的 回路 。 为 此 ， 我 们 把 
第 三 行当 上 -1, 加 到 第 一 行 和 第 四 行 ， 所 得 的 失 阵 就 是 关于 所 的 
基本 回路 矩阵 : 


opi fo9hpada ji 
000101 1 
:0100-1 100| 
B= i 
-00010 1-1-1-1. 
-O0001 101 1 


我 们 知道 ， 与 穷 举 同 路 扰 阵 B, 中 的 行 相对 应 的 任 一 回路 ,可 

以 用 基本 回路 矩阵 B/ 的 行 作 线 性 组 合 得 到 。 因此， 有 疝 图 中 秩 为 
He-zv+p 的 任 一 朵 路 矩阵 了 可 以 表示 为 

B=DB, (6-3-9) 


这 里 万 是 一 个 非 次 异 和 阵 ， 因 此 ， 寻 的 任 一 个 非 奇 异 大 子 阵 的 行 
列 式 等 于 +1D1. 
定理 6-3-2 设 B 是 一 个 回路 矩阵 ,又 设 B,1 是 8 前 一 个 非 奇异 
大 子 阵 ，1B8,,1 =&, 则 B 的 任何 非 奇异 大 子 阵 的 行列 式 等 于 土 h. 
例如 ， 图 6-3-1 中 有 向 图 的 回路 矩阵 是 
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a bd 2? 

1 -1-1l 10 
万 到 | 

_1 =-L 1 -1 


这 个 抑 阵 的 非 奇异 子 阵 的 行列 式 的 绝对 值 是 

ad a € b dd be 

1 -1 :1 1 E11: 1 11 

1 1 1 TI 
关于 1 = (5,e) 的 基本 回路 矩阵 BB, 是 


a dd bb e 
1 0-1 0 
B=| 7 | 
0 1:0 -1 
选 佐 阵 司 为 
| 1 -1 | 
1 1; 
我 们 有 
a dod bb ee a qd bb e 
-1 0-10 7 1 -1~1 1 
DB, = |i 1 一 一 吾 


111 040- 141--1| 
列 5 和 zz 交换 了 人 位置。 注音 ,| | = 2。 
6-4 制 集 和 矩阵 


我 们 已 用 符号 8 (2 x 人 0;) 来 表示 从 如 ,中 的 一 个 顶点 连 到 0 
中 的 一 个 顶点 的 边 集合 。 在 无 向 图 中 ， 由 于 边 没 有 方向 ， 故 


X=, x 1) (6-4-1) 
然而 在 有 向 图 的 情况 下 ， 
FO XM) FFE x 0,) 6-4-2) 
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例如 ， 在 图 6-4-1 的 在 向 图 中 ， 车 .= (1 2)， 人 2 = 人 则 妊 (4 
x 加) 是 (6,d ey， 巩 F( 虽 ,x 人 1) 蚌 空 集 ， 

谍 定 期 去 线 图 GG 中 苦 集 
S 的 所 有 边 ， 得 到 两 个 连通 
子 图 GG 和 Gs， 设 2, 是 中 
所 . 洒 顶 点 的 集合 , 人 ,是 G: 中 
所 有 项 点 的 集会 。 人 如 果 避 是 
无 向 的 ， 我 们 知道 ,2( 人 2 x 
昌 由 是 荐 集 S。 但 是 ， 如 果 避 是 有 向 的 ， 克 (1x 到 ) 谣 不 一 定 
是 制 集 S 了 。 在 一 个 有 向 图 中 ， 制 集 .9 可 以 由 下 式 表 示 ， 

S=G (QWx OVUG (Dix 1 6-4-3» 

定义 6-4-1 在 式 (6-4-3) 里 ， 若 草 集 5 的 @ 《人 x 1 和 
罗 ( 0X 吕 0) 中 ,有 一 个 (而 不 是 两 个 ) 为 空 集 , 就 称 $ 为 有 向 割 集 。 

由 于 边 有 方向 ， 故 若 集 了 世 姑 有 方向 ,过 虑 项 集 S=@(DLx 
0) 日 要 (有 xx)， 5 芍 方 向 或 者 是 从 介 ， 到 9,， 或 者 是 其 吕 ， 
到 1 。 为 了 简便 ， 我 们 用 一 个 箭头 来 表示 割 集 的 方向 。 例 如 ， 
图 6-4-23 所 示 割 集 $ 的 箭头 表示 S 的 方向 是 从 品 到 吕 ,， 这 里 只 , 是 


人 ,中 所 有 顶点 的 信人 台 ， 即 使 S$ = 史 (x D1) U00 ,Xx 和,) 是 一 
个 割 集 的 无 重 边 并 ， 对 35 也 只 给 出 一 个 方向 ， 或 者 是 从 呈 到 Gy 
或 老 是 从 咏 到 品 ,， 


,图 6-4-2 制 集 及 其 方向 
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我 们 也 Ff 以 办 用 人 ,3 和 021, 而 用 两 个 顶点 p 和 和 4g， pEQ,, 46 oi 
来 表示 钊 集 (或 割 集 的 无 重 边 并 》 的 方向 。 即 我 们 可 以 说， 制 集 
S$ 的 方 咎 是 从 顶点 上 到 顶点 9， 这 就 暗示 了 ， 上 和 4 是 被 5 分 元 


开 的 。 


例 6-4-1 图 6-41 中 有 向 图 的 割 集 利 牢 集 的 无 重 边 并 是 


S11=B) XD UE) x (1)) = a,b) 


Ss=@ (DK DD US UT 2) x (1,2)) = (6, d, e) 


34= 


S$,= 


35s 


$= 
S7 = 


BUA KADIU EU x 4) = (c,d) 
FAs 3) x 1, UG,B) x (1,3)) = Ca;0,e) 


=@((1, A) x (1 YE 4 x (1 sd)) = (a,b ,c,d) 


SK CD UGE(D) x (2)) = (0a,d,e) 
BAB) X 3) U ED) x (3)) = (b,c,e) 


$s,S,,S,S; 都 是 有 向 割 集 ，S: 是 割 集 移 匹 蛋 边 并 ,这些 割 集 
的 方向 可 以 象 图 6-4-1 中 那样 选取 。 例 如 ，5s 的 方向 是 从 (1,4) 到 
(2,3) 。 如 果 用 顶点 1 和 2 比 用 顶点 集合 (1,4) 和 (2,3) 更 简便 , 那 
么 我 们 可 以 说 ，5e 的 方向 是 从 1 到 2. 

现在 ， 我 们 可 以 定义 穷 举 割 集 矩 阵 如 下 。 

定义 6-4-2 有 疝 图 C 的 穷 举 割 集 矩阵 口 .的 定义 为 


局,= [ai {6-4-4) 


其 中 1 车 边 了 在 割 集 (或 割 集 的 无 重 边 并 ) 


| 
| i 中， 且 边 的 方向 与 拓 集 (或 
! 制 集 的 无 重 边 并 集 ) i 一 至 
= 1-1 车 边 j 在 割 集 (或 制 集 的 无 重 边 并 ) 
1 中 , 且 边 了 的 方向 与 出 集 (或 
割 集 的 无 重 边 并 ) i 不 一 至 
0 ”车 边 /不 在 割 集 (或 制 集 的 无 重 边 并 )i 中 (6-4-5) 
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G 中 每 一 个 割 集 和 每 个 割 集 的 无 重 边 并 由 QQ 中 的 一 行 表 示 。 
例如 ， 图 6-4-1 中 有 向 图 前 穷 举 制 集 和 矩阵 QQ 是 


a bre LI ee 
Si-l10000 
S140-10-1-1 

S)00-110 
Q=S110 101 

S$S,-11 1-10 

SS, -1 0 0 -1-1! 

S$, 0 -1-1 0 -1 


冉 穷 举 割 集 窍 阵 Q. 的 定义 ， 我 们 可 以 看 出 ，Q. 的 每 一 行 代表 
一 个 制 集 或 一 个 菩 集 的 无 重 边 并 ,为 了 简便 ， 我 们 用 符号 RR(5) 
表示 Q. 中 代表 寄 集 (或 害 集 的 无 重 边 并 ) 5 的 行 ， 设 一 个 荐 集 ( 或 
割 集 的 无 重 和 这 并 ) 是 


S.=G0 x 0) UGG x 1) {6-4-6} 
其 中 人 2, = (op oo ; 则 由 定理 2-4-1， 我 们 知道 ， 
.=3.PBID:: OR 《6-4-7》 


其 中 
SS,=@ CU) x VUE UY) x (0)) (6-4-8) 
是 对 应 预 点 ww 的 关联 集 ， r=1,23-* "nn, 我 们 要 看 看 龙 谷 有 


R(S.)= RS,) (6-4-9) 


其 中 $. 的 方向 是 从 如; 到 环 ， 而 3 的 方向 是 从 (wm) 到 (6) ,r=1,2， 
-… 0。 一 秘方 法 是 检验 民 (S.) 的 每 一 列 是 否 等 于 六 (人 =) 中 对 应 列 
的 和 。 因 为 每 一 列 代表 一 条 边 ， 故 我 们 只 要 考虑 两 种 类 型 的 边 ， 
-一 种 是 S$c 中 的 边 ， 另 一 种 不 是 -中 的 ， 而 是 3, 中 的 边 ， 

类 型 1 设 边 是 $S. 中 的 边 ,vy 和 是 边 e 的 两 个 端点 , 且 边 e 
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的 方向 是 从 v, 到 zs。 则 在 RC(Sc) 中 ， 列 e 是 1 还 是 -1, 到 次 于 是 zw 
€ 0 ;还 是 vo 09,。 假定 v,E 1; 则 1 志 p 志 n,g>#, 由 于 在 5S,,S;， 
-… 5S: 中 只 有 一 个 关联 集 $, 人 包含 e, 且 在 RC(S,) 中 列 e 为 1， 故 对 
于 这 种 情况 ， 式 (6-4-9) 为 真 。 我 们 容易 证 明 ， 对 于 zw 在 介 , 中 的 
情况 ， 式 (6-4-9) 也 为 真 。 

类 型 2 ”假定 边 e 不 在 Sc< 中 ， 显 然 ， 若 边 e 不 在 9，S:， …，9S。 
的 任何 一 个 中 ， 虽 式 (6-4-9) 为 真 。 因 而 ， 我 们 假设 边 。 至少 在 
这 些 关联 集 的 一 个 之 中 ， 故 边 e 的 两 个 端点 必 在 人 中 。 设 ww 和 zs 
是 边 e 的 两 个 端点 ， 旦 边 e。 的 方向 是 由 ,到 wo。 不 失 一 般 性， 设 
1 志 p 之 g 志 1, 则 在 SS;,-……,S。 中 ， 抬 有 两 个 关联 集 S。, 和 5S, 包含 
边 e。 并 且 R(S,) 的 列 e 是 +1,R(S,) 的 列 e 是 -1。 因 此 在 这 种 迟 况 
下 ， 或 (6-4-9) 为 真 。 我 们 已 假设 关联 集 S; 的 方向 是 由 (vr) 到 
(z,)。 如 果 我 们 不 作 此 假设 ， 就 必须 将 式 (6-4-9) 修 改 如 下 ， 


R(Sc) = Y&R(S,) (6-4-10) 


其 中 

k= © 着 $, 的 方向 是 由 (2) 到 (vw,) 

1 车 5, 的 方向 是 由 (wv) 到 (5,) 

这 是 因为 据 Q. 的 定义 ，-1 乘 R(S,) 相 当 于 改变 5S, 的 方向 。 这 一 结 
果 说 明 ， 一 个 穷 举 割 集 和 矩阵 Q. 的 任意 一 行 ， 都 可 以 由 一 个 穷 举 
关联 矩阵 4 中 若干 行 的 线 狂 组 合 得 到 . 

定理 6-4-1 一 个 有 向 图 GG 的 穷 举 割 集 矩 阵 的 秩 是 n,-p, 这 里 
1 是 G 的 顶点 数 ，p 是 G 中 最 大 连通 子 图 的 数目 ， 

由 这 个 定理 ， 我 们 可 以 看 出 ，Q. 的 任 一 个 秩 为 mp 的 子 拖 阵 
QQ 可 表示 为 ， 


(6-4-11) 


QQ=DA (6-4-12) 
其 中 忆 是 一 个 非 奇 异 矩 阵 、 
因为 
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-18'=0 (8-4-13) 
由 式 (6-1-6) ,我们 有 
QB=DAB'= 0 (6-4-14) 
定义 6-4-2 设 售 是 由 P 个 最 大 连带 子 图 组 成 的 有 向 图 ，G 
的 穷 举 钳 集 和 矩阵 QQ. 的 一 个 子 矩 阵 @ 称 为 G 的 割 集 矩阵 ,如果 名 是 
已 ,的 mv-p 行 给 成 ， 且 久 的 秩 是 zu-p。 
定理 6-4-2 设 中 和 万 分 别 是 一 个 有 向 图 的 世 焦 矩阵 和 回路 
矩阵 ， 则 有 
QB':-= 0 《6-4-15) 
BoO=0 (6-4-16) 
当 一 个 割 集 和 矩阵 是 正规 形式 时 ， 我 们 称 它 为 有 疝 图 的 基本 制 
集 矩 阵 ， 
定义 6-4-3 ”一 个 形 如 
Q;= [Len] (6-4-17) 
的 割 集 和 矩阵 Q，， 称 为 基本 制 集 和 矩阵 。 
除了 对 基本 割 集 规 定 一 个 方向 以 外 (这 对 于 无 向 图 是 不 需要 
的 ) ， 一 个 有 向 图 的 基本 割 集 您 阵 可 以 用 与 无 向 图 完全 格局 的 方 
法 得 到 , 换 句 话说 ,对 于 一 个 给 定 的 树 f( 当 1 之 1 时 是 林 )， 我 们 可 
以 用 找 出 无 向 图 的 基本 讲 集 集合 的 方法 ， 找 出 有 向 图 的 基本 汕 集 
集合 ， 然 后 我 们 选取 基本 割 集 的 方向 ， 使 其 与 t 在 此 基本 制 集中 
的 枝 的 方向 一 致 。 利 用 这 个 有 向 基本 害 集 集合 ， 我 们 可 以 得 到 基 
本 着 集 答 阵 为 
Q; = [QU] {6-4-18) 
其 中 单位 矩阵 的 列 对 应 于 t 的 枝 。 例如， 在 图 6-4-1 所 示 的 有 
馈线 图 中 ， 如 果 我 们 选取 树 t 为 f= (a,d,e), 风 基本 制 集 的 集合 
由 以 下 三 个 基本 割 集 组 成 ， 
Ss.= E02,3,4) x CD UB) x (2,3,4)) 
Ss= (1,2,3) x (A UE U4) x (1,2,3)) 
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Se=G((1,2, 4) x (DN UF) x (1,2,4)) 
其 中 S, 的 方向 是 由 (2,3,4) 到 (1) ,Ss 的 方向 是 由 (1,2,3) 到 (4),S。 
的 方向 是 由 (1,2,4) 到 (3) .因此 ， 关 于 树 { 的 基本 割 集 和 矩阵 @ 是 : 


1 0 
Qi=5i 0-1i0 1 
S. 1 1i:00 
用 关于 同一 个 树 〈 困 ) 的 基本 割 集 和 扼 阵 和 基本 回路 矩阵 ， 由 
定理 6-4-2 得 ， 


QB -taal s f=0 (6-4-19) 
故 
Qua= 一 此 (6-4-20) 
也 可 以 表示 为 
Q;=[ -~ B.,.U1 (6-4-21》 
类 似 地 ， 我 们 可 以 和 将 苛 本 回路 矩阵 天 示 为 
B.=[LU -Qi (6-4-22) 


例如 ， 在 图 6-4-1 所 示 的 有 向 线 图 中 ， 供 据 关 于 树 1= (a,d,e) 的 
基本 割 集 矩 阵 ， 我 们 有 
bc 
-10 
Q=: 0 -1 
_1 1. 


因此 ， 关 于 有 向 线 图 中 诗 # 的 苛 本 回路 什 阵 是 
bec ad re 


ri "| 1 "| 
_01|01-1 


e 一 


* 26 了 。 


6-5 基本 割 集 矩阵 的 可 实现 性 


在 3-5 节 中 ， 我 们 为 了 检验 一 个 矩阵 是 否 为 一 个 无 向 图 的 基 
本 割 集 矩阵 ,使 用 了 1M 子 阵 . 这 里 我 们 将 独到 ,可以 用 同样 的 方法 
来 检验 有 向 男 的 基本 割 集 矩阵 。 不过， 我 们 要 先 米 研究 有 沿 图 基 
本 割 集 和 矩阵 的 一 个 性 质 。 

定理 6-5-1 设 G" 是 将 有 向 图 G 的 所 有 边 方向 斯 倒 而 得 到 的 
另 一 个 有 向 图 ， 如 果 类 阵 @ = [Qi I 是 的 基本 割 集 和 矩阵 ,那么 
也 是 G' 的 基本 割 集 和 矩阵， 

证 明 ， 当 每 一 条 过 的 方向 被 频 倒 时 ， 我 们 将 割 集 的 方向 也 颐 
倒 ， 就 得 到 相同 的 割 集 矩阵 。 

《证 毕 》 

下 一 个 定理 表明 了 叶子 阵 对 的 一 个 重要 性 质 ， 它 导出 了 有 向 
图 基本 割 集 矩阵 的 一 个 可 实现 条 件 。 

定理 6-5-2 设 矩 阵 放 ,= [LMU] 关于 行 p 的 可 于 阵 对 是 
以 ,和 训 ,。 假定 存在 有 向 图 g44h=1,2), 使 得 , (1) 对 于 =1,2, gx 
的 基本 若 集 害 阵 是 村 (， (2) 对 于 =1,2, 在 94 中 存在 顶点 p， 使 得 
Mi; 中 的 行 p, 或 (-1) 乘 行 p 代 表 关 于 顶点 2 的 关联 和 集 ,那么 存 宪 一 
个 线 图 9g,1;, 使 得 ，(1)M :是 91+3 的 基本 割 集 矩阵 5 《2) 对 于 
Mk(8= 1 2 中 除 行 b 外 的 每 一 行 9, 如 果 行 9 或 (-1) 溢 行 9 代表 gx 中 
的 一 个 关联 集 ， 则 好 :中 的 行 9 或 (-1) 乱 行 9 代表 grs 中 的 一 个 关 
联 集 . 

证 明 ， 我 们 用 构造 一 个 满足 定理 中 条 件 的 有 向 图 gi+: 的 方 
法 ， 来 证 明 这 个 定理 ， 

因为 Ms = 1 2 是 Ma 关于 行 2 的 一 个 以 子 阵 , 所 以 在 gx 中 
存在 一 个 项 点 p 邮 :的 行 5 或 (- 切 乘 行 2 代表 关于 顶点 思 的 关联 集 . 
换 和 名 话说 ，g, 中 连接 到 顶点 p 的 这 和 gs 中 连接 到 顶点 上 的 边 是 相 
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也 的 ， 设 4e，e2， Em) 是 01( 及 g,) 中 与 顶点 连接 的 所 有 边 的 
集合 。 为 了 简便 ， 如 果 g, 中 e 关 于 顶点 fp 的 方向 与 9 中 e 关 于 顶点 & 
的 方向 一 致 ， 我 们 就 说 g, 和 g; 中 边 e 的 方向 “一 致 ”。 否 则 ， 我 
们 说 g, 和 gs 中 边 e 的 方向 “不 一 致 ” 。 例 如 ， 如 果 g, 中 边 e 的 方向 
是 离开 顶点 p， 而 gs 中 e 的 方向 是 指 疝 顶 点 p 的 ， 则 9g, 各 g: 中 e 的 方 
向 不 一 致 。 田 一 方面 ， 如 困 g, 中 e 的 方向 是 离开 顶点 p，94 中 。 的 
方向 也 是 离开 项 成 p 的 ， 敢 么 g, 和 g, 中 e 的 方向 是 一 臻 的， 

因为 MC%=1,2) 的 行 p 或 (-1) 乘 行 p 代 表 9 中 前 一 个 美 
联 集 ， 知 果 gu 和 gs 中 与 天 点 bp 相连 的 一 条 边 的 方向 是 一 致 的 ， 那 
么 ， 在 9g, 和 多 中 ， 与 顶点 p 相 连 的 每 一 条 边 方 向 都 是 一 致 的 ， 反 
之 。 划 果 g, 和 gs, 中 与 顶点 2 相连 的 一 条 边 方向 不 一 致 , 则 在 g, 和 9 
中 ,与 顶点 p 相 连 的 每 一 条 边 方向 都 不 一 致 . 

情形 1 假定 在 9 和 9 中， 与 顶点 加 相连 的 一 条 边 方向 不 一 
致 ,如 图 6-5-1 所 示 , 设 对 r =1,2;*……， rm; 在 g, 中 v1, 和 pp 是 边 e. 的 端 
点 ， 在 9 中 wx 和 是 边 er 的 端点 ， 则 我 们 可 以 这 样 来 得 到 gi+2: 从 
和 和 gs 中 删 夫 边 Ee1 ,es,* em 然后 在 和 ws 之 闻 加 上 这 er= 1， 


na ey 
的 ms 


图 6-5-1 线 图 g, 和 gs 


2，…… 9 使 其 方向 与 9 中 er 关于 zw 的 方向 一 致 ,如 图 6-5-2 所 示 。 
显而易见 ， 所 得 的 图 gi+* 满 足 定理 的 条 件 . 

情形 2 ”假定 在 9: 和 所 中 ， 边 er 的 方向 是 一 致 的， 如 图 6-5-3 
所 示 。 则 据 定 理 6-5-1， 我 们 可 以 其 例外 中 所 有 边 的 方向 ， 得 到 
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一 个 新 的 线 图 g: ， 其 基本 害 集 矩阵 仍 为 Wz。 注意 ， 如 果 M* 中 的 


终 6-5-3 线 几 9 有 ga 


一 行 9 伐 表 多 中 关于 顶点 4 的 关联 焦 ， 则 (-1) 乘 行 9 代 表 9， 中 关于 
顶点 4 的 关联 集 。 同 样 ， 如 果 (-1) 录 1: 中 行 < 代 避 gs 中 关于 顶点 g 
的 关联 集 ， 则 入 :中 行 9 代 表 g: 中 关于 顶 避 4 的 关联 集 。 现 在 考虑 
9 和 gs 这 种 情形 已 经 变 成 了 上 一 种 稍 形 .因此 我 们 可 以 得 到 所 
求 的 有 向 图 gta， (证 毕 》 

定理 6-5-3 与 定理 3-5-8 相 似 ,后 营 是 无 向 图 的 可 实现 福 条 件 ， 

定 斑 6-5-3 甜 泗 呈 =[RLU] 是 一 个 有 向 图 的 基本 制 集 祭 
阵 ， 当 上 且 仅 当 存 在 尺 的 一 个 最 小 邓 子 阵 集 合 ， 使 得 其 中 每 一 个 最 
小 好 子 阵 ， 在 某 些 行 乘 上 (-1) 后 ， 谈 成 关联 移 阵 。 

注意 ， 一 个 由 +1，, -1 和 0 组 成 的 惩 阵 是 一 全 关联 和 矩阵， 当 
且 仅 当 它 的 每 一 列 有 一 个 非 零 元 或 两 个 符号 相反 的 非 科 元。 我 们 
知道 ， 对 于 一 个 有 向 留 来 源 ， 关 于 项 点 v 指 关联 集 可 以 玫 示 为 
CU) x (DYUGLUCD) x Cv)), 它 前 方向 是 从 (vw) 到 (V}。 我 们 还 知 
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道 , 对 于 一 个 顶点 站 来 说 ， 集 全 友人 (四 x 人) 62 : (Pp)) 或 为 
逢 和 集 ， 焉 办 项 集 的 无 重 边 并 .假定 好 (( 四 x (8) U0(p) x (p)》 
的 方向 是 从 (8) 到 (p), 则 集合 罗 (Cp) x (5)) J BUGF) x (p)) 不 是 
关联 集 ， 因 为 它 与 我 们 所 规定 的 关联 集 方向 相反 ， 假 定 此 集合 由 
一 个 割 集 矩阵 的 行 思 表示 ，、， 我 们 知道 ， 用 (-1) 乘 行 p 相当 于 业 食 
这 个 集合 的 方向 。 因 此 ， 用 (-1) 来 乘 行 p， 就 使 行 p 所 代表 的 集 
合 克 (DP) x (B)) UGELCB) x (Pp)) 变 成 了 一 个 关联 集 , 根据 这 一 
事实 ， 并 运用 定理 6-5-2， 就 可 以 证 明定 理 6-5-3 (我 们 将 它 留 给 
读者 》 。 
例 6-5-1 考虑 矩阵 忆 ， 


a bec de fo hs 

1f111 0 01000 

R 2 10-1 0 00 1 0 0 

二 1 
sj oo1-1oo1D 
A401 1 0-1i10 0 0 1 
它 的 最 小 M 子 阵 集 会 是 
a bb cf g 


cc d ee h 
Afs=3[1 -1 ~1 1] 


ao pee fi 
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bead e hi 
3°0 1 -~1~1 1 07 


5 


' | 
4_.11 0-10 1 
用 (-1) 乘 他 ,和 及 ,的 行 4 ， 就 得 到 


abc ee 了 
11-1 1 1 0 1 
M' = : 
4:.0 -1-1 1 0 -1.. 


bed eh 
37F0 1 -1-1 1 0 
M’= | 


ALA-1010 -1 


因为 M ME 于 和 45 都 是 关联 矩阵 ， 据 定理 6-5-3 知 ,矩阵 
丽 是 一 个 有 向 图 的 基本 制 集 矩阵 ， 


6-6 有 向 子 图 


在 上 一 节 中 ， 我 们 发 现 ， 有 向 图 前 钢 集 插 阵 ， 网 路 第 阵 和 无 
向 男 的 割 集 矩阵 、 回 路 矩阵 ， 有 许多 相同 的 性 质 ， 换 名 话说 ， 在 
一 个 有 向 图 中 ， 象 割 集 ， 癌 路 和 路 径 这 样 一 些 子 图 ， 除 了 我 们 对 
它们 规定 有 方向 ， 使 得 子 图 中 边 欧 方向 可 以 和 子 图 的 方向 作 比 较 
这 一 点 外 ， 其 登 性 质 都 与 对 应 无 向 图 中 的 子 图 相同 。 因 此 ， 我 们 
在 前 几 章 中 所 研究 的 ， 关 于 无 向 线 图 的 性 质 ， 几 乎 都 可 以 变 成 有 
和 讽 图 的 性 质 ， 而 无 链 作 较 大 的 钱 改 。 另 外， 还 有 一 些 有 向 图 的 前 
要 子 图 ， 它 们 的 特殊 性 质 不 能 由 对 应 无 疝 图 得 到 ， 这 些 子 图 就 是 
所 谓 有 向 回路 ， 有 向 路 径 和 有 向 树 、。 为 了 研究 这 些 子 图 ， 需 要 对 
它们 作出 确 急 网 定义 。 
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定义 6-6-1 有 向 边 列 是 满足 以 下 条 件 的 边 列 ， 它 具有 从 始 
点 到 终点 的 方向 ， 并 且 边 列 中 每 条 边 的 方向 与 此 边 列 的 方向 一 
致 ， 

例如 ， 在 图 6-6-1 所 示 的 有 向 线 图 中 ，(abpgcde) 是 一 个 有 疝 边 

列 ， 而 (ab 六 不 是 有 向 边 列 。 

定义 6-6-2 如 果 一 个 
有 向 边 列 的 始点 和 终点 相 
同 ， 则 称 此 按 列 为 有 向 闭 边 
列 。 否则， 称 为 有 岗 开 按 
列 ，。 

例如 ， 图 6-6-1 中 的 (8 
e df ) 是 一 个 有 向 闭 边 列 ， 


图 6-6-1 一 个 有 向 图 面 (apecae)》 是 一 个 有 周 开 边 
列 。 
与 无 向 图 中 预 点 的 度 类 似 ， 我 们 定义 有 向 图 顶点 的 出 度 和 入 
度 。 


定义 6-6-3 ”顶点 v 欧 出 度 d+(v) ,是 与 顶点 v 连接 且 方 向 为 离 
开 顶 点 v 的 边 的 数目 。 顶 点 v 的 入 度 d7(v) ,是 与 顶点 v 连接 且 方 向 
为 指向 顶点 v 的 边 的 数目 。 

例如 ， 在 期 -8-1 中 顶点 2 的 出 度 d+ (2) 和 入 度 d (2 分 别 
为 ， 


d*(2)= 2 
和 
dd (2)= 2 
项 点 5 的 出 度 d (5) 和 和 入 内 d (5) 分 别 为 
过 《5》= 工 
和 
dt(5)= 2 
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根据 送 个 定义 ， 可 以 看 出 
dl(v)=d’(v)+d (vv) (6-6-1) 
其 中 d (vv) 是 顶点 2 的 度 ， 
定义 6-6-4 一 个 有 向 图 称 为 有 向 欧 拉 图， 如 果 对 于 每 一 个 
预 点 " ,其 出 度 d+(v ) 等 于 入 度 d(v )， 
例如 ， 图 6-6-2 中 的 有 房 图 是 一 个 有 向 欧 拉 图 ， 而 图 66-3 中 
鸥 有 向 图 不 是 有 向 欧 拉 图 。 


图 6-6-2 有 间 欧 拉力 图 6-6-3” 欧 拉 图 

现在 ， 容 易 证 明 下 列 定 理 。 

定理 6-9-1 一 个 连通 有 向 四 是 有 了 向 网 拉 图 ， 当 和 且 仪 当 存 在 
一 条 包含 图 中 所 有 边 的 有 向 闭 记 列 。 

例如 ， 图 6-6-2 中 有 向 欧 拉 图 的 闲 边 列 (abcdefgh) 包含 了 图 
中 所 有 的 边 。 

定义 6-6-5 如 果 一 个 连通 有 向 吹 拉 图 具有 这 样 的 人 性质 ， 它 
的 每 个 顶点 的 度 为 2 〈 即 与 每 个 顶点 怡 有 两 条 边 相 连 》 ， 蝴 称 此 
连通 有 向 欧 拉 图 为 有 向 回路 ， 

俩 如， 图 5-5-2 中 所 有 的 有 向 回路 是 (a,b,c,d,h), (a,b,c,g， 
hy, Casd,fh), Casfsgsh), (bycsdse), (bce,0), (aey 门 ， 
Ce,f,9), 

容 曼 腹 出 ， 如 果 C, 和 Cs; 是 有 向 加 路, 且 CN 个 Ci 关 $, 开 么 CC 名 
Cs 就 不 是 有 向 回路 。 一 般 地 说 ， 两 个 有 向 吹 拉 图 的 环 和 可 能 不 
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苹 一 个 有 向 钦 拉 图 。 但 是 ， 我 们 有 以 下 情形 . 

定 王 3-6-2 设 G 是 一 个 有 向 欧 拉 图 ， 刚 对 任 一 个 作为 如 的 
真子 图 的 有 向 回路 ， 存 在 扫 的 子 图 已 和 已:， 二 者 均 为 非 空 有 向 
欧 盐 图 ， 使 得 

E.@BE,=C (6-6-2) 

在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 我 们 先 来 研究 另 一 个 定理 。 

定理 6-6-3 设 E 是 一 个 有 向 欧 拉 图 , 世 是 的 真子 图 ， 它 也 
是 一 个 有 向 欧 拉 图 ， 则 

E@E=E-E, 《6-6-3》 
是 一 个 有 向 欧 拉 图 ， 

这 个 定理 可 久 用 考 虚 巨 -三 :中 每 个 顶点 的 入 度 和 出 度 的 方法 
来 证 明 。 再 根据 定理 6-6-3, 令 EE, = EE-C 及 E,= 忆 ,我 们 就 可 得 到 
定理 6-6-2 的 证 明 ， 

定理 6-6-4 一 个 有 向 欧 拉 图 至 少 包含 一 个 有 沟 周 路 。 

这 个 定理 很 容易 儿 构 造 一 个 有 向 闭 边 列 的 方法 来 证 明 。 下 一 
个 定理 相当 上 明显， 但 非常 重要 . 

定理 6-6-5 ”有 疝 芍 拉 图 或 考 是 有 向 回路 ， 或 者 是 有 向 回 路 
为 无 重 边 并 ， 

证 明 ，。  ” 据 定 锡 6-6-4, 在 一 个 有 向 欧 拉 图 GG 中， 至少 存在 一 
个 有 向 辐 路 , 设 此 有 疝 回 路 为 Ci, 那么 ， 据 定理 6-6-3, C-C: 是 一 
个 有 向 欧 拉 图 。 因 此 ,在 G-Ci 中 至 少 存在 一 个 有 府 同 路 ,如 此 类 
推 ， 最 后 ， G-C-Ca -Cr 变 为 空 疼 。 于 十 ， 我 们 可 以 断 定 ， 
G 基 有 向 固 牙 CC: ,Ci 的 元 重 边 并 。 当 = 1 时 ,显然 GG 就 是 
一 个 有 向 回路 。 《证 毕 ) 

他 如 ,图 5-6-2 中 的 有 向 欧 拉 图 可 以 看 作 有 向 回路 (a,d,f;h) 
和 (5,c,e,g) 的 无 重 边 并 . 

对 于 无 启 图 党 说 ， 我 们 已 经 研究 过 MM 图 ， 它 是 一 条 路 径 和 若 
干 回 嘛 移 无 衬 妆 并。 这 里 ， 我 们 要 介绍 有 向 几 图 和 有 交趾 径 。 下 
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面 ， 我 们 要 证 明 ， 一 个 有 向 好 图 是 一 条 有 向 路 径 和 著 干 有 向 回路 
的 无 重 边 并 。 
定义 6-6-6 一 个 有 向 图 称 为 4 (i x 门类 的 有 问 M 图 如 果 
它 满足 以 下 三 个 条 件 ， 
1. 对 除 站 和 以 外 的 所 有 项 点，d* (vw) = dtv)s 
2.d5( 力 =g (+1 
3.d- (1) =d*()) +1, 
设 G 由 一 个 始点 为 ,终点 为 的 有 向 开 边 列 的 所 有 边 组 成 ， 
刚 G 是 一 个 Mx 门类 的 有 向 以 图 、 例 如 ， 图 6-6~4 中 的 有 向 图 
就 是 一 个 MG x 门类 的 有 铅 好 图 
当 一 个 MM(ix 门 类 的 有 
向 必 图 不 连通 时 ， 它 的 最 大 
连通 子 图 中 必然 有 一 个 是 M 
i i Gx 门类 的 有 向 硅 图 ， 而 其 
他 指 则 是 有 向 爽 拉 图。 例 
如 ， 图 6-~6-5 中 的 有 酒 图 是 
一 个 MGx 六 类 的 分 离 有 向 邮 图 。 注 意 ， 其 中 除了 一 个 最 大 连通 
子 图 外 ， 其 余 所 有 最 大 连通 子 图 都 基 有 向 欧 拉 图 。 
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图 68-6-5 一 个 放 (ix 门类 的 分 离 有 向 屠 团 


有 向 路 径 是 一 种 特殊 的 有 向 寻 图 。 
定义 6-6-7 ” 设 忆 是 一 个 叶 Gx 万 类 前 连通 有 向 奴 图 .如果 对 


园 6-6-4 一 个 用 (x 站 类 的 好 图 


除 7 外 所 有 的 顶点 ，dt(u) =1, 而 d*(j) = 0 ， 则 称 P 为 从 i 到 j 的 
有 向 路 径 。 

根据 这 个 定义 ， 就 得 到 定理 6-6-6。 

定理 6-6-6 ”一 个 MGx 六 类 的 有 向 于 图 或 为 从 ;到 /7 的 一 条 
有 向 路 径 ， 或 为 从 了 到 了 的 一 条 有 询 路 径 与 若干 有 向 回路 的 无 中 
边 并 ， 

可 以 用 一 个 有 向 边 列 来 完成 这 个 定理 的 证 明 。 下 面 ， 我 们 发 
现 一 个 与 无 向 情形 的 并 图 相似 的 人 性质， 这 个 性 质 是 说 ， 两 个 上 共有 
相同 端点 的 好 图 的 和 是 一 个 欧 拉 图 。 

定理 6-6-7 设 MGx 门 是 一 个 M(x 了 ) 类 的 有 向 对 图 ， 
MQX 人 站 是 一 个 MGOx 门 类 的 有 疝 术 图。 假定 


Mis x 1)NMMG Xx i)=9 (6-6-4) 
刚 

M(i xD 门 四 MO x i)=E (6-6-5) 
是 一 个 有 内 网 拉 图 ， 


用 检查 扎 中 每 个 项 点 的 入 度 和 出 庶 的 办 法 ， 很 容 勇 完成 这 个 
定理 的 证 崩 ， 
现在 ， 我 们 可 以 将 有 向 对 图 加 以 推广 ， 
定义 6-6-8 各 [iCh) xp 类 的 有 向 训 图 定义 为 满 足以 下 
条 件 的 有 向 图 ， 
1. 对 除 宇和 ?7 外 的 所 有 
顶点 ，d'*(v) = dtv) 
2.d+(1) =d7 (0) + ks 
3.d (7 =d+() +h, 
， 例如 ， 图 6-6-6 中 的 有 
向 轩 是 一 个 [i (2) x 了 (2)] 
类 的 有 向 订 图 ， 
逆 6-6-6 一 个 必 Ci2)x (2)j 类 的 有 向 性 图 定理 6-6-8 MLi(k) x 
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j《 名 )] 类 的 有 向 放 图 或 为 从 i 到 了 的 二 条 有 网 路径 的 无 重 按 
并 ， 或 为 从 i 到 了 的 上 条 有 向 有 路径 种 若 二 有 向 回路 训 无 重 边 并 。 

对 名 作 数 学 归纳 法 ， 并 利用 有 向 边 列 ， 妓 可 完成 这 个 定理 的 
证 明 . 

知道 一 个 有 向 图 是 否 包 含有 向 回路 ， 基 相当 重 夏 的 。 下 面 的 
定理 给 出 了 一 个 有 向 回路 在 在 的 充分 条 件 。 

定理 6-6-9 如果 一 个 有 限 连 通 有 向 图 的 每 个 顶点 的 出 度 
为 1 ， 虽 避 中 怡 食 有 一 个 有 向 回路 ， 

证 明 ， 设 G 是 一 个 有 向 图 ， 其 趾 ， 所 有 的 顶点 的 出 度 
d*(v) =1. 首 先 ， 我 们 要 证 明 避 最 多 有 一 个 有 疝 回 路 .短路 G 中 一 
条 边 , 显 然 所 得 图 GG 中 所 洗 顶点 仍 满 足 d* (wv) =1. 只 娶 不 产生 任 
何 自 环 ， 我们 可 以 继续 把 边 短 路 注音 在 所 有 顶点 满足 4*(v) 
= 1 的 侍 一 有 向 图 中 ， 不 会 有 两 条 以 上 的 边 并 联 。 又 注 总 到 只 有 
当 两 条 边 是 并 联 的 ， 如 图 6-6-7 所 示 时 ， 我 们 短路 这 严 和 所 边 中 的 
一 条 才 会 形 气 自 环 . 及 gr 家 示 一 个 由 两 条 并 联 边 构成 凡 图 .考虑 在 
不 产生 自 环 前 悄 帝 下 ， 将 所 有 边 短 路 后 必得 的 图 G4。 滞 为 有 沿 
图 避 是 连通 的 ， 而 短路 边 不 会 产生 分 离 了 图， 区 人 fi 必 与 9; 同 构 。 我 

们 还 知 道 ， 短 路 边 不 会 减少 有 商 回 路 的 数目 。 
， 因此 有 疝 图 如 最 多 家 一 个 有 疝 回 路 。 

现在 ， 我 们 要 证 明 ， 有 向 图 如 至 少 有 一 个 
有 向 回路 。 有 从 顶点 过 出发， 可 以 得 光一 个 方向 
谊 列 ， 关 为 对 于 所 有 竟 顶 点 在 @ (= 工 。 故 
这 个 过 列 只 会 终 正 于 一 个 此 边 列 前 面包 经 经 过 
的 顶点 、 因 此 ， 如 时 此 有 名 边 列 终止 了 ， 就 至 少 有 一 个 有 向 回 
路 ， 而 由 于 人 是 有 限 的 ， 这 个 边 列 必然 终止 。 《证 毕 》 

定理 6-6-10 设 台 是 一 个 连 适 有 向 线 图 ， 对 于 所 有 顶点 ， 有 
dt{v) =1, 刚 所 恰 包含 一 个 有 向 回路 。 

证 明 : ”将 局 中 径 入 边 的 方向 证 疗 ， 所 得 的 有 向 图 满足 定理 
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图 6-6-7 有 向 嫩 9y 


6-6-9 镑 条 件 ， 故 会 恰 有 一 个 有 岗 回 路 ， ‘证 举 ) 
例如 ， 6-6-8 中 的 连通 有 向 图 作 满 足 定 现 6-6-10 的 条 人 忻 ， 
故 其 中 局 存 在 一 个 有 向 回路 。 
定理 6-6-11 如 果 一 个 有 向 图 满足 以 下 条 件 ， 对 所 有 的 顶点 
有 
d*(v)>0 
或 对 所 有 的 顶点 有 
d“(v)>0 
帅 此 有 向 图 至 少 包 含 一 个 有 向 回路 。 
这 个 定 青 易 由 有 向 边 列 证 阴 ， 
考虑 图 6-6-9 所 示 的 有 向 图 ， 可 以 导出 ， 此 有 向 图 不 满足 定 
理 6-6-11 的 条 件 。 但 是 ， 这 个 有 向 图 包含 一 个 有 向 回路 .这 个 例 
子 给 我 们 提示 了 修改 上 述 定 型 使 之 变 成 充分 必要 条 性 的 一 种 方 


本 


图 6-6-8 一 个 连通 有 多 网 图 6-6-9 人 包 会 一 个 有 向 回路 的 有 向 图 


定理 6-6-12 一 个 有 疝 图 至 少 包含 一 个 有 向 回路 的 充分 必要 
条 件 是 存在 一 个 子 图 ， 对 于 该 子 图 中 的 所 有 顶点 ， 满 足 
dtv)>0 
或 对 该 子 图 中 所 有 的 顶点 有 
d (vv)>0 
虽然 这 个 定理 给 出 了 一 个 充分 必要 和 旬 性 ， 但是， 考查 所 有 可 
能 的 子 图 来 判断 一 个 有 向 图 是 否 包 含有 向 回路 的 方法 ， 不 是 一 个 
有 效 的 方法 。 为 了 更 有 效 地 判断 有 向 回路 的 存在 性 ， 我 们 定义 消 
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去 顶点 的 Wr 过程 如 下 、 

定义 6-6-9 设 v 是 有 向 图 G 揭 一 个 顶点 。 修 定 有 d*(v) =0， 
或 者 dv) = 0。 则 删除 与 顶点 vz 相 连接 的 所 有 边 的 过 程 称 为 消去 
顶点 v 的 矿 过 程 . 

注意 ， 如 困 顶 点 v 可 以 经 W 过程 消 去 ， 虽 不 会 有 有 向 路 径 通 
过 顶点 v 。 换 多 话说 ， 如 果 顶 点 v 在 一 个 有 疯 回 路 中 ， 则 我 们 不 
可 能 用 硝 过 程 将 顶点 v 消去 。 运用 这 一 过 程 ， 我 们 得 到 以 下 定 
理 。 

定理 6-6-13 当 且 仅 当 有 疝 图 G 不 含有 向 回路 时 ， 连 续 运用 

琴 过 程 可 以 消去 G 中 所 有 的 项 点。 

这 个 定理 的 证 明 可 以 用 定理 6-6-11 来 完成 。 从 下 面 的 例子 容 
筋 看 出， 这 个 定理 给 出 了 一 种 判断 有 向 回路 存在 性 芍 算 法 . 

例 6-6-1 考 虚 图 6-6-10 记 示 的 有 沿 图 。 因 为 d'(1) = 0， 
d"(2) =0, 故 我 们 可 以 用 矿 过程 将 顶点 1 和 2 消去 . 所 得 的 图 G， 
如 图 6-6-11(a) 所 示 。 


1 | 
6 7 6 .7 
6 
f 3 
3 (C2) by 
图 6-6-10 一 个 有 向 图 图 6-6-11 经 WW 这 程 所 得 的 图 (a2) G1 (Cb) G 


在 上 中 ,d+*(3) =0,d (4) =0, 于 是 我 们 可 以 用 厅 过 程 将 顶点 
3 和 4 消去 ,所 得 的 著 忆 ,如 图 6-6-11(b) 扬 示 , 在 Gs, 中 ,d- (5) =0， 
d+*(7) =0， 于 是 由 歼 过 程 消去 顶点 5 和 7 ， 我 们 就 移 去 了 所 有 
的 边 。 现 在 已 经 没有 边 留 下 ， 因 此 有 向 图 他 不 包含 有 疝 回路 。 

考虑 图 6-6-12 所 示 的 有 向 图 Go。 可 以 看 过， (1)=0， 
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d*(2) = 0, 因此 由 WV 过程 消去 顶点 1 
和 2 ,我 们 得 开 图 G', 如 图 6-6-13(a) 
所 示 。 在 G' 中，d+(3) = 0 因此 由 于 
过 程 消去 顶点 3 得 到 图 G。*, 如 图 6-6- 
13(b) 所 示 。 因 为 Gu 中 再 也 没有 入 
密 或 出 度 为 零 的 顶点 了 ， 所 以 我 们 不 

0 可 能 再 用 WV 过程 消 去 Go* 中 的 顶点 ， 
图 6-6-12 有 向 图 G。 并 且 G 中 还 有 边 。 这 就 告诉 我 们 ， 
G, 至 少 包含 一 个 有 向 回路 。 


6 TA A 
{i 4 
5 


(a) Co’ byGo” 
图 6-6-13 ”经 矿 过 程 所 得 的 图 
《ao 《bo 
习 题 


1. 证 明和 定理 6~1-1。 
2. 在 图 P-6-2 所 示 的 有 向 图 中 ， 以 v0 为 参考 点 ， 写 出 它 的 一 
个 关联 矩阵 4， 

3. 写 出 图 P-6-2 所 示 的 
yy 有 向 图 关于 树 t =(1,2,3,4) 

”的 基本 割 集 矩 阵 。 

4, 写 出 图 P-6-2 所 示 的 
有 向 图 关于 树 1 =(1,2,3,4) 
章 基 本 回 政 拖 阵 。 
5 ,对 于 一 个 有 向 图 ,是 否 有 可 能 选取 一 组 线性 无 关 的 回路 ,使 
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得 回路 烘 阵 〔 它 欧 行 与 这 些 线性 无 关 回 路 对 应 ) 有 不 为 二 1I 药 非 
零 大 行列 式 ? 用 以 下 两 个 线 图 试 作 一 下 : 图 P-6-5(a) 所 示 线 
图 ， 图 P-6-5(b ) 所 示 线 图 。 


图 P-6-5 


6. 设 $. 是 关于 树 ! 的 一 个 基本 割 集 ,而 边 e 在 :中 ,证 明 对 于 5。 
中 每 条 边 5 ( 关 。 )， 
f 四 (epb) 
是 一 个 树 。 
7, 设 Cs 是 关于 树 f 的 一 个 基本 回路 ， 边 5 不 在 t 中 。 证 明 对 Cs 中 
每 条 边 。 ( 冯 5 )， 
f 图 (De 
是 一 个 树 
83. 证 明定 理 6-5-3。 
9. 证 明定 理 6-6-1。 
10. 证 明定 理 6-6-3。 
11. 证 明定 理 6-6-3。 
12, 证 明定 理 6-6-11。 
13 .证 明定 理 6-6-I2。 
14. 证 出 完 理 6-6-13。 
15. 判 断 图 P-6-15 所 示 
的 有 向 巍 炉 否 包 含 
有 向 回路 。 
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第 七 章 ”无 源 网 络 的 拓扑 分 析 


7-1 克 希 和 余天 定律 (Kirchhoff’s Laws) 


克 希 堆 夫 定律 在 描述 物理 和 非 物理 系统 的 特征 中 具有 非常 重 
要 的 意义 ， 特 别 是 当 这 些 系 统 用 线 图 表示 时 。 换 句 话 说 ， 对 系统 
的 分 类 可 以 按照 它 是 否 满足 以 下 定律 来 进行 ,( 1》 克 希 什 夫 电 流 
定律 ;( 2 ) 克 和 着 才 夫 电 压 定律 ;( 3 )》 两 各 定律 ，( 4 ) 武 者 丙 条 定 
律 都 不 满足 。 例 如 ， 儿 加 限制 ， 一 个 信 输 网 就 满足 区 项 替 夫 电流 
定律 。 一 个 所 网络 满 足 克 希 惟 夫 的 两 名 定律 。 凤 此 ， 在 研究 中 网 
络 之 前 ， 我 们 要 研究 当 一 个 系统 由 线 图 表示 时 ， 克 希 元 夫 定 律 的 
性 质 ， 
考虑 图 7-1-1 中 的 有 网 线 图 ， 其 中 每 条 边 上 所 标的 符 导 头 表 
示 注 过 这 条 边 的 支 路 电流 或 迪 瀛 。 支 路 电流 的 方向 与 边 的 定 问 一 
殖 。 象 支 路 电流 那样 与 一 条 边 相伴 的 权 ， 称 为 边 权 。 
定 兴 7 了 -1-1 当 线 图 的 
每 一 条 边 赋予 一 个 近 权 《或 
车 干 边 权 时， 我 们 名 此 线 
图 为 加 权 线 图 。 
考虑 -一 个 加 权 有 癌 级 图 
G， 其 中 每 条 边 有 一 个 支 下 
电流 作为 它 的 边 训 。 设 4 是 
图 ?7-1-1 加 权 有 向 线 图 全 的 关联 矩阵 ， 其 第 少 列 郑 
示 边 eo，p=12，,"… fe。 叉 投 计 是 边 cy 的 支 路 电流 。 因 为 关联 矩 
阵 4 的 每 一 行 代表 与 一 个 顶点 关联 的 所 有 边 以 及 它们 的 方向 ， 所 
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以 ， 关 联 矩 隆 4 与 一 个 列 矩 降 


的 采 积 AI, 给 出 了 一 组 方程 ， 其 中 每 一 个 方程 表示 与 一 个 顶点 关 
联 的 支 咯 电流 的 代数 和 。 令 这 些 方程 都 为 零 ， 我 们 就 得 到 克 希 堆 
夫 电 流 定律 


(7-1-1) 


Al.= 0 (7-1-2) 
例如， 由 图 7-1-1 中 的 加 权 线 图 ， 我们 有 


9 i 


i ty fs 了 


4 ts | 
1[-1 0 0 010] | 1f-iti 
,| 1 -i10 01 =2 iti-ial=0 
3L0 -10 0 -1l 呈 3| ii | 


| 


如 果 在 一 个 有 向 线 图 中 ， 我 们 不 用 支 路 电流 来 作 每 边 的 权 ， 
而 以 支 路 电压 zw 来 作为 每 边 的 权 ， 则 可 得 到 克 希 时 夫 电压 定律 ， 
Br.= 0 {7-1-3) 

其 中 8 是 有 向 图 的 回路 矩阵 ， 而 


(7-1-4) 


并 假设 每 个 支 路 电压 内 的 正 帮 位 于 对 应 的 边 的 箭头 的 尾 端 ， 从 式 
《7-1-2) 和 《7-1~3)， 我 们 可 以 看 出 ，n。-p 个 克 着 起 夫 电流 方 稳 
基线 性 无 美的 ，m-mu+Dp 个 克 和 希 起 天 电 压 方程 也 是 线性 无 关 的 ， 
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其 中 ns 是 加 权 有 向 线 图 的 边 
数 ，% 是 顶点 数 ，p 是 最 大 
连通 子 图 的 个 数 . 

例 7-1-1 考虑 图 7-1-2 
中 的 加 权 线 图, 采用 回路 
Ci,Cs 和 Ca， 我 们 有 回路 矩 
隆 


VU, Us Us Us Us Ue 
1 1-10 0 0 
于 是 ， 由 式 (7-1-3) ,我 们 有 


入 7-1-2 如 权 线 图 


C, 


[vy, | 
V2 | VL Vr— Us 
Ds i= 7 一 十 zs |= 0 
rv 
* —vV+ve 


值得 注意 ， 在 式 (7-1-2) 中 ， 我 们 用 一 个 割 集 从 阵 来 代替 关 
联 和 矩阵 ， 得 到 


Us Us Vs Us Us Us 
1 1-10 0 0 
0 0 1 -11 1 
0 0 0 0 -1 1 


了 = 


QI.= 0 (7~1-5) 
这 是 因为 ， 用 一 个 非 奇异 第 阵 去 左 乘 式 (7-1-2) ,就 可 以 得 到 这 个 
等 式 。 


7-2 网 孔 变 换 


当 一 个 系统 满足 克 希 淮 夫 电流 定律 时 ， 其 支 路 电流 不 可 能 全 
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都 是 独立 的 ， 网 孔 变 换 是 把 所 有 药 支 路 电流 表示 为 选 定 的 独立 支 
路 电流 的 函数 的 一 种 方法 ， 
假定 我 们 把 式 (7-~1-1) 中 的 列 和 矩阵 分 块 为 ， 


广 7- 
1- 


使 得 1 是 对 应 于 与 林 《或 树 》 有 有关 诸 弦 的 所 有 支 路 电流 的 列 害 
阵 ， 了 7 为 对 应 林 〈 或 树 ) ! 的 树 帮 的 支 路 电流 的 列 矩 阵 。 这 样 ， 了 。 
中 的 元 素数 为 ne 一 no+ P， 工 中 的 元 素数 为 和 - Pp， 其 中 14 是 加 权 
有 癌 线 图 的 边 数 ，s 是 顶点 数 ，p 是 最 大 连通 子 图 的 数目 . 我 们 
也 可 以 把 关联 矩阵 4 分 块 为 

A =[A, A1,] ‘(7-2-2) 
其 中 4 包含 与 林 (或 树 ) ! 博 闫 的 芒 相 对 应 前 z -和 +pP 个 列 ， 
4 包含 与 林 〈 或 树 )》;t 的 树 被 对 应 的 和 -个 列 . 这样 ， 授 据 式 
(7-1-2)， 


了 .= 《7-2-1) 


~- 
AI,=[A,, 4 = 0 《7-2-3) 
或 
了 = 一 did 了 {7-2-4} 
因此 
7 | 
了 = 了 (7-2-5) 
_-Ai3 A | 
因为 从 式 (6-1-13), 取 Bl =U ,我 们 知道 
B=[U ~ (AiiA.)'] (7-2-6) 
所 以 我 们 有 
1.= BiI, (7-2-7) 


另外 ， 任 何 一 个 回路 矩阵 五 可 电表 示 为 
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B=D8, (7-2-8) 
其 中 吕 主 一 个 .一 n+ Pp 阶 的 非 奇异 矩阵 ， 氏 


B=LB, Bj= DU 局] (7-2-9) 
因此 
也 = 号 
是 非 奇 异 的 。 于 是 
B=D-'B= BB (7-2-11) 
从 式 《7-2-7)， 给 出 
IL.=B(BiI)'T, (7-2-12) 
或 
1,.= BM(T) (7-2-13Y 
Mo) = (B.D), (7-2-14) 
将 式 (7-2-13) 中 的 .代入 式 (7-1-2) ,我 们 有 
AI= ABP' AMC)= 0 (7-2~15) 


由 于 48 总 是 零 ， 即 使 % (六 是 任意 一 组 mm -+P 个 函数 的 
党 矩阵 ， 克 和 希 起 夫 电 流 定律 都 能 满足 。 但 是 ,一 旦 MD 被 选 
定 ， 世 就 由 式 (7-2-13) 确定 ， 这 就 叫做 网 孔 变 换 。 因 为 将 式 
《7-2-13) 的 两 端 转 轰 ， 我 们 得 到 


了 = Lm Pisa, -aotp dB (7-2-16) 
这 所 
MEO) sm ting ntpd 《7-2-17》 


从 此 式 我 们 可 以 看 出 ， 对 p=152,… yt 一 ns+ 0， 元 素 mp 区 
以 B 的 第 p 行 的 符 一 个 元 案 。 这 祥 ，m; 可 以 看 作 是 同 予 回路 的 一 
种 权 ， 与 回路 和 矩阵 8 的 第 p 行 相对 立 。 于 是 ， 可 以 把 凡 ( 了 ) 湖 成 所 
谓 操 路 电流 的 列 矩阵 。 例 如 ， 在 图 7-2-1 的 加 权 线 图 中 ,1. 可 以 
由 放 ( 了 1) 得 到 ， 这 里 选 回路 Ci,C; 和 Cs 如 图 7-2-1 所 示 ， 我 们 有 
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和 
MM (7) =| i 


ao bcde 
C1 10 110 -1 
B=Clo0011-10| 
Cl1l 10 1-10] 
然后 ， 利 用 式 (7-2-13) 我 们 有 
“1 0 1- 2 二 
1 0 1 i 中 | 站 十 六 
J.= BMGCD=| 0 1 8 | = 
1 1111 | 证 和 二 下 
0 -1 i i 
-10 0. i 


秆 得 注意 的 是 ， 如 果 我 们 选 # -+Pp 个 回路 电流 ， 它 们 都 与 回 
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路 矩阵 的 各 行 所 示 的 线性 无 关 回路 相对 应 ， 并 有 呈 用 式 (7-2-13) 来 
表示 支 路 电流 的 话 ， 系 统 就 自动 满足 了 克 希 霍 夫 电 菠 定律 。 


7-3 节点 变换 


当 一 个 系统 满足 克 希 堵 夫 电压 定律 时 ， 支 路 电压 是 互相 有 关 
的 ,为 了 署 出 这 一 点 ， 我 们 设 B 是 加 权 有 向 线 图 中 对 应 于 一 个 林 
《或 树 ) # 揭 基本 回路 符 阵 。 又 没 列 矩阵 大. 被 分 块 为 4 
本 Vs, | 
-VV 


其 中 和 -由 支 路 电压 组 成 ， 这 些 支 路 电压 是 与 林 〈 或 枉 )》! 的 有 关 
各 蕊 的 权 ， 而 瑚 :到 由 对 应 于 林 《或 树 ) ! 的 树枝 的 支 路 电压 组 成 ， 
于 是 ， 术 .由 ne 一 ,+p 个 元 素 组 咸 ， 而 六 ,由 mp 个 元 素 组 成， 这 
样 ， 由 克 希 霍 夫 电压 定律 (7-1-3) ,我 们 有 


矿 ,= (7-3-1) 


Br,=[LUBs “ = 0 (7-3-2) 
LV, 
及 
Vy.= -BV, (7-3-3) 
所 以 
| “Bi, | 
V.=| Vs (7-3-4) 
i UJ 
因为 从 式 (6-1-12), 取 BB,,=U， 我 们 知道 
Bi, 三 一 (4.4 (7-3-5) 
所 以 我 们 有 
| CAi2A11)" |) 
六 , = pF, (7-3-6) 
. UU J 
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一 CT 4 | 
=. 三: = : Ai3})'’, 


CAA!) A 
= .447 《7-3-77 
或 
有 = 42) (7-3-8) 
其 中 
NY = (CAV, (7-3-9) 
等 式 (7-3-8) 称 为 节点 变换 。 由 
BV.= BAN(Y)=0 (7-3-10) 


可 以 看 出 , (因为 对 于 一 个 线 图 ，BA'= 0), 邑 使 入 (7V) 是 任意 一 
组 n, - p 个 函数 的 列 矩 阵 , 克 希 奸 夫 电压 定律 也 总 能 满足 。 不 过 ， 
我 们 必须 注意 ， 一 旦 人 (中 被 选 定 ， 六 .将 由 式 (7-3-8) 确 定 ， 
将 式 (7-3-8) 两 边 转 置 ， 澡 们 有 
六 -= [mv oid (7-3-11) 


其 中 
有 (= n° 1, 《7-3-127 


等 式 (7-3-11) 表 明 ，", 将 被 4 的 第 p 
1 v, 2 。 行 中 的 每 一 个 元 素 乘 ， 因 此 可 以 把 w 
vy, 看 作 是 与 4 的 第 p 行 相对 应 的 那 个 顶 
1 vs 点 的 权 。 因 为 参考 点 不 由 4 的 行 表 
0 示 ， 所 以 ,表示 由 对 应 4 的 第 请 行 的 
《 才 吉 ) “区 3 ”顶点 到 参考 点 的 电压 ， 称 为 节点 电 
压 。 例如， 在 图 7-3-1 的 加 机 有 向 转 
图 ?7-3-1 一 个 出 弘 线 狠 中 ,， 术 .可 以 由 和 N(1) 得 到 ， 这 里 


Ul 
NV)=] vs 
Us 
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选 定 A 为 
CpcCde 了 


LI|-1100 0 0 
21 9 -1-1-1 0 0 


3L.0 0 0 1 -1 -1 


我 们 有 
-100 | za "| 
1 -1 0 Vs: Vi—Us 
1 2 | 
y ，  - 0 i Us Us 
“AND)=) 0 -1 1 | Ue Vt | 
vs . 
0 0 | ve! —vs ] 
0 0 -1 WU 


如 果 我 们 用 一 个 割 集 矩 阵 忆 来 代 蕉 关联 矩阵 4， 式 (7-3-6) 


变 成 
O12)! TO 
.= ,= (Qu ,= QINCV) (7-3-13) 
UU Qs 


其 中 

NV) = (QD, (7-3-14) 
这 昭和 做 广义 节点 变换 。 其 中 当 避 是 对 应 于 袜 《 或 树 ) 了 的 基本 制 
售 矩 阵 时 ， 六 ( 矿 ) 的 元 址 玫 示 + 中 各 树枝 的 支 路 电压 。 例 如 ， 在 
图 7-3-: 的 线 图 中 ， 如 果 我 们 选取 一 个 机 为 (ac yd ), 则 对 应 于 
《ay cs) 的 基本 割 集 虐 阵 人 /是 


六 ee ac dd 

-100 100 
or 

0 -1-10 0 1 


“287 » 


则 NN (了) 是 


据 式 (7-3-13) ,我 们 有 


wil i-l1 0. ytvye 
Up 0 1 -1 v. ze 一 We | 
wii0 1 -1 |= De 一 ta 
i 1 一 ， ze ,= 
:zilil00 ve | vs 

| vy, | lor1rDn ve 

| 
va 0 0 1 ~, Va 了 


注意 , 当 我 们 选取 mu-p 个 线性 无 关 的 电压 时 ,它们 对 应 于 割 集 
和 矩 阵 Q (或 关联 佐 阵 》 的 各 行 , 并 且 根 据 式 《7-3-13) 或 式 
《7-3-8) ,将 每 一 个 支 路 电压 表示 成 这 些 选 定 电压 的 函数 时 ， 则 系 
统 就 自动 满足 克 希 稚 夫 电压 定律 。 


7-4 ” 导 纳 矩阵 的 行列 式 


假定 我 们 用 克 希 才 兴 电流 定律 来 写 出 一 个 如 下 的 电网 络 系统 

方程 
AI.= 0 (7-4-1) 

《 称 为 节点 方程 》 其 中 

了 = 六 (7-4-2) 
J 是 电流 源 ， 而 vv，*… ,vo 是 包括 电压 源 在 内 的 各 支 路 电 
压 . 注意 据 式 (7-4-2) ,每 一 个 支 路 电流 是 了 和 入 的 函数 .方程 
(7-41) 并 不 代表 一 个 电网 络 ， 因 为 一 个 电网 络 必须 既 满 足 克 和希 
震 夫 电流 定律 ， 又 满足 克 希 霍 夫 电压 定律 。 但 是 式 (7-4-1)》 迫使 
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系统 满足 克 希 霍 夫 电流 定律 而 不 是 满足 克 希 改 夫 电 下 定律 ,例如 ， 
考虑 图 7-4-1( a ) 的 电网 络 ， 与 它 对 应 的 线 图 如 图 7-4-1 《by》 所 
示 。 其 中 g. 峰 示 一 个 非 线性 电阻 器 ， 其 特性 为 i = gv 关联 算 
阵 4 是 


,gs 25 He 

if-1 1 0 0 
A= 

20 -11 1 


1， 9 2 


| 


1 vs = at 全 


和 
ge 
AZ = 
参考 点 参考 眠 
《ay (b) 
图 7-4-1 
(a) 电网 络 (b) 对 应 的 线 图 
电流 疝 量 1 为 i 
J。 了 
了 二 i fo : 关 uvie 
| io | | govs 
| te _ geve’ 


其 中 boywuzyu 分 别 是 9.,9s 芯 的 支 路 电压 。 故 


开 1 0 "| ; 站 
0 -1 1 1 is | 一 和 十 合十 人 
$e 
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| 一 yo+gera 


_— dvst govs +t eve 
此 式 表明 ， 这 个 系统 满足 克 希 替 夫 电流 定律 而 不 是 满足 克 希 霍 夫 
电压 定律 。 
为 了 使 系统 满足 克 希 雹 夫 电压 定律 ， 我 们 还 要 利用 上 节 结 出 
的 节点 变换 。 对 上 面 的 例子 ， 我 们 取 4 为 


Ua Ys ge 
| 100 


.2-11 1 


这 是 一 个 没有 电流 源 J。 的 网 络 的 关联 矩阵 。 节 点 变换 是 
Te | Tv ] - 一 好 | 
vs |=.A ‘= vy 


将 此 式 代 入 AI,= 0 ， 我 们 有 


| -Jot gly — vs) 
AI. 


一 一 > 0 
| — ge(v1 — Va) + govs + govs? | 


这 和 鲍 是 图 7-4-1 中 网 络 的 系统 方程 ， 
这 种 方法 也 适用 于 广义 的 克 希 答 夫 电流 定律 ， 即 


QI.=0 {7-4-3) 
这 里 忆 是 害 集 矩阵 。 类 似 地 ， 我 们 可 以 用 克 和 希 霍 夫 电 上 压 定律 尖 2. 
出 系统 方程 

了 =10 (7-4-4) 
其 中 
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Vo= {EE iis) (7-4-5) 
上 ,sp 是 电压 源 ， 耐 ii,*** ,is. 是 包括 电流 源 在 内 的 各 支 路 电 
流 。 同样 的 ， 这 个 方程 不 足以 表示 一 个 电网 络 ， 除 非 我 们 按照 克 
希 答 夫 电 流 定律 来 代 换 7,…,i..。 一 个 简单 的 方法 是 采用 前 节 
所 介绍 的 网 孔 变 换 。 
当 一 个 电网 络 中 每 一 个 元 件 y 可 以 春 示 为 
YUE = 路 (7-4-6) 


了 时， 其 中 云 和 羽 分 别 为 元 件 yi 的 支 路 
电流 和 支 路 电压 ， 则 分 析 就 变 得 较为 
简单 了 .在 这 节 中 ， 我 们 要 推导 一 种 
wu 和 = ex 于 小 y。 所谓 的 电网 络 的 拓扑 分 析 ， 其 中 每 一 
个 元 件 都 满足 式 (7-4-6) 。 
为 了 简便 ， 当 如 图 7-4-2 所 示 的 
一 条 边 的 权 怀 和 办 满足 式 (7-4-6)7 时 ， 
图 7-4-2 一 条 边 的 权 我们 就 以 办 来 作为 边 R 的 权 ， 也 就 是 
说 ， 对 边 8 规 定 入 yi 相当 于 规定 了 满足 于 式 (7-4-6) 的 两 个 权 ii 和 
内 区 图 7-4-2 所 示 。 式 47-4-6) 给 一 的 关系 用 于 表示 一 个 线性 
的 、 集 中 的 、 时 不 变 的 、 初 始 条 侍 为 零 的 元 件 是 有 效 的 ， 这 个 元 
件 可 以 是 电阻 、 电 感 、 电 容 或 二 端 电网 络 ， 只 要 其 祝 始 条 性 为 零 
即 可 。 
考虑 一 个 电网 络 ， 与 其 对 应 的 加 权 级 图 的 每 一 条 边 的 权 为 > 
《 导 纳 }。 于 是 对 每 一 条 边 有 一 个 如 下 的 方程 ， 


Yiv1 = 
YU = (7-4-7) 
Yad 三 加 
这 可 以 表示 成 
e 291 « 


7 0 | | VL 3 
| | ， 
3 | 6 = (7-4-8) 
+ 
一 0 Ja J i Uae _ fs 


为 了 简便 ， 我 们 用 符号 Y。, 洲 .和 /来 表示 式 (7-4-8) 中 的 矩阵 ， 因 
此 方程 可 写作 
了 .大 . = 了 《7-4-9) 

注意 了 .是 一 个 对 角 矩 阵 。 又 设 4 是 所 给 线 图 的 关联 矩阵 ， 则 由 式 
《7-I-2){( 为 了 满足 克 希 惟 夫 电流 定律 ) ,我 们 有 

Al.= AY.V ,= 0 (7-4-10) 
为 了 简单 起 见 ， 假 定 用 符号 矿 , 来 代替 (VV) ,表示 式 (7-3-8) 中 的 
节点 电压 的 列 寻 阵 。 于是， 我 们 利用 式 (7-3-8) 给 出 的 节点 变换 ， 
将 式 (7-4-10) 变 成 

AYV ,= AY.AT ,= 0 (7-4-11) 
和 矩阵 4Y .4 称 为 电网 络 的 节点 导 纳 和 抢 阵 。 为 了 说 明 书 点 导 纳 矩阵 
的 行列 式 和 所 给 线 图 的 子 图 的 关系 ， 先 了 解 以 下 所 述 的 比 内 - 柯 
西 定理 是 比较 方便 的 . 

假定 有 矩阵 


GD Gr Ga -Gin 


Gut Pa, ds dss *** Gan 


ns + Hor Ong Gas *** Cnn 


则 自行 列 式 的 作 玉 我 们 全 这 下 它 的 行列 式 等 于 ， 


下 1 > 
| Qs + hi daz Gin Ql la“ "He. | bi QL2°* :Hn 
1 
| a + boy G2s * “(2n Gas Gr2°" “Hsy i+ Bs G22° -Gon 
1 
Gel 十 br 人 Gal Mus" Gao | bn {ns "Cnn 
(7-4-12) 


一 般 来 说 ， 如 果 我 们 和 有 
R=[C(ri tr2), (ris 二 razyy (rin 寺 yan) 了] 


其 中 


| Qlx Dx 
a b 
ri = 2 9 Far 一 直 | 
_ {rk 一 _Bm 一 


则 
1 RI= 1raraa， "in 


‘7-4-13) 


(7-4-14) 


{7-4-15) 


其 中 己 表 示 对 & = 1,2，,，…,n， 取 ri 或 rsx 作 第 & 列 可 能 形成 的 所 有 


(7-4-16) 


矩阵 的 行列 式 的 总 和 。 
现在 考虑 两 个 年 阵 4 和 8B, 凑 中 A= [Lailazms 2 三 [LbirJnrs. 更 
4 和 马 的 积 为 
~ db > G17bia2* ”” > GuinDinn 
=1 ji=1 jn=1 
AB= > Qsnbin > azjsbis2* * > Gjnbjns 
fF.=1 j=1 i,=1 
~ Gui dit > Gapisa* “” p> Ganisbinn 
j=1 12=1 fn=1 


现在 从 式 (7-4-15) ,我们 可 以 早出 ; 


! onbi guabisn* “ “Ginbinn 


1481 = 之 Gznbin Gusbiss * “Hainbine 
js=1 .1 


对 所 有 


} Oniibiit awisbiss “?" oj 


《7-4-17》 
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0 QU Cl “On. 
14B| = 之 ， Ger，G2z 2 (bi bys bn) C7-4-18) 
对 所 及 人 oj @nji2 “人 ni 
如 果 有 两 个 了 取 相 同 的 数 ， 则 在 式 (7-4-18) 的 右 端 就 有 两 列 相 
纱 。 因 此 ， 我 们 只 要 对 有 不 同 7 的 睹 阵 的 行列 式 求 和 即 可 。 故 


! A 
加 | Gp Gia | 


| .4 如] = 之 , ! G2j1 2j2* * * Gain Cb, Diaa， bin) (7-4-19) 
放 天 jz 天 天 | 
;全 zj fnjs" ”Ci | 
注意 当 *m 了 时 ， 不 可 能 选 出 所 有 不 同 的 j， 因 此 |ABI 为 零 。 
考虑 了 选 自 数组 (1,2，…，n)?, 并 使 得 所 有 的 /都 不 相同 的 情 
视 。 一 种 特殊 的 选择 是 
js=b P=l,2:*** ,1 《7-4-20) 
在 这 样 的 选择 下 ， 式 (7-4-19) 的 右 端 是 
oil gt Ca 


Go 0222“ 网 让 【pa 


”Onl Go2 "fon 
如 果 取 了 的 另 一 种 选择 为 
.fb+1 对 =1,2,* "nl (7-4-21) 
1 ll 对 户 二 hn 
将 给 出 


Qs Hs "Geo |i 


1 
On [ri a 位 do 
2 和 1 Cb21bss° ” | 


Ga Cng “"" Cnn Onl 
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我 们 可 以 将 它 改 排 ， 使 得 4 的 闻 矩 阵 的 行列 式 与 上 一 个 行列 式 曲 
排列 次 序 租 同 。 显 然 ， 由 于 列 的 调整 引起 符号 的 改变 与 7 的 里 换 
有 关 。 因 此 ， 考 不 从 1 到 2 中 的 所 有 可 能 的 选择 ， 我 们 可 以 看 
出 


Glii Gis “*" Gin 


i = 和，， 了 
CQ271 Zi zi (bibj,* " “bis) 


之 


九天 六 并 … 尖 Jo=1 


{Oi Gy *** Oni 


GT Ry “Gin 
am 
U2: fag "** Aon ~、 


于 并 下 和 
站 “1 Gus a 人 nr 


QL Gilz ””” Qn bh,, Bis 2 | 


加 Gar fs Gn ‘bo Ba ，"，。 bys 《7-4-22) 
| 


On ne “"* Grn! i ba brs ~ bn 


其 中 若 将 j,"…"j, 变 成 自然 顺序 所 各 的 置 阁 数 为 偶数 ， 现 on 

是 1， 和 否则 sj,.m 是 -1。 这 对 于 了 的 任何 不 同 的 选择 都 是 正确 

的 。 因 此 ， 我 们 得 到 比 内 - 柯 疝 定理: 

148B8|= (A 的 大 子 行列 式 ) x (8B 的 对 应 的 大 子 行列 式 ) 

(7~4-23) 

这 里 之 表示 “对 所 有 可 能 的 情况 求 和 ”. 注 意 4 的 大 子 行列 式 是 -4 

的 2 xn5 阶 子 抢 阵 的 行列 式 ， 如 果 4 竟 一 个 大 子 行列 式 是 从 4 中 取 

列 产 ; 轧 ，……，7 得 到 的 子 和 矩阵 的 行列 式 ， 那 么 如 中 对 应 的 大 子 生 


。295 


例如 ， 若 给 志 4 和 刁 ， 使 得 


轴 出 式 (7-4-237 ,4B 的 行列 式 是 

| o10 1 ?||n 中 
，2 + 】 

0 2 3 i| oa oa 


,| 


3 0_ 


,Pip |_， 
i2 2: 3 0 


现在 我 们 可 以 加 过头 来 讨论 节点 导 纳 矩 阵 了 ,我 们 将 AY。41 
表示 成 
AY,A'=HA (7-4-234) 
其 中 
47Y -= 瑟 《7 一 4-25) 
我 们 可 以 利用 比 内 - 柯 西 定理 : 
LE = 翌 〈 百 的 大 子 行列 式 ) x 〈 寺 对 应 的 大 子 行列 式 ) 
因为 了 ,是 对 角 和 给 阵 ， 故 (7-4-26) 
4 1 
H=EH, HyeeHeds[tA A A 


_ 0 | 
= [yd ya ys Asd (1-4-27) 
所 以 如 的 任 一 大 子 和 矩阵 五。 的 行列 式 可 以 表示 为 
1 豆 =| = LH; Hi io 了 | = Ey A;, yi Adi jn] 
= (yy Vi) IL A, Ai Ai (7-4-28) 
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这 样 ， 用 符号 A4(7,j;: ~ "jm) 来 表示 4 的 由 列 jj 组 成 的 
子 什 隆 ， 我 们 可 以 把 式 (7-4-26) 瑚 示 为 


AV A = DD Civ yi Alain EL 


(7-4-29) 
因为 一 个 方 阵 的 行列 式 与 该 矩阵 的 转 置 的 行列 式 相同 ， 因 此 式 
{7-4-29) 等 于 


|AY.A'| = 之 《jj 4 《7-4-30)》 


前 面 我 们 已 经 看 到 ， 一 个 关联 您 阵 4 的 大 子 矩 阵 是 非 奇 异 
和 的 ， 当 且 仅 当 与 此 子 矩 降 的 列 对 应 的 边 组 成 一 个 树 (在 分 离线 图 
中 是 林 ) ,并 县 还 知道 ， 这 样 一 个 非 奇 蜡 的 子 矩 阵 的 行列 式 不 是 +1 
就 是 -1。 因 为 在 式 (7-4-3 介 中 ，4 的 大 子 手 阵 的 行列 式 是 平方 ， 
列 对 应 的 导 纳 〈 即 大 子 抢 阵 的 列 对 应 边 的 权 ) 大 二 积 的 形式 ， 所 
以 我 们 可 以 说 

147Y 41 = 树枝 导 纳 的 靖 积 (7~4-31) 
其 中 忆 表 示 “ 对 于 浙 有 的 树 ” 求 和 。 

定义 7-4-1 树枝 导 纳 丧 积 是 在 一 个 树 中 ， 所 有 各 边 的 权 即 
导 纳 的 习 积 。 

定理 7-4-1 一 个 出 似 无 源 元 件 组 成 的 电网 络 ， 其 节点 导 纳 
和 持 阵 的 行列 式 等 于 所 有 树 的 树枝 导 纳 飞 积 之 和 。 这 里 的 似 无 源 元 
件 (passivelihe element 是 指 能 用 图 7-4-2 所 示 的 一 条 按 来 表示 的 
元 性 。 

为 了 简便 ， 我 们 用 符号 A" 来 表示 节点 导 纳 矩阵 的 行列 式 。 
设 入 是 一 个 由 似 无 源 元 件 组 成 的 网 络 ， 设 避 是 入 对 应 的 加 权 有 向 
图 。 则 由 式 (7-4-31) 可 人 羽 畴 出 ， 改 变 G 中 边 的 定向 不 会 影响 A， 
我 们 可 以 直接 从 网 络 入 中 找 出 所 有 的 宰 ， 用 不 着 从 对 应 的 加 反 有 
向 图 中 去 找 ， 扬 以 不 必要 从 所 给 的 网 络 六 画 田 各 ， 再 得 到 A 。 例 
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如 ， 图 7-4-3 中 网 络 的 A' 可 按 如 下 方法 求 得 。 所 有 的 树 是 
(gas C65), (9, 天 ), (ge Cs) , (Cos, ), (Css, C3) 


斯 以 
A’= CCus: + gCs + Co) s+ 多 + 
2 Lp 2 在 式 (7-4-31) 中 ， 如 时 我 们 使 每 
个 导 纳 都 等 于 1 ， 则 每 个 树 核 导 纳 的 
多 和 滋 积 基 1 。 所 以 
Gs ss Apsy5i= 树 的 数目 (7-4-32) 
另 一 方面 ， 由 式 (7-4-30)， 
0 全 专用 的 为 ;二 | -4 = 44 
图 7-4-3 电网 络 信 C7-4-33% 
设 -4 - 
4= 人 
- A, - 
则 
A FT Ai As A1As'- A A 


4 本 = A, A 4 ‘= | 4 区 
: | 


4 -| | A A And,* “An A | 
(7-4-34) 
设 二 = [akt Gx2"- "Grne]; 则 


[LAAr! 三 Day? {7—4-35》 
Pel 


从 关联 算 阵 的 定义 ， 仅 当 边 p 与 顶点 4 关联 时 ，axs 非 零 ， 所 以 ， 
1A44Ax 1 等 于 与 顶点 & 相 关联 的 边 数 。 或 者 ， 
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1 .44 = 与 顶点 关联 的 边 数 (7-4-36) 
另 一 方面 。 


Li 
AA = > auoco (7-4-37) 
p=1 


可 以 君 出 ， 当 且 仅 当 边 如 同时 与 顶点 R 与 9 关联 时 ，aktra 非 零 ， 
因此 ， 边 ?必定 违 接 在 顶点 8 和 9 之 间 。 另 外 , 如 边 上 与 顶点 hg 连 
接 ，ate 的 符号 与 aoz 的 符号 相反 《 据 关联 和 矩 阵 的 定义 ) .因此 
akpasp = 万 若 边 ; 是 顶点 站 和 3 之 癌 的 边 《7-4-38) 
0 车 边 i 不 是 顶点 上 和 9 之 间 的 边 
所 以 


| 444 = 一 (顶点 & 和 gq 之 间 的 边 数 ) (7-4-39) 
等 式 (7-4-32) 利 (7-4-39) 给 出 以 下 定理 ， 
定理 7-4-2 设 矩 跨 全 是 
站 =[f= .44 《7-4-40)》 
仙姑 是 与 顶点 :连接 的 边 数 ， 而 蕊 是 顶点 ?和 /之 间 连 接 的 边 数 的 负 
数 . 并且 
1 了 1 = 树 的 数目 (7-4-41》 
例如 ， 回 7-4-3 的 网 络 中 树 的 数目 可 由 下 式 得 到 ， 


1 2 
1 | 2 "| 
|T1= | =5 
2 |-1 3 | 

如 果 我 们 不 用 关 歌 矩阵 ， 而 用 割 集 矩阵 ， 如 象 式 《7-1-5) 和 
《7-3-13) 那 样 ， 等 式 (7-4-31) 将 会 稍 有 改变 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 
我 们 回想 一 下 克 希 堆 夫 电流 定律 ， 即 


AI.=0 《7-4-42》 
左 乘 一 个 非 琳 异 矩 降 刁 ， 我 们 有 
D4T=QT= 0 (7-4-43) 
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为 此 我 们 能 用 一 个 割 集 抢 阵 Q, 来 满足 克 希 移 夫 电流 定律 , 于 是 ， 
式 (7-4-43) 连 同 式 (7-4-9) ,得 到 


QV = 10 (7-4-44) 
由 式 人 7-3-13) 给 时 的 节点 变换 和 此 式 得 
QYQN'T Y=0 《7-4-45》 


图 7-4-4 ”一 个 娩 权 有 向 线 团 
例如 ， 考 虑 图 7-4~4 中 的 加 权 有 向 线 图 ， 我 们 可 以 选 关联 答 阵 4 
为 


1 YY, Ya Ss Ys 


lI- 1 0 0 0 
A4=210 -1 1 0 1 


3L1 00 1 -1 
故 节点 导 纳 矩阵 是 

EE | 
-11000] yy 0 {i1-10 
47.4=|0 -1 1 | || 0 10 
1091-1]] 0»% i001 
_ yoo 1 -1 

1 二 Ja 一 各 一 4 | 

| 一 3 Sat ht ys ~ | 

~ -ys tytys | 


a JD 。 


在 式 (7-4-45) 中， 选取 Q 和 人 @ 为 


JI Ye Js Ye Ys V1 Ja Ya Ve Ys 
Sl-10 0 0 [5 0 1-10 -1 
Q= 5 10-10-1 = Se0l0 1-1 
Si_ 1 906 1 -i LS 1 0 0 1-1. 


我 们 得 到 一 个 导 纳 矩阵 1Y .9'， 
: -yz 一 yz 水 1 ] 
QQ: = ?3 十 36 Ys JI 十 gs 


ys Mt Ys Yt Yt Ye, 
这 不 是 一 个 节点 导 纳 矩阵， 但 代表 这 个 给 定 网 络 的 线性 无 关 方程 
组 的 系数 矩阵 。 
设 已, = 也 4 (7-4-46) 
Q=D'4 (7-4-47) 
刚 从 式 (7-4-29),(7-4-307 和 (7-4-31) 我 们 可 以 看 出 ， 
|QTY.e' = | | 已 | 已 树枝 导 纳 和 妥 积 (7-4-48) 
并 且 ， 恕 果 Q 和 @ 是 基本 割 集 摔 阵 ， 则 | 总 和 1 已 1 都 为 1， 所 以 
QVY ,的 行列 式 与 4Y,A' 的 行列 式 相 同 . 


7-5 开路 网 络 函 数 


为 了 分 析 电 网 络 , 我 们 考虑 图 7-5-1 所 示 的 网 络 , 其 中 有 一 电 
流 源 J 从 参考 点 人 当 p>1 时 ， 可 以 有 若干 个 参考 点 ) 接 到 每 一 个 
顶点 b8= 1;2，……，m。 假 定 在 网 络 六 中 ， 除 这 些 电 波源 外 ， 所 
有 的 元 件 都 基 似 无 源 元 件 〈 似 无 源 元 件 是 能 用 图 7-4-2 所 示 的 一 
条 边 表示 的 元 件 ) .那么 我 们 有 

AIl.=J, (7-5-1》 
其 中 
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1.= 人 《7-6-2) 
Li 

而 4 是 带 有 上 述 参 考点 的 NN 

的 关联 矩 隆 , 注意 m = mr-p， 

这 里 n, 是 该 网 络 的 顶点 数 ， 

PD 是 最 大 连通 子 图 的 个 数 ， 
由 于 电流 源 7 97: …, 7 的 存在 ,我 们 修改 式 (7-4-11)? 使 之 

满足 克 希 办 夫 电 流 定律 ， 


图 7-5-1 带电 流 源 的 网 络 末 


AY.AV =, (7-5-3) 
用 (AY。A")"' 左 乘 式 (7-5-3) 两 端 ， 得 
= CAV.AN-1, (7-5-4) 


因为 在 此 方程 中 ，(4Y .A”)"! 的 每 一 个 元 素 玫 示 一 个 开路 网 络 孙 
数 ， 并 且 我 们 已 经 学 过 直接 从 一 个 了 网络 求 出 4Y .水 的 行列 式 的 拓 
扑 公 式 ， 所 以 ， 如 果 我 们 知道 怎样 直接 从 一 个 网 络 求 出 矩阵 
.4474 的 代数 余子 式 ， 我 们 就 可 以 用 所 扑 的 方法 得 到 任意 两 顶点 
之 问 的 开路 网 络 函 数 。 

为 了 简便 ， 我 们 用 A ”来 袁 示 4 了 44 的 一 个 代数 余子 式 ， 即 
删 去 AY。A' 的 第 4 行 和 第 g 列 所 得 的 子 矩 阵 加, 的 行列 式 乘 上 
《-1) 六 "。 换 句 话说 ， 

A'pg= (~ 1 pe! (7-5-5) 
据 定义 
Hs=AY. (7-5-6) 
我 们 有 
4 4 
Hal 下 


2 (7-5-7) 
_ HaAy Hay ~- Had , 
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其 中 


和 - 
i 人 | (7-5-8) 
-下 
而 
[4 
4= 人 (7-5-9) 
| 了 
刁 A' 的 第 gq 列 是 
-HAs 一 - 歼 ， 一 
| Hady ja) He is (7-5-10) 
l 全 . 1 
有 项 


在 恕 4 中 ， 设 有 其 他 揭 元 索 包 含 4…， 因 此 删除 4 中 的 第 g 行 就 可 
以 实现 对 五 4 中 第 9 列 的 删除 。 同 样 ， 互 4 的 第 行 是 

[五 4 万 44]= 五 [4 dd (7-5-11) 
在 末 和 中 没有 其 他 欧元 素 包 售 玉 ,， 因 此 列队 访 4' 的 第 p 行 等 价 
于 删除 如 的 第 乡 行 。 然 而 


4 | yn | 
有 | (7-5-12) 
| 4, J 0 ys, | 


所 以 删除 万 中 的 第 上 行 等 价 于 删除 4 的 第 行 。 这样， 如 果 我 
们 用 符号 4-, 来 奏 示 4 删除 第 + 行 得 到 的 子 矩 阵 ， 那 么 AY .4 删除 
第 p 行 和 第 g 列 的 子 拭 阵 为 4-pY .4-,)”。 现 在 ， 式 (7-5-5) 可 以 
写成 

A'pg= (~ A (do 《7-5-13) 


"30 了 3 。 


我 们 先 来 研究 一 个 特殊 的 代数 余子 式 A op。， 在 这 种 情况 下 ， 
式 (7-5-13) 变 成 
A' = 14-,Y(4_o5 (7-5-14) 
设 顶 点 7 为 一 个 网 络 所 对 应 的 加 权 有 向 图 G 的 参考 点 (也 就 是 说 ， 
在 关联 矩阵 4 中 ， 没 有 对 应 于 顶点 j 的 行 ) ,在 分 离线 图 的 情况 
下 ， 有 几 个 参考 点 。 但 是 ， 就 网 络 阔 数 而 言 ， 这 些 顶 点 可 以 被 合 
并 ， 而 不 会 改变 网 络 靖 数 。 因此， 不 失 一 般 性 ， 我 们 能 把 一 个 加 
权 有 向 图 看 作 是 连通 区 
我 们 已 经 知道 ，.4-, 是 在 G 中 合并 顶点 了 和 ?所 得 到 的 线 图 和 
《= 了) 的 关联 矩阵 。 因 此 ， 据 式 (7~-4-31) ; 式 (7-5-14) 可 以 表 
示 成 
AY AA = Gp=7) 的 衬 枝 导 纳 冬 积 《7 了 -5-157》 
设 G(p= 门 中 的 一 个 树 是 Hp= 门 .因为 G(p= 门 是 由 ns = +-1 
个 顶 改组 成 ，t(p= 门 包含 GLp=j) 的 mw-1=#-2 条 边 。 所 以 ,在 
G 申 ， 册 1(p= 旋 的 各 边 组 成 的 子 图 g, 是 不 连通 的 ， 但 当 把 顶 上 让 上. 
和 / 合并 ， 就 是 连通 的 。 因 此 我 们 知道 9, 包 含 丙 部分， 其 中 每 一 
部 分 都 是 连通 前 ， 并 且 一 个 部 分 包含 顶点 户 ， 另 一 个 包含 顶点 7 。 
换 句 话说， 把 顶点 p 和 i 合并 , 子 图 g, 就 变 成 一 个 树 . 这 个 GCp= 门 
中 的 树 1{p= 门 称 为 的 2- 杜 ， 并 记 为 ,, ， 
定义 7-5-1 连通 图 G 的 2- 酝 tb,,; 是 满足 以 下 条 件 的 子 图 ， 
1 为 ,由 to-2 条 边 组 成 ， 和 包含 C 中 所 有 的 项 点 而 未 包含 回 
路 。 
2.。 六 由 两 个 连通 部 分 组 成 ， 其 中 一 个 部 分 可 以 是 孤 立 顶 
点 。 
3。 在 这 两 部 分 中 ， 一 部 分 包含 顶点 妨 ， 另 一 部 分 包含 巴 点 
7 。 
由 这 个 定义 ， 式 (7-5-15) 可 写作 
14-5Y (4-,) "| =A'“op= 了 2- 树 关 ， 树 枝 导 纳 薪 积 (7-5-16) 
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例如 ， 图 7-5-2 中 加 权 线 图 G 的 
所 有 的 2- 树 加， 是 《ye2) (ay 
《ayo) Vaye)s Cysya), (yeya)s 
3 yey) 和 (yaye) 
了 因此， 以 顶点 0 为 参考 点 ，A i 是 
A yay t Yet Ye) + ys Cye+t 
Ya) + yeya tt ye) + yuye 


图 7-5-2 加 权 线 图 CG 现在 ， 我 们 对 后 面 将 观 用 到 的 一 
个 符号 下 定义 ， 
定义 7-5-2 符号 bo ao 事 示 一 个 子 图 ， 它 代表 


一 个 线 图 中 具有 如 下 性质 的 2- 树 ， 

1. 催 个 连通 部 分 中 ， 一 个 部 分 包含 顶点 Cu0 0 而 不 
包含 顶点 5b,,b,: 2 :by。 

2。 另 一 个 部 分 包含 顶点 各 ,pb 而 不 包含 顶点 a1， a;， 
-0 

定义 7-5-3 符号 7 as。，， 人 表示 在 给 定 的 线 图 中 所 
有 的 .60453 …… 4 的 集合 。 

由 这 两 个 定义 ， 我 们 有 


Ta, 二 了 3 U Ta 《7-5-17》 


其 中 是 线 图 局 的 一 个 顶点 ， 注 意 


Ta NT = 《7-5-187 

当 j=p 时 ， 
Tass=$ 《7-5-19》 
县 Ta = Ta, 1 (7-5-20) 
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现在 我 们 已 为 讨论 代数 余子 式 A',, 作 好 了 准备 。 由 式 (7-5- 
13) 和 比 内 - 柯 西 定理 ， 我 们 知道 


A p= C1 A VY (A 
=(《-1)81 2[(4- YY 的 大 子 行列 式 ] 
x [A4'-, 对 应 的 大 子 行 列 式 ] 
= (1) PB ye yh Vim) | 4, Ch he ha) | 
1 A Ch kh) (7-5-21) 


其 中 4 如 ……mm') 是 由 4 的 列 和 ,如 "hm' 组 成 的 子 矩 阵 ， 
A-ath RR, “hn ) 是 由 4-, 的 列 &,,h,， oss 组 成 的 子 和 矩阵. 我 们 
还 知道 ，4-; 的 一 个 非 零 大 子 行列 式 对 于 2- 机 二,,,， 其 中 顶点 是 
参考 点 。 所 以 ， 如 果 4- (RPR joy) 是 非 奇 异 的 , 则 对 应 一 个 
fa 同样 ,4-e(8R RE ) 是 非 奇 异 的 ， 当 且 仅 当 它 对 应 于 一 个 
2- 树 01。 因 此， 为 使 | A- ptm || A oR.… Rn) 非 
零 ， 由 列 和 ,和 ，-…… ,hm 对 应 的 边 组 成 的 一 个 子 图 必须 不 仅 是 一 个 
py 而且 册 是 一 个 16,;， 也 就 十 说 ， 此 子 图 必须 是 一 个 在 7,,,, 与 
了 ,中 的 2- 树 ， 从 

T,, ,= TY Ts, (7-5-22) 


及 To, = Te, U Tp (7-5-23) 


我 们 能 君 出 ， 只 有 在 7,,。, 中 的 2- 树 才 满 足 上 述 条 件 ， 所 以 只 要 
乘积 14，(R hm) | |A_s (hk) | 非 稚 , 列 忆 , 和 ，*…， 
kw 就 对 应 于 一 个 2- 树 ,,,, 中 的 边 。 这 样 ， 式 (7-5-21) 变 成 
A'p = (-1)?193le x (2- 生 joy 树枝 导 纳 乘积 ) 《7-5-24) 
其 中 oe=|A-sCR hohe YA Rk, Rs | (7-5-25) 
为 了 求 出 e 的 值 ， 我 们 考虑 .4 由 列 和 py ，… po 组 成 的 子 容 
隆 4， 如 下 所 示 ， 
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Ok Ci “ ”Elkm 1 
: ， 
| 1 
| Oak 02kz *"" Ozkm | 


a 三 "as 枉 
A,= ok! pha phmt 1 (7-5-26) 
1 atl Cake *** Okmr ] 
‘mks mks “** Gmkw - 


注意 m =n。 一 1( 记 得 我 们 假设 网 络 是 连通 的 及 nr = 和 -2， 因 为 
一 个 2- 衬 的 边 数 为 m,-2， 并 且 ，A, 中 包含 的 列 与 4-p(hk** po 》 
和 .4-,( 包 和 Re ) 中 包含 的 列 相同 ， 因 此 ， 如 果 我 们 从 A 中 删 
去 第 如 行 ， 所 得 的 矩阵 是 4-,(RRs hw) . 另 一 方面 ， 如 果 我 们 
有 4 中 删 去 第 4 行 ， 所 得 的 矩阵 是 4_,(RRa Row ) 

既然 二 ,的 两 个 连通 部 分 中 前 一 个 包含 顶点 和 9， 所 以 ， 在 
ty 中， 顶点 如 和 8 之 间 存 在 一 条 路 径 .。 设 这 条 路 径 是 (elyegz，…， 
er) 如 图 7-5-3 所 示 ， 


bp bp €s €r. 


图 7-5-3 tpeoj 申 顶点 与 9 之 间 的 有 路径 


要, 中 与 路 径 的 边 elyes，……*er 对 应 的 列 具 有 以 下 性 质 。 为 了 
简便 ， 设 4 中 与 边 e1,es，-…* 5; 对 应 的 列 分 别 是 第 e1， 第 6;,，……， 
第 e, 列 。 设 4 中 与 顶点 pv195069**， sv-1， 和 g 对 应 的 分 别 是 第 p， 
第 mm， 第 ra， …， 第 点 -: 和 第 g 行 。 第 e: 列 在 第 如 行 有 非 堆 元， 第 e 
和 第 e; 列 在 第 ov, 行 有 非 零 元 ，*……, 第 er 列 在 第 g 行 有 非 零 元 假定 
第 e!,， 第 e:，-**， 第 e, 询 是 A, 的 前 r 列 ， 而 第 p， 第 v1,"…*， 第 g 行 
是 4, 芍 前 r+1 行 , 这 个 假设 对 一 般 情况 并 不 是 适合 的 ， 而 且 我 们 
很 快 就 会 看 到 ， 这 个 假设 对 于 我 们 这 里 要 说 明 的 问题 也 不 是 必 
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要 的 ， 然 而 ， 这 禅 做 使 下 面 的 讨论 变 得 很 清晰 。 瑞 此 假设 ， 


2 6; ea er 
pi 1 0 0 + 
vil 二 1 土 0 0- 
A=v| 0 +1 0 《7-5-27) 


9 0 0 0.… FI. 


我 们 用 第 e: 列 乘 上 上 ( 土 1) 后 再 加 到 第 e, 列 ， 使 得 第 e 列 有 两 个 
非 淮 元 喧 ， 一 个 在 第 p 行 ， 另 一 个 在 第 v, 行 ， 


£1 £s @4 “ er * 
站 zl 0 0 0 -| 
vy 0 1 9- 0... 
z TF1 F1 +1 | 
4=: 0 0 (7-5-28) 


ql 0 0 0 Fl 
注意 在 第 e: 列 中 ， 这 一 运算 将 一 个 非 党 元 从 第 w% 行 移 到 了 第 vx 行 ， 
与 此 类 似 ， 我 们 能 将 第 es 列 滋 上 土 I 加 到 第 e, 列 ， 使 在 第 e 列 中 的 
一 个 非 零 元 从 第 v, 行 移 到 第 vs 行 。 经 过 这 样 逐次 的 运 算 ， 我 们 衣 
移动 第 e, 列 中 的 一 个 非 零 元， 最 后 使 得 一 个 非 零 元 在 第 上 行 ， 另 
一 个 在 第 g 行 ， 


ee ee 
pi 0 0 0 
wu| 0 +1 0 0.- 

A=w 0 FLtl 0 .了 -5-29) 
; :| : | 
glL_F1 0 0 二 II i 


» S028. 


值得 注意 的 是 ， 不 论 与 顶点 p, vi vs vy- 4 对 应 的 行 
和 与 边 e/，es，…'*，e, 对 应 的 列 的 位 置 如 何 ， 我 们 都 会 有 同样 的 
结果 。 
不 失 一 般 性 ， 设 g>>p， 则 由 式 (3-1-7) ,我们 能 看 出 
| A (天 | = (1) | A4-,-4l 《7-5-30) 
DR 及 | Akko) | = 于 (一 1 (7-5-31) 
其 中 4-,-, 是 4, 删 除 第 bp， 第 q 行 和 第 e, 列 得 到 的 子 矩 阵 。 在 式 
《7-5-31) ,因为 4-; 中 对 应 于 顶点 gq 的 行 不 是 第 q 行 而 是 第 g-1 行 ， 
所 以 -1 的 指数 应 是 q-1 + #1 而 不 是 g+e;。 由 这 个 结果 ， 我 们 有 
oe=| A hk -kor) | | A kha hm) | = 1) (7-5-32) 
因为 4-。-s 是 一 个 关联 和 矩阵 的 非 奇 异 子 阵 ， 攻 | 4-,-,l* 是 1。 园 
此 对 任何 ,6,;，e 是 (一 1)*'"。 于 是 ， 据 式 《7-5-24)， 我 们 有 以 
下 定理 。 
定理 7-5-1 一 个 似 无 源 网 络 的 节点 导 纳 此 阵 在 (十 ,9 ?处 的 
代数 余子 式 是 
Amw = 之 2- 树 by 树枝 导 纳 乘积 
《7-5-33) 
其 中 了 7 是 参考 点 。 
例如 ， 图 7-5-4 中 网 络 的 代数 余 
子 式 A'1: 能 用 找 出 所 有 的 2- 树 二 ,,,,( 这 
; 里 9 是 贿 考点》 的 方法 得 到 . 
0 所 有 的 2- 树 tz, 是 (590), (58) 
图 7-5-4 一 个 网 络 各 (yey) .因此 
A = yoy t Ysya + Yeya 
为 了 方便 ， 我 们 定义 以 下 符号 ， 
定义 7-5-4 符号 六 和 邢 分 别 代 表 刀 (树枝 寻 纳 导 积 ) 和 如 (2- 
树 树枝 导 纳 屠 积 ), 即 
广 = 如 (树枝 导 纳 乘积 》 (7-5-34) 
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《7-5~357 
利用 A 和 As*r， 式 (7-5-4) 可 以 写成 
“A, A'sl “0 A ml | 
及 = 1 A 12 A',, As y。 《7-5-367) 
FW 


_A'Lm A'sm “*?" A nm 二 


考虑 最 7-5-5 中 的 网 络 ， 其 中 入 仅 由 似 无 源 元 件 组 成 ,只 就 
顶点 p,q 和 7 《参考 点 ) 之 间 的 网 络 函 数 而 言 ， 式 〈7-5-36) 可 
以 简化 成 


:= | | (7-6-37) 


， 图 7-5-5 三 端 网 络 荔 数 图 7-5-6 一 个 网 络 
饭 以 开路 网 络 函 数 为 
—F 二 :oo 了 -D-38 
vg), Wo, ' ) 
Fn V 
| = (7-5-39)》 
9 got Wa 
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以 及 
Ug 


vpl 
#. ja"0 


v/a] Wo No 7-8- 
,Wo We 0) 


例如 ， 图 7-5-6 中 网络 的 开路 网 络 函 数 可 按 如 下 方法 得 到 ， 
V = yy syayst YY Vivays tt WVeys Tt Yays 
十 yoyays tt YoYays 


Wo=: yyat Vida YYys t+ Yuya Yays 
所 以 


PY Vt ys) 二 84 二 ys) ys d+ ya ys CYst Ys) + yays] 
Vi y+ Cyat ye) + yl ys + 0) 


并 且 


Wo= yy t YY 二 3 二 234 二 34 十 sy6 十 ys 十 33 
于 大 


ya 
VC yY (ye 二 33 二 3638 十 30 
又 
Ho= Yt+ YiYg + YYe T+ yoys 
故我 们 有 


JT 
天 | JE 


考 漠 图 7-5-7 中 的 网 络 ， 假 设 其 中 不 仅 蚌 们 无 源 元 件 。 由 式 
《7-5-36)， 我 们 有 
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vr | 二 A A js A A J : 《7-5-41》 
Vr , _A i A A'n_ 本 
估 为 Vij = vs (7-5-42) 
Ji= (7-5-43) 
Uk = Ue — Ul {7-5—44) 
ye= = 一片 (7-5-45) 


其 中 v, 是 从 顶点 p 到 参考 点 1 的 电压 ， 汪 ,是 从 参 潜 点 7 到 顶点 p 的 电 
流 ，p =?,&,1。 式 (7-5-41) 能够 改写 为 


Us | A A A'y 1- 
_ Vn J A Ma—As AmtAD—A nA .ln 

(7-5-46) 

因为 
W p09 = 2~ 树 ti,, ,1 树 核 导 纳 乘 积 《7-5-477 

type,s E 了 

以 及 

Ts 3 Togo U Top ti (7-5-48) 
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我 们 可 将 A4z 表 示 为 


Aw=Wi = Wn + Wi (7-5-49) 
类 似 地 
A Wi = Wi + Wi (7-5-50) 
疡 以 
A A Wi -Wingy 《7-5-51) 
同样 
Ap~An=Wns Ia (7-5-52) 
叉 由 
Ama= Wi Wt Wr (7-56-63) 
Mm=W Win +t We {7-5-54) 
A'n= Wi (7-5-55) 
An= Wa (7-5-56) 
我 们 有 


A 十 六 一 太一 丰 = WontWiun=H or (7-5-57) 
这 样 ， 式 (7-5-467 本 以 写 为 


| 1 EW WH asi — 到 as | J | 
二 天 | (7-5-58) 
Ut Wi — Wi Wi ji 
换 名 话说， 四 端 网 络 的 开路 函数 为 
J V 
一 = (7-5-59) 
Ui Jr Wis 
| = (7-5-607) 


*» 了 13。 


Ut: A 


~ (7-5-61) 
Ui J iio i 
1 y», 2 例如 ， 图 7-5-8 中 网 络 的 开路 
> 电压 比 Vz3/v1o 能 由 Wo 和 了 sn 一 
“ 34 V1,,w6o 得 汉 : 
Wo = yays + Yo¥et yoyat Yeya 
0 2 3 到 ,30 —W y= ye 区 一 ,Ye ya 
图 7-5-8 一 个 四 端 网 络 ”所 以 
了 33 一 Vayp— Ved 
Uo Ved 十 Hove Vayat Veya 
由 于 规定 
Wi=IVw 对 j=1 (7~5~62) 
Wu= 0 对 7 = 1 《7~S~63) 


我 们 可 以 看 出 ， 当 7 了 =1 时 ， 式 (7-5-60) 和 (7-5-61) 变 成 式 (7-5- 
39) 和 (7-5-40)， 


7-6 短路 网 络 函 数 的 拓扑 公式 


由 式 (7-5-46) ,我 们 得 到 
一 (A -A'n) A ~! UA! 


中 | 
J 
(7-6-1) 


为 了 简化 这 个 等 式 ， 我 们 必须 找 出 代数 余子 式 之 闻 的 关系 。 考 处 
一 个 # 阶 方 阵 4= [as], 设 对 是 4 的 转 置 伴随 〈 经 典 转 置 伴随 ) 矩 
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和 (站 二 十 和 下 一 丰 时 一 ATn)-tA i 一 和 7 (全 由) 
中 “ 十 在 全 一 A 一 入 一 (A'ii — A') | wi 


阵 ， 即 
| 和 As A 
M= A A A 


(7-6-2) 
| A A A,n _ 
这 里 Ai 是 4 中 arr 的 代数 余子 式 。 那 么 我 们 知道 
iD 0 
4 卫 (7-6-3》 
o 站 


其 中 已 是 4 的 行列 式 。 假定 我 们 把 4 的 行 和 列 重 排 ， 使 行 r/，r,， 
… 成 为 前 上 行 ， 列 请 ，P…， 关 成 为 前 & 列 。 设 所 得 的 矩阵 
大 A， 又 设 M 是 4 的 转 屠 伴 辽 矩 了 泗 ， 它 能 从 重 排 M 的 行 和 列 得 


到 ， 
现在 我 们 把 邓 中 除 前 列 外 的 各 列 重 新 安排 ， 使 好 改 成 


A 


， 
1 
人 An : 


rig As ” As 0 


人 (7~6-4) 


A A ~ A 0 1 - 


其 中 rr ry Ie 4 和 Mt 的 乘积 是 


*。 了 1815 。 


Ory, sr ra 和 Gy a rea 


[#4 ， oo 
如 
Cj , Gis 0. 四 1, j 
| Ce + fn, | 
' : .| 
i . | 
nj) -a Gy i . Gn Qn 
ify A 了 0 i 
! : 
; 7173 ” 态 。, 2! 0 : 
. vs。 | 
| | 
> As “ Ar 加 
Sr 2 ， 
ril 入 1 [让 : 
! | 
~“? ! “1 
_A,, A 0 + 
D 
D 
时 
抽 a 


(7-6~5) 


“了 6。 


所 以 由 式 (7-6-5) 左 端 得 4 好 的 行列 式 
An ee 入 
iA iy * on Ar i 
7 t (7-6-6) 
A be ET 


其 申 罗 :-: 《一 17m41720 "+r 天 二 有 二 出 
另 一 方面 ， 由 式 (7-6-8) 的 右 端 得 4 好 :的 行列 式 


(AM = Dr |4 (mm) (7-6-7) 
Ja 


这 里 的 A {rire … rk f jij ji) 宪 示 从 A 中 莽 去 行 71， 六 29 "5 
7 和 列 j， 7 “9 六 得 芭 的 矩阵 ， 因此 


IA, .A 


rls ~ A -DeB(nra ra) 7-6-8} 
| 。 六 7 


六 天 了 1 


A “"? A 


其 中 

D(H 二 = (- Dt te ta ate) (7-6-9) 
当 式 47-6-8) 的 右 端 由 Ai，Ar，Ai 和 Ax 组 成 时 ， 

od (ent 

或 AsAra— AnAia= DB 闪 ) (7-6-11) 
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我 们 包 经 说 过 ， 胃 符号 A 代 表 万 ,习惯 上 用 A,io 来 表示 方 (1110) ， 
用 了 这 些 符 导 ， 式 (7-6-11) 能 表示 为 


AAAwA AAA (7-6-12) 
此 式 称 为 雅 可 比 关 系 式 。 有 了 这 个 关系 ， 式 (7-6-1) 右 占 第 一 项 


的 分 母 变 成 
A'alA i 十 私人 一 A 一 和 0) 一 CA -A (A -A'n) 


=(A MAA +t (AA -ArA' i) 
一 (MAA 一 A 一 (A 人 一 A'nA'n) 
= ACAantA i A mA) 


(7-6-13) 
于 是 式 (7-6-1) 变 成 
LT A irr + Ag — A — Bi 
| A+ A'n— A 一 A 一 (A'gi 一 A') 了 | 厂 vis 了 
X 《7-6-I4) 
-~ 一 (A 一 A'n) 大 人 -| | Ukr 。 


我 们 能 君 出 ，A 2 可 表示 为 
Ag=《 一 1 4 《7-6-15》 


其 中 4-1-, 是 关联 矩阵 4 映 去 i 行 和 zp 行 得 到 的 子 矩阵 ， 同样 ， 
4 大 从 4 中 删 去 ; 行 和 g 行 得 到 的 子 什 隆 ， 由 于 了 是 对 角 算 
阵 ， 从 比 内 - 柯 西 定理 得 到 ， 


A sipe 三 (—1)*+4 >> pF “Vin? | 4，(R . | 


» 了 8。 


14 (7-6-16) 


其 中 4- ;5 Ch, M "hmr ) 由 有 A-;-5 的 h， Ra 9 列 构成 ， -ig 
(Rik2* ” "hr ) 由 有 4-,-y 的 ， Ra "* "Rms 列 构 成 ， 

考古 一 个 线 图 G(i= 丫 , 它 是 由 所 给 的 线 图 G 合 并 顶点 1 和 j 得 
到 的 (j 是 参考 点 ) .我 们 可 以 看 刚 ，GG= 门 的 节点 导 纳 乱 阵 能 由 


C 的 节点 导 纳 矩阵 删 去 对 应 于 蔬 点 :的 行 和 列 得 到 。 换 句 话 说 ， 
G 的 4- 了 (4-7=GG= 门 的 4 4 (7-6-17) 
所 以 
G 的 4- 740O=G(i= 力 的 47(4 (7-6-18) 


于 是 ， 由 式 (7-5-33)， 
G 的 | A- oY (CA) | = DGG=)) 的 2- 树 ,,,/ 稳 枝 导 纳 习 积 
(7-6-19) 

设 9 是 G 的 一 个 子 图 ， 当 玉 点 ;和 /被 合并 时， 它 变 成 GG = 六 
芍 2- 树 三,,,,， 则 g, 必 由 三 个 连通 部 分 构 威 ， 其 中 一 个 包含 顶点 也 
和 9 ， 另 一 个 包含 顶点 1 ， 第 三 个 部 分 包 食 顶 点 了 (参考 点 ) .这 
样 的 子 图 称 为 3- 树 ， 用 符号 br 表示 。 

定义 7-6-1 一 个 3- 树 5psoorrpjsveyasttes 是 线 图 所 (有 rm 
个 顶点 ) 的 满足 下 列 条 件 的 子 图 ， 

1 全 条 边 ，n, 个 顶点 ， 且 无 
加 路 ， 

2。 inpirinhharrt 包含 三 个 部 分 (三 个 最 大 连通 子 
移 ) ,每 个 部 分 都 是 连通 的 . 

3。 三 个 痢 分 中 ， 一 部 分 包含 顶点 mp， 和， 另 一 部 分 包 
会 顶点 j1,72，:'* "ja， 第 三 部 分 包含 顶点 &1,6,，…… ,kh,， 如 图 7-6-1 
所 示 。 如 果 一 个 部 分 的 顶点 数 是 1 的话， 这 个 部 分 就 是 一 个 孤 这 
展 、 
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图 7-6-1 3- 树 fa es 


“risf ia "ju hk "Ky 
由 这 个 定义 及 式 (7-6-19) ,我 们 有 定理 7-6-1， 
定理 7-6-1 一 个 似 无 源 网 络 的 节点 导 纳 矩阵 的 代数 余子 式 
A“ am 是 
A ,ao= 怀 3- 树 和 rs 树枝 导 纳 乘积 (7-6-20) 
这 里 了 是 参考 点 ， 
为 了 简便 ， 我 们 定义 符号 Usos 如 下 。 
定义 7-6-2 
了 por = 213- 树 ta,,,, 树 梳 导 纳 乘积 《7-S-217> 
代数 余子 式 A'it 现 在 可 以 表示 为 
A = Unnss (7-6-22) 
因为 顶点 ! 能 在 三 个 部 分 中 的 任何 一 个 之 中 ， 所 以 式 (7-6-22) 可 
写成 
Ui = Uri tt Unrest Uisisy (7-6-23) 
同样 ， 代 数 余 子 式 A ma 和 Au 可 表示 威 
大 = 二 《7~6-24》 


及 (7-6-25》 

因此 

Mmnt A nA Amn=UnrositUpsertUn rr t Uiyisg 
(7-6-26》 
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定义 7-6-3 符号 忆 芝 定义 为 
ZU=Unssit Uit tt Uses t Uistsa (7-6-27) 
在 式 (7-6-26) 和 的 右边 运用 定义 ?7-6~3， 则 式 (7-6-14) 能 表示 


网 1 1 Ws — (Wt 一 到 | | 
Tod ZU -Vi -Wy) 


(7-6-28) 
注意 当 ; = 1 时 ， 式 (7-6-27) 中 的 忆 U 简 化 为 


UU = Up (7-6-29) 
于 是 ， 由 式 (7-6-28) ,我 们 得 到 
Up 
{7-6-30) 


J "| 1 I -Wp 
, | Ui — Wg Wp, 
等 式 (7-6-28) 和 (7-6-30) 分 别 给 出 了 四 端 和 三 端 网 络 的 短路 
网 络 函 数 的 拓扑 公式 。 现 在 可 以 得 到 电流 比如 下 : 
fu | de vs 一 -Wi — Wiasn) 
J lv =0 da/ vi Wi yi 
例如 ， 考 虑 图 ?7-5-8 中 的 网 络 ， 求 得 U 为 


U=Ua0t Ui t Uso t+ Urss0= Yet yat Ys + yy 


(7-6-31) 


Lo| 

我 们 可 以 求 出 短路 转移 函数 Vay io 为 
J WW Yves 
Vas | yio=0 U Yet Vt Yet Ya 


当 元 件 的 初始 条 件 不 为 办 ， 或 网 络 中 有 电压 源 或 电流 源 时 ， 
本 章 所 讨论 的 公式 要 作 些 必要 的 修改 ， 
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习 十 


1。 分 别 求 出 轿 己 -7-1 中 三 个 网 络 药 开 路 策动 点 函数 /ar 
和 转移 函数 广 :sy7io， 
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2。 求 出 图 -7-2 中 两 个 网 络 的 电压 比 ,/V Lo。 


1 3 2 
1 4 2 
! 
(a) (by) 
P-7-2 
3。 求 出 在 题 1 中 三 个 网 络 的 短路 特 移 冰 娄 | ， _ 


4。 求 出 一 个 由 m 个 顶点 组 成 航 完 全 图 网 络 的 路 开 策动 点 导 
纳 函 数 ， 设 每 边 的 电导 是 1 姆 欧 . 

5。 利用 拓扑 公式 证 明 一 个 无 互感 的 LC 网 络 的 开路 策动 点 
函数 是 S 的 偶 函 数 和 奇 函 数 的 比 ， 

6。 设 了 , 是 一 个 所 有 导 纳 均 为 非 负 的 有 一 个 公共 端的 似 无 
源 网 络 节点 导 纳 竹 阵 ， 令 


Ai = 了 。 的 (1 1 的 代数 余子 式 = dns" +t Gas9 十 十 Go) 


Aia = 了。 的 (1,2) 的 代数 余子 式 = -二 (pos 二 ba-is + +b) 
证 明 圣 0 万 所 4, 有 0 所 bi 所 at。 
7， 证 明 “14|= 二 〈 树 的 数目 ) 
'B 
这 里 B 是 基本 回路 矩阵 ， 


8。 证 明 BYB' 是 网 孔 阻 抗 算 阵 ， 洪 中 8 是 回路 矩 纵 。 
9。 证 明 1384 是 一 个 线 图 中 的 树 的 数目 。 
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第 八 章 “ 有 源 网 络 的 拓扑 公式 ， 
单 向 网 络 及 等 效 变 换 


8-1 电流 图 和 电压 图 


利用 线 图 来 分 析 网 络 有 几 种 不 同 的 方法 ， 每 一 种 方法 有 利 有 
租 。 上 一 章 讨 论 的 形 如 AY 4' 的 节点 导 纳 矩阵 有 一 个 特性 ， 即 
了 是 一 个 对 角 矩 隆 ， 而 正 由 于 这 一 特性 ， 这 样 一 个 矩阵 的 行列 式 
等 于 树枝 导 纳 乘积 之 和 。 下 面 我 们 将 看 到 ， 一 个 有 振 网 络 的 节点 
导 纳 矩阵 也 能 表示 成 为 4Y A: 的 形式 ,使 得 YY 是 一 个 对 角 俱 
隆 。 然 而 ,在 4,Y 4A; 中 ， 关 联系 阵 A 和 As 是 不 同 的 。 因 此 ， 
4.Y A! 的 行列 式 并 不 正好 是 树枝 导 纳 葬 积 之 和 、 

定义 8-1-1 一 个 由 

了 Vs = tne (8~1-1) 

定义 的 导 纳 》 用 图 8-1-1 所 示 的 两 条 边 青 东 ， 其 中 v,; 是 从 顶点 
r 到 顶点 s 的 电压 ， 而 i 是 与 之 对 应 的 从 顶点 t 流向 顶点 4 的 
电流 。 赂 示 iv 的 边 称 为 导 纳 ? 的 电流 边 ， 表 示 vw， 的 边 称 为 导 
纳 》 的 电 于 边 ， 如 图 8-1~1 所 示 。 和 


头 中 的 符号 i 表示 这 条 边 是 电流 边 ， 1 ” 
箭头 中 的 符号 > 表示 这 条 边 是 电压 
边 ， 这 种 表示 法 叫 导 纳 》 的 拓扑 天 示 ¥y 了 
法 

和 经 3 


例如 ， 一 个 三 端 跨 导 9 可 以 用 下 i, 
式 定义 图 8-1-1 2 的 洗 示 
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UGK = pg (8-1-2) 
它 可 以 由 图 8-1-2 中 所 示 的 两 条 边 来 表示 。 当 r+ = 1 且 s = 4 时， 
图 8-1-1 中 导 纳 》 的 拓扑 天 示 法 如 图 8-1-3(a) 所 示 。 这 样 的 导 纳 
用 图 8-1-3(b) 所 示 的 一 条 边 来 天 示 比 较 简 便 ， 轩 为 在 这 种 情况 
下 ，>y 变 成 一 个 似 无 源 元 件 [ 见 式 (7-4-6) 和 图 7~4-1]。 类 似 
地 ， 当 r = w，5 = + 时 ,我们 有 


r 


全 
了 3 
如 $ 


3 


kk 
Ca) (by 
图 48-1-2 三 谢 跨 导 9 图 8-1-3 似 无 源 元 着 
YUrs = 人 (8-1 -3) 


这 样 的 导 纳 》 的 表示 法 如 图 8-1-4(a) 所 示 。 因 为 


全 


Ca) 《b) 
图 8-1-4 负 导 纳 


jr = — firs (8-1-4) 
政 式 (8-1-3) 可 以 写成 
。325。 


《一 了 JUroz = ts (8-1-5) 
这 样 ， 我 们 能 用 一 条 边 来 表示 这 样 一 个 导 纳 ， 它 的 权 为 一 》 [图 
8-1-4(b)) ,注意 这 是 由 于 

Vr = — Ve ‘8-1-6) 
且 据 式 (8-1-4) , 似 无 党 元 件 的 定向 是 任意 的 。 这 里 必须 弄 清 楚 ， 
在 图 8-1-3(b) [以 及 图 8-1-4(b)) 中 所 表示 的 似 无 源 元 件 的 边 ， 
有 既 瑚 示 导 纳 》 的 电压 边 ， 又 将 示 导 纳 少 的 电流 边 。 也 就 是 说 ， 
8~1-3(b) 中 表示 法 上 只 是 图 8-1-3(a) 中 表示 法 的 一 种 简洁 标记 而 
已 。 

为 了 热 县 电压 边 和 电流 边 ， 我 们 考 虐 一 个 基本 的 节点 方程 


V1 Vs 313 Ul J 
Va! V2 23 zz |=| J 《8-1-7)》 
Sal Yaz Yss L vs L J, 


其 中 v, 是 从 顶点 了 到 参考 点 的 电压 ，/, 是 从 参考 点 流入 顶点 p 
的 电流 ， = 1 ，2 ，3 .我 们 能 够 画 出 对 应 此 网 络 的 线 图 ， 其 
节点 导 纳 矩阵 与 式 (8-1-7) 图 8-1-5) 中 的 节点 导 纳 矩阵 相同 。 
因此 ， 图 8-1-1 给 出 的 表示 法 是 一 种 非常 有 用 的 方法 。 值 得 注 章 ， 
在 图 8~1-5 中 ， 每 一 条 岂 压 边 和 每 一 条 电流 边 都 与 参考 点 相 接 ， 
当 导 纳 》 的 电压 边 和 电流 边 是 任意 时 ， 导 纳 》 在 节点 导 纳 矩 


图 8-1-5 一 个 网 络 的 拓扑 表 巷 
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阵 中 处 也 什么 位 置 值得 特别 注意 .。 考 局 一 个 满足 式 (8-1-1) 的 导 
纳 y， 注 总 ， 在 这 种 假设 下 ，y 的 电压 边 从 项 点 7 连接 到 顶点 
s ， 而 > 的 电流 边 由 顶点 t 连接 到 顶点 4 。 设 顶点 7 和 5 的 节点 
电压 为 v, 和 vw,， 则 式 (8-1-1) 能 写成 


YU — Vs) = i (8-1-8) 
设 
3 Viz ie vw | 
Yas yaz Van | | Vs ] 7s | 
Val Yes Van vs | = Js (8-1-9) 
Ya Yea Van Lv, Ly 


是 包含 导 纳 ?的 一 个 网 络 的 基本 节点 方程 ， 则 在 式 (8-1-9) 中 ， 

节点 导 纳 符 阵 的 第 上行 与 电压 向 量 的 乘积 是 项 点 1 处 电流 的 代数 
和 ， 它 必定 等 于 电流 J，( 外 部 电流 ) .由 于 式 (8-1-8) 中 的 电流 i,。 
是 从 顶点 + 流向 顶点 4 的，》 必 为 节点 导 纳 矩阵 的 (tf,r) 处 的 元 
素 ，- y 必 为 (fys) 处 的 元 素 。 同 样 ，- y 必 为 节点 肝 纳 和 抢 阵 的 
《sr 处 元 素 ， 而 7 为 (ws) 处 的 元 素 。 这 些 一 定 是 导 纳 了 的 元 素 
用 图 8-1-6 表 东 ， 其 中 加 图 的 两 个 元 守 家 示 》 在 此 位 置 符号 相同 ， 


r 过 ft [1 
1 
| | 
人 1 1 
s| 1 1! 
sd 1 | 
的 了 一 一作 
和 人 1 
i |! bs 
: 4 |-— yy 
中 二 
1 ! 
图 3-1-6 在 节点 导 纳 矩 阵 中 ， 图 8-1-7 当 r<s<Ci<u 
导 纳 y 的 位 置 时 ，y2 的 位 置 
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而 样 ， 在 通 方 框 的 两 个 元 素 处 ，2》 的 符号 也 必定 相同 ， 并 且 画 图 
的 元 素 y 与 西方 杠 的 元 峙 的 符号 恰好 相反 。 例 如 ， 如 果 在 节点 
导 纳 矩阵 中 ，7 < < 上 二 4， 出 ?将 在 图 8-1-7 托 示 的 位 置 出 
现 . 注意 ， 当 1 =r+，u = ss 时， 图 8-1-6 中 国 疼 表示 的 元 素 古 
无 源 元 件 。 如 果 我 们 运用 式 (8-1-5)， 当 + = s ，2 = 了 时 ,这 个 
结论 也 是 对 的 。 因此 ， 当 且 仅 当 导 纳 y 是 似 无 源 元 件 时 ， 在 节点 
导 纳 矩阵 中 ，》 的 位 置 是 对 称 于 对 角 线 的 ， 

假定 顶点 主 或 顶点 4 其 中 有 一 个 是 参考 点 ， 则 与 该 顶点 对 应 
的 列 不 会 出 现在 节点 导 纳 矩 阵 之 中 ， 因 此 ， 在 图 8-1-6 中 仅 有 一 
列 有 两 个 元 素 是 导 纳 y 。 换 句 话 说， 图 8-1-6 中 画图 和 范 框 的 两 
列 中 ， 必 有 一 列 不 存在 同样 ， 如 果 或 8 其 中 有 一 个 是 参考 
点 ， 则 图 8-1-6 中 画 团 和 夯 框 的 两 行 中 也 有 一 行 不 存 在。 例 如 ， 
车 1 之 4 和 且 s 是 参考 点 ， 则 式 (8-1-1) 的 导 纳 》 在 式 (8-1-9) 的 节 
点 导 纳 算 阵 中 出 现 的 情况 如 图 8~1-8 所 示 . 


a 1 
a 
: 
[a 
1 .上 
oT 
bb 
i 
二 
人 
4 
让 
mm 只 
这 


图 8-1-8 当 + 之 WW 且 3 为 参考 点 图 8-1-9 当 4Ww=38 且 s 为 省 
时 ，y? 的 位 置 考点 时 ，> 的 位 置 


假定 x = s ， 且 s 是 参考 点 ， 那 么 我 们 可 以 看 出 ， 第 4 列 和 
第 : 行 都 不 存在 ,因而 仅 有 一 个 元 素 (t,r) 有 导 纳 》( 见 图 8-1-9). 

容易 看 出 ， 一 个 给 定 的 节点 导 纳 矩阵 能 表示 成 著 于 个 抑 阵 之 
和 ， 其 中 每 个 矩阵 恰好 含有 一 种 导 纳 例如， 我 们 可 以 把 下 面 的 
节点 导 纳 矩阵 表示 成 几 个 矩阵 之 和 ， 


* F328 * 


1 2 3 


1 Vit ys 一 和 一 3 Ya yy: 0 0 
21 -yt yy Vat yat ys ~ Ys 0 0 0 
3L 0 ~ Ys Vet+ Ve L0 0 0 
Ja 一 和 1 0 ~ws ysl [ 0 0 0] 
+| -3 3 01+| 0 Ya | 0 0 | 
0 GO 0 0 0 0 9 0 0 
0 0 0 0 .0 0 
二 | 0 ys 一 |l+|00 0 
0 -Ys ys 0 0 ye 


其 中 每 一 个 第 降 仅 合 一 种 导 纳 ， 由 这 些 矩 阵 我 们 能 看 出 ， 哪 一 个 
是 似 无 源 元 件 , 哪 一 个 是 似 有 源 元 件 。 此 处 的 侯 有 源 元 忻 (active- 
like element) 是 由 式 (8-1-1) 来 定义 的 元 性 ， 但 它 不 能 用 一 条 
边 来 表示 。 并 且 ， 每 一 个 导 纳 的 电压 边 和 电流 边 的 位 置 可 以 容易 
得 到 。 在 这 个 例子 中 ， 第 一 ， 第 二 ， 第 五 和 第 六 个 焦 阵 表明 和 ny 
32 加 和 ye 是 似 无 源 导 纳 ， 而 % 和 yy 是 似 有 源 导 纳 。 从 这 些 
矩阵 我 们 能 得 到 一 个 网 络 的 线 图 ， 其 导 纳 矩 涟 与 上 面 给 出 的 矩阵 
相同 ， 如 图 8-1-10 所 示 。 当 然 ， 并 不 一 定 要 把 一 个 给 定 的 导 纳 算 
阵 变 换 成 一 些 和 矩阵 前 和 才能 得 到 这 些 信息 ， 


8-1-10 一 个 网 络 
考 馈 一 个 由 下 式 给 出 和 的 变压器 ， 


ea 了 29 。 


了 2 一 Ms Fy fi 
1 117 
Sn ssh, | 上 | (8-1-10) 
Ms Lu 名 227 [;,, 
SA ， SA 
其 中 
Li di 
入。 一 {8-1-11) 
Afs, Lo 


放样 一 个 变压器 的 招 扑 表示 由 图 B-i-l11 给 出 。 对 于 图 8-1-12 中 的 


图 8-1-11 一 个 变压器 的 拓扑 岩 示 


电 体 管 的 等 效 电 路 ， 其 拓扑 宸 示 如 图 8 1-13 所 示 。 另 一 个 例子 是 
图 8-1-14 中 网 络 的 线 图 ， 其 拓扑 表示 如 图 8-1-15 所 示 ， 其 中 gi 


gs do 
je Ue 
os 
图 3-1-12 一 个 上 船体 社 芍 等 图 8-1-13 一 个 贸 体 管 的 哲 扑 
效 电 路 表示 
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=00，31= 了 /SA 加 =3ya= — Mis/shm y= Lfsha, 注意 ， 
即使 y,，ys 的 导 纳 值 是 相同 的 ， 我 们 还 是 用 y% 和 ys 来 区 分 不 同 
的 导 纳 ， 还 要 注意 ， 对 于 图 中 所 有 的 似 无 源 元 件 ， 我 们 给 出 的 方 
锯 是 任意 的 。 


图 8-1-14 一 个 含有 品 体 管 的 图 8-1-15 与 图 8-1-14 中 网 
网 络 络 对 应 的 线 图 


考 同 一 个 象 图 8-1-15 那 祥 对 应 一 个 网 络 的 线 图 。 每 个 时 纳 用 
两 条 边 米 岩 示 ， 一 条 是 电压 边 ， 另 一 条 是 电流 边 . 由 定义 ,对 于 一 
个 似 无 源 导 纳 ， 可 以 用 一 条 边 来 同时 表示 电压 边 和 电流 边 。 冯 
此 ， 我 们 可 以 作出 两 个 线 图 Gs, 和 人 G;， 使 Go 由 G 中 所 有 的 电压 
边 及 所 有 的 项 点 构成 ， 而 Gi 由 G 中 所 有 的 电流 边 及 所 有 的 顶点 
构成 。 注 意 ， 如 果 在 6G。 中 有 一 个 导 纳 》， 则 在 避 : 中 也 有 导 纳 
》， 反之 亦 然 、 

定义 8-1-2 设 避 是 岩 示 一 个 网 络 的 线 图 ， 线 图 G, 由 GG 中 所 
有 的 电压 边 组 成 ， 称 为 蝶 压 图 . 线 图 G, 由 G 中 所 有 的 电流 边 组 成 ， 
称 为 电流 图 . 

由 于 在 电压 图 C, 中 ,没有 电流 边 ， 放 每 一 条 边 的 条 头 不 必 
再 用 符号 > 。 这 样 ，Cv 中 的 每 一 条 边 可 以 面 得 象 位 无 源 元 件 的 
边 一 样 。 同 理 ， 电 流 图 C, 中 每 条 边 也 可 以 不 用 画 上 符号 ! 。 例 
如 ， 图 8-1-15 中 线 图 的 电压 图 和 电流 图 ， 如 图 8-1-16 讲 示 ， 值 得 
注意 ， 当 网 络 仅 由 似 无 源 导 纳 组 成 时 ， 其 电压 图 和 电流 图 蚌 完 全 
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相同 的 。 


图 8-1-16 图 8-1-15 中 线 图 的 对 应 电 压 图 各 ,及 电流 图 如 ， 
在 网 络 中 的 每 一 个 导 纳 都 满足 式 (8-1-1)， 因 此 


yi = i 
VaU 2 一 1 {8-1-12> 
Yevr = 了 
或 者 写成 ， 
= 了 《8-1-137》 
其 中 
Ve= (8-1-14) 
人 _ 
[有 
Te (8-1-15) 
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(8-1~16) 


0 Ys 
因为 克 和 项 佬 夫 电流 定律 是 对 于 一 个 网 络 的 电流 约束 而 不 是 电 
和 压 约束， 所 以 式 (7-1-2) 中 的 关联 矩阵 (或 割 集 矩 隆 ) 必 为 网 络 
的 电流 图 的 关联 矩阵 。 投 4; 是 电流 图 G@; 的 关联 和 矩阵 ， 则 式 (7-1 
-2) 变 成 
Al.= 0 (8-1-17》 
利用 式 (38-1-13) ， 得 到 
AYY.= 0 (8-1-18" 
因为 式 (7~3-8) 所 定义 的 节 发 变换 是 电压 之 闻 的 关系 而 不 是 
电流 之 闻 的 关系 ， 故 式 (7-3-8) 中 的 关联 矩阵 (或 制 集 和 矩阵) 必 
须 是 电压 图 的 关联 矩阵 (或 割 集 矩 阵 》, 设 4A, 是 电压 图 G, 的 关联 
上 矩阵， 则 式 (7-3-8) 可 写成 


V.= AsV', (8-1-19) 
其 中 六 ,的 每 一 元 素 是 一 个 节点 电压 ， 利 用 式 (8-1-18)， 得 

AY Ai:V = 0 (8-1-20) 
其 中 4Y A; 称 为 有 源 网 络 钧 节点 导 纳 矩阵 


运用 比 内 - 柯 西 定理 ， 节 点 导 纳 矩 阵 的 行列 式 可 天 示 为 
14:Y 4s1= (AiY 的 大 子 式 ) x (43 对 应 的 大 子 式 ) 
(8-1-21) 
由 于 六 是 对 角 和 矩阵 ， 故 式 (8-1~21) 能 写成 
{AY A | = Dy yt" Yeo) ACh ik hm) | | AS Ch kar hm) | 
(8-1-22) 
其 中 4 Roy 是 由 -4 中 列 his hk,, “ay Rm 组 成 的 子 手 阵 ， 
(kkka) 是 由 4 中 列 肯 ，ki,… Re 维 成 的 子 矩 阵 ， 这 里 灵 
是 A;( 及 40) 的 行 数 ， 对 于 no 个 顶点 的 连通 线 图 来 讲 ，m = 一 
1。 
as 了 333“ 


我 们 已 经 知道 ，4i(RiRa pw) 是 非 奇 异 的 ， 当 县 仅 当 与 列 
sks，km 对 应 的 边 蚌 C, 的 一 个 树 (在 分 离线 图 的 情况 下 必 
定 是 林 ) . 同样 ， 4w(08R pg) 是非 奇异 的 ， 当 且 仅 当 与 列 ， :Rs 
km 对 应 的 过 构成 Ce 的 一 个 桂 . 这 样 ， 要 使 41(hh…km) 和 4， 
(pps pn) 都 是 非 奇 异 的 ， 权 为 yi,， 4 pp3in 的 边 在 Gi 和 
Gs 中 都 必须 是 一 个 树 ， 这 样 的 边 集合 四 做 完全 树 〈 或 者 叫 公共 
料 ). 

定义 8-1-3 ”完全 树 是 一 个 边 的 集合 ， 它 既是 电压 图 的 树 ， 
又 是 电流 图 的 树 。 

用 这 个 定义 ， 可 将 式 (8-1-22) 洗 示 为 


AY A l= Detx 《完全 树 树 枝 导 纳 乘积 ) (8-1-23) 


其 中 
er= | 44 二 | .4 (Rs Rs | = +1 (8-1-247 
在 网 络 由 似 无 源 元 人 构成 的 情况 下 ， 我 们 可 以 看 出 ， 式 (8-1 
-23) 中 的 完全 树 变 成 了 通常 的 树 ， 而 ex 总 是 + 1. 然而 ,对 于 
包含 似 有 源 元 件 的 网 络 ， 我 们 可 以 看 出， 对 于 一 个 完全 树 ，s4 或 
为 + 1， 或 为 - 1 。 因 此 ， 对 于 每 一 个 完全 树 ， 我 们 必须 找 出 某 
种 计算 sx 前 方法 


8-2 符号 置换 


我 们 现在 会 看 到 ， 完 全 树 的 符号 置换 就 是 式 (8~1-24) 中 的 符 
号 6&。 为 了 研究 符 导 置换 ， 我 们 要 定义 主 点 如 下 ，。 

定义 8-2-1 设 G, 是 连通 有 向 图 GG 的 一 个 酝 , 设 v 和 v 是 GG 
中 先 y 的 端点 ， 如 果 在 和 参考 点 之 得 的 路 径 含 有 边 y ， 则 称 顶 
点 3 为 沈 > 的 主 点 ， 

因为 一 个 树 是 连通 图 ， 且 不 含 回路 ， 所 以 在 树 中 任 两 顶点 之 
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间 恰 有 一 条 路 径 , 这 样 ,如 果 从 顶点 #4 到 参考 点 的 路 径 包 含 边 》， 
那么 ， 从 顶点 ?到 参考 点 的 路 径 就 不 包含 边 》。 由 此 可 知 ， 一 条 
边 的 两 个 端点 中 正好 有 一 个 是 这 条 边 的 主 点 .例如 ,图 8-2-1 中 G， 
的 每 条 边 的 主 点 如 表 8-2-1 所 示 , 注 意 ， 参 考点 不 是 任何 一 条 边 的 
主 点 。 有 既然 Gi 是 一 个 树 ， 故 任何 一 个 顶点 恰好 是 一 条 边 的 主 点 ， 


囊 8-2-t 
2 a 一 3 
参考 点 
e 1 
d 4 
锋 8-2-1 树 G， pp. 


假定 C, 和 Gs 是 两 个 线 图 ， 每 个 图 代表 一 个 树 , 且 二 者 均 
出 相 网 的 导 纳 构成 ， 如 图 8-2-3 所 示 。 那 么 ， 对 于 每 条 边 来 说 ， 
存在 着 两 个 主 点 ， 一 个 来 自 Gt， 另 一 个 来 自 G， 例 如 , 摄 8-2-2 
中 的 G, 和 GG 的 边 的 每 一 对 主 点 如 表 8-2-2 所 示 。 


1 1 
y J 3 
2 3 2 po 
3 ye Ys 
参考 点 寡 考 虞 


图 8-2-2 线 图 Gs: 和 GG， 


现在 . 我 们 可 以 对 由 相同 导 纳 组 成 的 两 个 树 C 和 Ce 相对 应 的 
符号 置换 下 定义 。 
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囊 8-2-2 主 点 对 


边 P| 
G, G, 

入 1 

Ys 2 3 

Ye 3 | 


定义 8-2-2 设 避 ,和 Gs 是 两 个 连 首 有 向 图 ， 它 们 由 相同 的 
边 和 相同 的 顶点 组 成 ， 且 都 不 含 回路 。 则 ,和 Gs 的 符号 置换 
是 具有 下 列 特 征 的 两 行 数 组 ， 

1. 对 p= 1，2, 行 了 表示 G,。 

2 .每 一 列表 示 一 个 主 点 ， 

3. 对 了 P= 1 ,2， 元素 (p, 94) 是 

2 一 一 如 果 顶 点 4 是 y 的 主 点 ， 且 在 G, 中 的 方向 是 离开 4 
前 。 
y- 一 一 如 果 顶 点 9 是 》 的 主 点 ， 且 在 G, 中 > 的 方向 是 指 同 
3 的 。 
例如 ， 图 8-2-2 中 对 应 Gi 和 G 的 边 集 合 的 符号 置换 (SP) 如 


下 ; 
1 2 3 


SP=G( 闪 妆 营 ) 
定义 8-2-3 如果 以 下 数量 之 和 是 偶数 ， 我 们 就 说 符号 冒 换 
是 偶数， 否则 ， 我 们 说 它 是 奇数 ， 
1 .符号 辟 换 中 负 上 标的 个 数 。 
2. 把 第 二 行 重 排 使 其 与 第 一 行 相同 所 需 的 对 换 次 数 . 
根据 这 个 规则 ， 上 例 中 的 符号 嗓 换 是 侦 数 。 
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定义 5-2-4 如果 符号 置换 是 偶数 ， 则 符号 置换 的 值 是 + 1 ， 
音 则 是 一 1、 
例如 上 例 中 的 符号 置换 是 偶数 ， 所 以 此 符号 置换 的 值 《 记 为 


VISPI) 是 
Ja Ys Ye 
"| 
Ye Ve YB 


383-3 主 树 


为 了 说 明 一 个 完全 树 的 符 导 轩 换 的 值 就 是 式 〈8-1-23) 中 的 
sk， 我 们 先 来 研究 称 为 主 树 的 一 对 特殊 树 的 符号 于 换 ， 然 后 ， 我 
们 再 说 明 ， 当 一 个 完全 树 变换 成 一 对 主 树 时 ， 符 号 置换 的 值 是 不 
变 的 。 

图 8-3-1 中 所 示 的 树 的 结构 称 为 主 树 *。 换 名 话说， 如 果 一 个 
树 的 所 有 的 边 yi1，y,，… ,ym 都 与 参考 点 相连 ,而 县 每 条 边 的 方向 
不 加 有 展 制 ， 这 样 的 树 叫 做主 树 。 

考虑 一 个 主 梯 的 关联 姑 
阵 4 我 们 知道 ， 4 是 
mw- 1 阶 ， 且 是 非 奇异 的 ， 
这 里 nn 是 树 的 顶点 数 。 内 
为 每 一 条 边 的 两 个 端点 之 
中 ， 有 一 个 是 参考 点 ， 改 .4 
的 每 一 列 上 内 有 一 个 非 零 元 ， 

图 8-3-1 一 个 主 树 或 为 + 1 ,或 为 ~ 1 。 并 且 ， 
由 一 条 边 的 主 点 的 定义 ， 我 们 可 以 说 ，4 中 对 应 于 边 》 的 非 零 
元 的 位 置 ， 是 在 代表 > 的 列 与 代表 y 的 主 点 的 行 的 交 驴 处 。 最 


着 有 些 图 论著 作 中 把 主 树 软 为 星 补 (star iree) .一 一 译注 


参考 点 
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后 ， 因为 4 是 一 个 关联 矩阵 ， 由 此 可 知 ， .4 的 行列 式 不 是 士 1y 
就 是 一 1 .图 8-3-1 中 主 树 的 关联 矩阵 4, 如下， 


2 J Ys3 Dm 
1 | 1 0 0 0 
2j0 - 0 0 
As=3|0 1 … 0 (8-3-1) 
mi 0 0 0 1 | 


交换 这 个 竺 阵 中 的 两 行 ，4, 芍 行 列 式 就 改变 符号 。 假定 边 yx 的 
主 点 是 v ， 边 因 的 主 点 是 4， 则 在 4 的 (> ，&) 处 有 土 1， 
Cus， 加) 外 有 土 1 ， 交 换行 v 和 行 #， 则 (v ,有 ) 处 的 二 1 变 到 
Cw, 下) 处 ， 而 (4 也) 处 的 + 1 变 到 (v ,5) 姓 。 这 意 际 着 将 边 
y4 的 主 点 变 成 顶点 4 ， 而 将 边 ys 的 主 点 变 成 顶点” 。 因 此 ， 这 
一 交换 等 价 于 边 y; 和 y; 位 置 的 交换 。 例 如 ， 交 换 上 述 和 矩阵 的 第 
一 行 和 第 二 行 ， 得 到 以 下 先 阵 ， 


Ya $s Ym 
110 -1 0 0 
2 | 了 0 0 0 
必 =310 0 1 … 0 (8-3-2) 
| CE 
和 | 0 0 0 1 


这 个 新 从 阵 4* 是 把 图 8-3-1 的 主 树 中 加 和 x 位置 交换 后 得 到 
的 关联 煽 阵 。 因 此 ， 在 一 个 主 树 中 ， 边 的 位 置 交 换 次 数 和 NN， 使 
.4 的 行列 式 受 ( 一 1)" 的 影响 。 

将 4 的 一 列 乘 久 -~ 1 ,等 价 于 改变 对 应 于 此 列 的 边 的 方向 ， 
例如 ， 刘 y; 冬 以 ~ 1 得 
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3 V2 ya Ym 


1.:1 0 0 97 
2.0 1 0 » 0| 

As=3 0 0 1 0 | 《8-3-37》 
0 0 6 … 1 | 


这 个 新 和 矩阵 .45 是 在 图 8-3-1 中 正好 把 y; 的 方向 厦 例 后 得 到 的 主 
树 的 关联 黎 阵 . 

假定 在 一 全 主 捍 中 有 1 条 边 ， 其 方向 是 离开 参考 节点 的 .我 
们 将 对 应 的 列 乘 以 - 1 ， 使 这 些 边 的 方向 都 改变 ， 则 主 树 的 关联 
矩阵 4; 的 所 有 非 零 元 窒 剖 变 成 正 值 了 。 设 这 样 所 得 的 矩阵 是 
47 ,那么 4 的 行列 式 等 于 47 的 行列 式 妥 上 (- 工 )， 例 如 ， 
考 虐 器 8-3-2 所 示 主 树 的 关联 第 阵 4，， 


| 0 —1 0 

2 0 1 0 

A,=“<| 

? 31 一 1 6 0 0 
4| 。 9 0 -1 


参 竹 点 
名 3-3-2 一 个 主 树 
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将 列 y1,%s， J 雪 上 -这 相当 于 其 销 边 7 ， ys 和 yy 的 方向 ,我 
们 得 到 一 个 新 的 关联 矩阵 AY. 

3 

”0 0 "| 


1 1 
2 0 1 性 
3 1 0 0 
4 .0 0 0 
因此 
[A,| = (~1| .As 
考 虚 图 4-3-3 所 示 的 两 个 主 树 二 和 二 ,其 中 志和 由 相同 导 


纳 〈 边 权 》 组 成 。 设 4 和 4 分 别 为 和 to 的 关联 矩阵， 为 使 
每 一 个 非 零 元 素 都 为 正 ， 用 一 1 去 秉 4,, 和 4 的 列 ， 其 次 数 分 


图 8-3-3 一 对 主权 
别 设 为 M; 和 M,, 而 41, 和 A', 是 所 得 的 关联 算 阵 ， 册 
{A {A= Dt ds ,| 1 As,| 《8-3-4》 


要 使 1 中 每 一 条 边 的 位 置 与 树 二 中 对 应 按 ( 印 其 有 相同 权 前 近 》 
葛 位 置 相 同 ， 志 中 这 的 位 置 需 要 改变 前 次数 为 凡 ， 赐 4. 的 行 
列 式 等 于 (=- 1)7 习 4 ,的 行列 式 ， 或 
1 .4 =《 -TO514d 《8-3-5) 
了 于是， 连同 式 (8-3-47， 得 
{A |i A) = C1 | A |? 《8-3-6) 
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因为 4; ,是 一 个 有 向 线 末 的 关联 矩阵 ， 并 且 基 非 奇 异 的， 这 样 。 
4 的 行列 式 不 是 +1， 就 是 -1。 故 式 (8-3-6) 变 成 ， 
] .44 = (一 1 《8-3-7》 

能 够 大 出，M,+ 叶 。 等 子 上 和 请 的 符号 置换 中 的 负 上 标 数目 ， 而 
要 使 符号 置换 的 两 行 变 成 相同 时 ， 其 中 一 行 交换 的 次 数 等 于 。 
因此 (一 J)MitMety 等 于 二 和 大 的 符号 署 换 值 ， 即 

(DMtMtN -VIt 和 的 S$P] {8-3-8) 
这 里 的 二 和 加 基 主 树 ， 

考 虚 一 个 与 完全 机 对 应 的 导 纳 集 合 (232m)， 也 就 是 
说 ， 在 电流 图 中 边 19 2 Ym 构成 一 个 树 ， 同时， 它们 世 构 
成 电压 图 C, 中 一 个 宕 机。 设 4012…20) 和 A41214) 分 别 为 二 
和 六 的 关联 矩阵 ， 因 此 4i(12…m) 是 电流 图 G; 的 关联 抢 阵 4 的 
子 妹 阵 ，.As(12…mm) 是 电压 图 Cu 的 关联 第 阵 4。 的 子 矩阵 。 我 们 
将 要 说 明 即 使 和 二 不 是 主 树 ，A4(12…m) Al12.m) 的 行列 
式 也 等 于 和 的 符 妃 加 换 值 。 为 了 说 明 这 一 事实 ， 我 们 首先 六 
上 明 ， 可 以 对 一 个 树 的 关联 矩阵 4, 作 初 等 运算 ， 来 把 任何 一 个 树 
变 成 一 个 主 树 ， 而 不 影响 其 行列 式 > 了。 

设 CC -1T) 是 代表 一 
个 树 前 线圈 ， 它 包含 赂 个 
顶点 ， 这 样 ， G(xo 1) 包含 
ny 一 1] 条 边 且 无 回 路 。 因 为 
Gm 一 1) 是 树 、 其 中 至 少 
有 两 个 项 点 度数 为 1 ， 这 已 
在 前 面 学 过 。 设 这 两 个 顶点 

图 8~3-4 持 Gs ne 一 1) 中 不 是 参考 点 的 一 个 是 v， 
而 边 与 顶点 vi 相连 。 注意 ， 因为 v; 的 度数 为 1 ， 这 样 在 
Gsm 一 1) 中 只 有 一 条 边 y; 与 v; 相连， 
设 避 是 多 的 另 一个 端点 ， 如 图 8-3-4 记 示 。 沽 虚 G(r, -1) 
4 了 341。 


”的 关联 矩阵 4,， 因 为 % 是 连接 顶点 w 的 唯一 的 一 条 近 ， 并 且 vw 
不 是 参考 点 ， 所 凡 4, 中 与 w 对 应 的 行 具 在 与 y; 对 应 的 列 处 有 
一 个 非 零 元 素 ， 如 下 所 示 : 

EA Vz Ye """ Vm 


1 :0 ”1 
2 ， 1 0 
vl0 0 土 1 1 0 | 
4= : : (8-3—9} 
5 1 
Vm | 0 | 


只 要 以 不 是 参考 点 ， 在 (ok yi) 处 的 元 素 就 是 1， 因 为 yi 是 连 
碑 顶 点 vv 和 wi 的, 
_ Ys ~ Me 机 Yn 


1 站 
， 0 
:| 0 
v1 0 0 土 1 0 0 
er . 
As= :| | : (8-2-3103 
Ux | 0 . 
| 
Uyn 0 J 
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护 行 vj 元 到 行 v 上， 就 可 以 消去 visayi) 外 的 于 1， 注 

疙 ， 在 这 一 运算 下 ，A, 的 行列 式 没 有 路 变 , 另 一 方面 , 这样 

得 到 的 矩阵 41 是 一 个 树 的 关联 矩阵 ， 这 个 树 除 了 y 是 连接 顶 

碟 Vi 和 参考 点 《 面 不 是 顶点 》 之 间 的 边 外 ， 其 侠 与 6G,(n, 一 1) 

相同 ， 如 图 8-3-5 所 示 ， 再 注意 ， 在 Gn ~ 1) 中 顶点 凡是 六 的 
这 点 。 如 果 顶 点 v4 是 参考 点 ， 就 不 必 进 行 如 上 的 运算 了 ， 

从 Gm 一 1) 中 取出 边 

~ 1) 5》 和 顶点 v; 得 到 的 子 图 人 G， 


2 (oo-2) 有 mw-1I 个 顶点 和 

GL-2) 一 2 条 边 ， 且 没有 加 路 ， 
因此 ，G,(ro -2) 能 看 成 一 
个 线 图 的 树 ， 这样， 在 G， 


知 考 点 x (me 一 2) 中 ,至 少 存 在 两 个 

图 8-3-5 Gitm, 一 1) 修 改 后 的 衬 度数 为 1 的 项 点, 设 v 是 这 
两 个 项 点 之 一 ， 且 不 是 参考 点 。 又 设 边 y 是 连接 到 顶 点 vi 的 一 
条 边 ， 假 定 y; 是 连接 顶点 w, 和 vwi 之 间 的 边 。 注意 顶点 vj 是 边 
5 的 主 点 。 如 果 wm 是 参考 点 ， 则 y 列 只 有 一 个 非 零 元 素 ， 如 果 
vm 不 十 参考 点 ， 那 么 用 上 述 的 运算 能 把 边 yj; 移 到 参考 点， 面 不 
改变 这 个 树 的 关联 人 矩阵 的 行列 式 ， 

连续 进行 这 样 的 过 程 ， 我 们 可 以 把 一 个 衬 变 成 一 个 主 树 ， 而 
不 改变 这 个 树 的 关联 矩阵 的 行列 式 。 并 和 且 ， 树 中 的 每 一 条 边 被 移 
到 这 条 边 交 主 点 和 参考 点 之 间 。 假定， 把 一 个 给 定 的 树 经 出 这 一 
计 程 得 到 的 主 树 贡 做 给 定 橱 的 对 应 主 衬 ， 那 么 我 们 可 以 看 出 ， 一 
个 树 网 关联 盾 阵 的 行列 式 等 于 对 应 主 树 关联 赎 阵 的 行列 式 ， 

定理 8-3-1 设 yi 34s，… Ytn 是 一 个 完全 树 的 边 , 其 中 访 = 
《yh'"*Yho) 是 电流 图 G, 的 一 个 树 ， 和 = (tu3n) 是 电压 
图 C; 的 一 个 树 . 又 设 4: (Pap pp 是 去 的 关联 矩阵 ,do (Rh 和,) 
是 志 的 关联 和 矩阵， 两 者 的 参考 点 是 相同 的 ， 那 么 
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ex= [Ai(Rikor Bm) | | As RR Rn) | = 和 SE] 
(8-3-L17 

因为 我 们 能 直接 从 志和 得 到 每 一 条 边 的 主 点 ， 所 以 我 们 可 以 
直接 从 志和 的 符号 慎 换 求 出 ee， 而 不 必 把 它们 变 成 主 树 ， 

显然 ,如 果 一 个 完全 树 仅 包含 似 无 源 元 件 ,那么 A;Chik… 色 .) 
和 4A。(R,h…w) 是 相同 的 ， 

规则 ”如果 一 个 完全 树 仅 包含 似 匹 源 元 件 ， 那 么 此 完全 树 的 
gt 是 + 1.。 

例 8-3-1 考虑 图 8-3-6 所 示 的 线 图 G， 我 们 可 以 得 到 电流 图 


参考 点 


图 8-3-7 电流 图 和 电压 图 
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G; 和 电压 图 G,， 如 图 3-3~7 所 示 ， 从 这 些 图 能 求 出 所 有 的 完全 
树种 每 一 个 完全 和 树 的 符号 ， 如 表 8-3-1 所 示 。 因 此 
[AY CAD) = yy2 9s — YY292 — YYag! + Yatng 


案 8-3-1 完 爹 树 及 其 符 号 
:的 树 符 

Gi; 的 树 秆 电 是 导 VISP] 

eo | | 。 仅 有 似 无 源 元 人 


1 2 3 


| 
yi yg | 是 | _1 中 C YY yz 上: _) 
v ye YY fe i 
yi101Ys gm | 香 | 
Yig1g2 gg | 香 | | 
1 2 3 
232391 | 是 | 一 1 al 本 2 ”] = 一 工 
ty \Yy G1 Ys 」 加 
Vayada ng | 否 | | 
1 2 3 
yg1.92 是 +1 a {9 9 Ys 上. 1 
\», gt! 9 
J391092 否 | | 


8-4 开路 策动 点 函数 


在 前 面 章节 里 ， 我 们 已 经 研究 过 节点 导 纳 和 矩 簿 的 行列 式 的 拓 
扑 公式 ， 要 求 出 开路 策动 点 导 纳 示 数 的 拓扑 公式 ， 只 村 研究 节点 


导 纳 矩阵 的 代数 余子 式 A 即 可 。 
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图 8-4-1 所 示 的 网 络 基 用 一 个 给 定 网 络 六 和 一 个 连接 在 六 的 
输入 点 i 和 0o 之 闻 的 导 纳 了 组 成 的 。 设 A! 是 这 个 网 络 的 节 点 导 
纳 和 矩阵 的 行列 式 。 

于 由 式 (8-1-23)，A' 可 以 写成 
7 所 给 网 络 六 
人 A' = 2ejX( 网 络 N 连 同 了 的 完 
图 8-4-1 网 络 入 和 7 全 树 上 的 树枝 导 纳 苹 积 ) (8-4-1) 
这 些 完全 树 中 ， 有 一 些 包含 了 .一 - 些 
不 包 会 了。 不 包 合 7 的 完全 树 就 是 给 定 的 网 络 N 的 完全 树 。 
此 ， 式 (8-4-1) 能 去 示 成 


A' = >ix (N 的 完全 树 刁 树枝 导 纳 乘积 ) + 


(有 


Dasx ( 含 了 的 完全 树 二 树枝 时 纳 乘积 ) (8-4-2) 


也 就 是 ， 
A'=V + HW, io) (8-4-3) 
其 中 大 和 到。 5o) 定 义 如 下 。 
定义 8-4-1 
VV = > sx 《给 定 网 络 N 的 完全 柑 二 树枝 导 纳 飞 
积 ) (8-4-4) 
而 


ein no) = 上 etx (完全 树 必 (了 ) 树 枝 导 纳 滋 积 ) (8-4-5) 


其 中 (7 ) 是 包含 了 的 完全 树 ， 
现在 ， 我 们 可 以 一 般 地 来 定义 符 刁 V6 iga)n 
定义 8-4-2 
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了 ore nn = 六 了 Detx 《完全 树 妈 (了 ) 料 核 导 纳 末 各 


‘(8-4-6 
其 中 ti( 了 ) 是 包含 7 的 完全 树 。7 了 7 的 位 置 由 玉 Gy4 po 的 下 标 来 表 
示 ， 也 就 是 说 ，y 的 电流 边 是 从 7 了 到 让， 了 的 电压 边 是 其 ?到 


0 


因为 图 8-4-1 中 的 网 络 没 有 外 加 电源 ， 放 我 们 有 


AY(AYY,.= 0 《8-4-7》 
为 了 得 到 非 胖 凡 解 ， 

[AY(AN)'|I=A'=0 (8-4-2) 
软 尼 ， 据 式 (8-4-3)， 

V+ yo, 0) 二 0 {8-4-9) 
或 

一 了 一 We oo) (8-4-10} 

-了 的 拓扑 天 示 如 图 8-4-2 所 示 。 出 定 闵 可 见 ，: 
一 了 = 《8-4-11》 


其 中 J; 是 从 参考 点 0 流入 顶点 i 的 
电流 ，v, 是 从 顶点 i 到 参考 点 0 的 电 
压 。 所 以 一 了 是 网 络 入 的 顶点 i 和 0o 
之 间 的 开路 策动 点 导 纳 了 Yo。 这样 
式 (8-4-10) 的 右 端 就 给 出 了 顶点 i 和 
o 之 冯 的 策动 点 导 纳 函 数 的 拓扑 公 


图 8-4-2 网 络 NN 和 7 
式 : 


Yo (8-4-12) 
on Wi so, isg) 


有 从 式 (8-4-6) 我 们 可 以 看 出 ， 丈 io 能 由 以 下 步 又 得 到 ， 
+ 了 


1. 将 了 搂 在 顶点 和 oo 之 间 。 

2. 找 出 所 有 包含 了 的 完全 树 。 

3. 确 定 每 一 个 包含 了 的 完全 树 交 符号. 

4. 将 这 些 完全 树 导 纳 季 积 的 每 一 项 中 的 了 去掉， 带 上 由 第 3 
步 求 得 的 符号 ， 再 或 代数 和 和， 所 得 的 结果 即 为 Vi,6, 5306). 

例如 ， 在 图 8-3-6 的 人 中， 选取 3 为 参考 点 ， 按 以 下 步骤 求 
出 Ws 1 

1. 将 了 接 到 G 的 顶点 1 和 3 上， 如 图 8-4-3 所 示 ， 


疼 8-4-3 给 党 加 省 问 顶 点 1 3 之 阳 河 了 


2, 或 出 记得 的 图 的 电流 图 Gi 窒 电 压 图 Co， 如 图 8-4-4 所 


人 Gy 
图 8-4-4 ”图 8-4-3 中 线 图 的 电流 图 和 电厂 图 


“348 。 


3. 找 出 电流 图 Gi 中 所 有 包含 了 的 树 :- 
¥YiYss FY FYag1s 7 了 70192 
4. 从 第 3 步 得 到 的 树 中 选 出 也 属于 电压 图 C。 的 树 ， 
y31J3， 了 3y192，y-3g919 了 919: 

5, 确 定 第 4 步 得 到 的 每 一 个 完全 树 的 符号 。 因 为 了 和》 是 
并 联 的 ， 只 要 用 7 来 代 珍 y,， 这 些 完 爹 树 的 符号 就 与 家 8-3-1 中 
的 符号 相同 。 

6. 由 此 得 到 Ws 199)4 

Ws 1 = Vis — 192 ~ Ysgi + 919s 

我 们 可 以 用 不 同 的 方法 得 到 同样 的 结果 。 显然， 知道 了 节点 
导 纳 矩阵 47(4.) 的 行列 式 和 代数 余子 式 4Ay*， 就 能 求 出 开路 
策动 虑 函数 。 因 为 我 们 已 经 研究 过 .47 (4.) 的 行列 式 ， 所 以 ， 
我 们 只 可 考 虚 44Y (A4,)' 的 代数 余子 式 Az， 即 可 。 同 样 明 显 地 是 

Ays = | 4- (4 《8-4-13) 

其 中 44-， 是 从 4 中 删 去 第 上 行 得 到 的 ，4:-, 是 从 4 中 删 去 第 
上 行 得 到 的 ， 我们 知道 ，41-, 基线 图 Gi p = 0 ) 的 关联 矩阵 ， 
这 个 线 图 号 从 C 合并 顶点 和 参考 点 0。 得 到 的 。 丽 4,-, 是 由 Gy 
合并 顶点 户 和 参考 点 0。 得 到 前 线 图 G,( p = 2 ) 的 关联 和 矩阵。 因 
此 

Ah, = Yayx[Gi(p = 0) 和 Gul p= o) 的 完全 树 树枝 导 


纳 膝 积 ] (8-4-14) 

设 边 集合 (yy Jin) 是 Gi = 09) 和 Gtb = 0) 的 完全 

树 ， 则 由 边 way Ys… ;xn 构成 的 子 图 出租 完全 2- 树 , 记 为 #1,,,。 

因为 如 把 顶点 了 和 参考 点 o 合并 ，tz 就 变 成 一 个 完全 树 ， 所 以 

tf 由 两 部 分 组 成 ， 一 部 分 包含 顶 虎 彤 ， 另 一 部 分 包含 顶点 0 ,并 

和 且 这 两 部 分 含有 G 的 所 有 顶点 ， 而 不 含 回路 ， 

用 完全 2- 树 的 概念 ， 式 (8-4-14) 能 骨 示 为 

*。349 。 


As p= 之 ax (完全 2- 树 boy。 树枝 导 纳 溢 积 ) (8~4-15》 


其 中 a 是 考 虚 到 把 顶点 p 和 o 合 并 (0o 是 参考 虑 ) 的 完全 2- 树 的 符 
汪 团 换 。 显 然 ， 如 果 我 们 把 过 了 加 到 项 点 请 和 参考 点 之 间 ，y 了 连 
同 完全 2- 椅 思 ,。 中 的 所 有 的 边 就 变 成 所 得 图 中 的 一 个 树 。 因 此 
式 (8-4-5) 成 立 县 等 于 Abs。 例 如 ， 把 图 8-3-7 中 的 电流 图 和 电压 
图 中 顶点 1 和 3 人 台 并 ， 得 到 Gi(1 = 3) 和 G1 = 3)， 如 图 8-4 
-5 所 示 ， 从 这 些 图 中 我 们 容易 得 到 Ws ia)。 


gi 2 9 
J J 
y, 13 yy 1,3 
4 3 4 1 
Gi(1=3) G,(1=3) 


图 8-4-5 从 图 8-3-7 中 @: 和 GG, 得到 的 Gi(l = 3) 和 G,(1 =3) 


8-5 开路 转移 函数 


在 到 8-4-1 中 ， 我 们 把 导 纳 了 接 到 网 络 太 的 输入 顶点 ?和 5 
之 间 来 求 代数 余子 式 4&4;。 为 了 用 拓扑 方法 来 计算 一 个 开路 转移 
淆 数 的 代数 余子 式 ， 我 们 把 游 足 
Uk = fe (8-5-1) 
的 导 纳 7 了 象 图 8-5-1 那 祥 连 接 "，， 其 中 i 和 0 是 网 络 NN 的 输入 项 
妆 原 书 把 式 (8-6-17 误 为 yz = Ujrtr 现 已 吏 正 ，- 一 一 才 注 
e $50 +* 


点 ， 了 和 上 是 输出 顶点 ， 
现在 这 个 网 络 的 节点 导 纳 托 阵 的 行列 式 A 是 


图 8-5-1 网 络 与 似 有 激 的 了 


A' = eyx 《完全 树 树枝 导 纳 乘积 ) 


(77 


= 六 sx (不 含 y 的 完全 桂 的 树 术 导 纳 乘积 ) 


+ Sei,x 〈( 信 了 的 完全 树 前 树枝 导 纳 滋 积 》 (8-5-2) 
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也 就 是 ， 


A'=V 十 了 到 67m) (8-5-3) 
其 中 


六 = Peix (网络 入 的 完全 树 树 枝 导 纳 生 积 》 {8-5-4) 


WY io vb= 子 总 ox 《 含 ? 的 完全 本 树 核 导 纳 溢 积 ) 


《8-5-5) 
滞 部 面 给 出 的 理由 一 样 ，A' 必 为 零 ， 也 就 是 
一 了 = 二 nk} (3-5~6) 


因为 ~ 了 等 价 于 话 便 7 的 电流 边 的 方向 ， 如 图 8-5-2 所 示 ， 我 们 
能 够 看 出 ， 一 7 了 就 等 于 开路 转移 还 数 了 。。i。 因此 


V 
了 了 MR Wo jk) 《8-5-7》 


。 了 5 。 


求 矿 46 jv) 的 步骤 和 求 到 oo 的 一 样 ， 只 不 过 这 里 了 的 电流 
边 是 从 项 点; 连接 到 顶点 的 ， 了 的 电压 边 从 顶点 了 连接 到 顶点 
R。 注 意 ， 了 的 电流 边 的 定向 与 网 络 道 数 定 义 的 电流 J;,。 的 方向 
相反 (后 者 是 从 顶点 o 到 顶点 了 ) ,例如 ,图 8-3-6 中 局 的 钱 05 2 
能 由 以 下 步骤 得 到 ， 

1. 将 了 的 电流 边 从 顶点 1 接 到 顶点 3，7 的 电压 边 从 顶点 2 
接 到 顶点 4 《图 8-5-3)。 


所 给 网 绕 2 
0 Ek 


图 3-5-2 网 络 入 与 了 加 8-5-3 有 7 区 线 加 (7) 


2, 茵 出 所 得 线 图 的 电流 图 和 电压 图 〈 图 3-5-4) 。 


4 Gy) Gy)y 4 
图 8-5-4 图 8-5-3 中 全 的 电流 图 如 (7 了 7) 和 电压 图 如 (7》 


3. 找 出 电流 图 中 包含 了 的 所 有 树 ， 
YYas YY YY Yo.9s 
* 3 和 52。， 


4, 从 第 3 步 得 到 的 树 中 ， 选 出 也 虹 计 电压 图 的 衬 ， 
了 了 31335 FY YYadis YI192 
5, 确 定 第 4 步 得 到 的 每 一 个 完全 树 的 符号 ， 
1 2 3 1 2 3 


tly yt ys 丰 gz yi 了 
V =1, V = 一 工 
加 yl 了 ya ti \y: 了 9 
1 2 3 1] 2 3 
而 /了 gr Ys ti fg: gt 7 
tl 了 Ys 9 了 Hh 
6. 由 此 得 到 Ws,014): 


Hs) = YYs ~— Ys — Ya9, + 9192 
从 关于 参考 点 o 的 蕉 本 节点 方程 


| 1 | A'; A’i 一 AAA 上 
A’ - 4 , ” . - | 
Vis Aij— Aix ATiT Ark 一 A A Tjk 


(8-5~8) 
利用 式 (8-4-12) 和 和 (8-5-7) ,我 们 能 写 出 如 下 方程 ， 


[| -让 no) pg is0), ,| 
1 V Wo, jt Wn, od Tk 
这 就 是 开路 网 络 函 数 的 拓扑 公式 。 


8-6 短路 网 络 函 数 


从 式 (8-5-8) ,我 们 可 以 得 到 


Tn Bt A A A 


"了 了。 


人 四 
xX 
-Aj A A Ci 


(8-6-1) 
这 个 方程 右 端 的 元 始 就 是 短路 网 络 函数 。 把 它 与 式 (3-5-8) 比 较 ， 
我 们 可 以 看 出 ， 除 了 (37 下 一 全 4 一 外， 其 他 的 都 
已 在 前 而 研究 过 了 . 因此， 我 们 只 到 找 出 (而 十 下 一 六 4 让 一 
Asui) 的 拓扑 公式 ， 就 可 以 得 到 短路 网 络 函 数 的 拓扑 公式 。 


图 8-6-1 网络 N(i = 0) 


考 虚 从 网 络 入 合并 顶点 i 和 o 得 到 的 网 络 N(i = 0)， 如 图 
8-6-1 所 示 . 由 N (i = 0 ) 的 基本 节点 方程 ， 我 们 有 


Upo| 1 [ Bpp Mj A J pro 
Alan- Am 全 + ru- an- hw, 


(8-6-2) 
因为 A 是 网 络 NCE = 0) 的 节点 导 纳 矩 降 的 行列 式 , 而 N (i= 0) 
是 从 六 合并 顶点 1 和 0 得 到 的 网 络 ， 所 以 A 等 于 所 给 网 络 入 的 节 
点 导 纳 矩 阵 A1YV (4,)! 的 代数 余子 式 A',. 并 且 ， 式 (8-6-2) 中 的 
代数 余子 式 Aw 是 这 样 一 个 矩阵 的 行列 式 ， 这 个 给 阵 是 由 六 的 节 
版 导 纳 矩阵 4iY( A,)' 删 去 对 立 于 顶点 * 和 上 的 第 、 第 p 行 和 
第 1、 第 户 列 得 到 的 ,由 式 (8-5-9), 网 络 NCGS = 0) 的 Wpinn) 
等 于 
LA =Ay+t+An- Am—- Ay (8-6-3} 
因 吡 


有 6G=o) 的 到 oep= 六 的 4Y(4o) 的 
A t Ainn Ast — Ains (8-6~4) 
和 泪 式 (8-4-15), (8-5-8) 和 (8-5-9) 
NG=o) 的 玉 VG pi = Ss x [LN =0) 的 完 侈 2- 树 4 
树枝 导 纳 乘积 ] (8-6-5) 
了 可 以 看 出 ， N(i=o ) 的 每 一 个 完全 2- 树 tz), 是 把 NN (i=0o) 
的 珊 点 7 了 和 名 合并 而 得 到 的 N(i1 = o ,7 了 = 名) 的 一 个 完全 树 。 
因此 


NGT =o) 的 万 or ptb= Ds x [从 (i=0,j= 有 的 完全 树 


树枝 导 纳 乘 积 ] (8-6-6) 
设 Uyo, 1 定义 如 下 ? 


U0, it = ai XxX[N(G=o，j= 甩 的 完全 树 树 枝 导 纳 鞠 积 ] 


(8-6-7) 
出 式 (8-6-7),(8-5-8) 和 和 (8-5-9), 式 (8-6-1) 能 表示 为 


站 | _ 1 S| LA i 一 WH iin "| 
i Loop — Wis jk Wo j407dd LDU; 
此 式 给 出 短路 网 络 函 数 的 拓扑 公式 ， 

如 果 丰 用 合并 顶 虚 1 和 “及 项 点 了 和 和 的 方法 ， 我 们 也 可 以 
| 区 下 步骤 求 出 Uy0, jt 

1. 和 将 似 无 源 导 纳 了, 接 在 顶点 i 和 0 之 间 ， 将 似 无 源 导 纳 y， 
接 在 顶点 7 和 有 之 阅 。 


2. 找 出 所 有 既 售 y, 又 含 ya 的 完全 和 裙 ,并 求 出 广 , 换 句 话 说 ， 
求 得 


(8-6-8) 
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(yy7?) = > eix ( 猎 合 yi 又 含 y: 的 完全 树 树 核 导 纳 乘 积 ) 
《8-6-9) 
3， U is, #1 是 
1 
U yo Bk) = y, ya ‘7172) 


一 般 说 来 ， 从 六 人 = os7 = 如 来 求 出 ee 比较 容易 。 例 
如 ， 和 要求 出 图 8-3-5 中 局 的 Us) 可 以 


图 8-6-2 ”图 8-3-6 中 G 的 G (1=3,2=4) 


和 象 图 8-6-2 那 样 徇 造 G(L1=3,2=4)。 然 后 求 出 G(1=3,2=4) 的 
所 有 完全 树 ， 我 们 得 到 
U sar2r4) = Yt Ya g 


8-7 单 向 网络 


前 面 介绍 的 用 拓扑 公式 分 析 网 络 的 优点 是 ， 如 果 一 个 网 络 的 
导 纳 被 看 作 是 任意 的 ， 在 拓扑 公式 中 就 没有 和 消 项 ， 换 名 话说 ， 
如 果 边 yj,，yi,，… ,yi 是 树 《或 者 在 似 有 源 网 络 的 情况 是 完全 
树 ) ,项 yj,y1,… Yio 将 在 拓扑 公式 所 得 到 的 行列 式 中 。 因为 不 可 
能 有 其 他 树 也 由 yi,;y;,，… ;in 组 成 ， 这 样 ， 项 Jim 就 不 
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会 被 消去 。 对 于 代数 余子 式 也 是 这 样 。 因此， 只 要 我 们 采用 拓扑 
公式 ， 语 不 必 拒 心 相 消 项 的 问题 。 然 而 ， 在 似 有 源 网 络 的 情况 
下 ， 必 须 计 算 每 一 个 完全 树 的 符号 ， 这 大 概算 作 这 种 方 守 的 一 个 
缺点 。 如 果 我 们 对 每 个 导 纳 了 的 电压 边 和 电流 边 的 位 置 各 以 限 
制 ， 允 许 茶 些 相 消 项 的 存在 就 能 避免 涉及 这 个 符号 问题 。 达 到 这 
个 虽 的 的 方法 之 一 是 只 用 单 向 导 纳 来 表示 网 络 。 
定义 8-7-1 一 个 单 向 导 纳 (unistor) 了 定义 为 

YUpo = ipe (8-7-1) 
其 中 we。 是 项 点 到 参考 点 o 的 电压 ，ip4 是 从 顶点 户 流 到 顶点 & 
的 电流 。 式 (8-7-1) 给 出 的 单 向 他 纳 的 拓扑 表示 如 图 8-7-1。 


乡 
乡 p ~ 9 
Db 0 一 一 一 有 \ jee / 
Ups Uee 
¥ 
Ls 
《参考 点 ) 《 笋 考 点 ? 
图 8-7-1 单 向 于 纳 的 煮 示 按 图 8-7-2 电导 9 


考虑 一 个 连接 顶点 清和 3 之 间 的 电导 ， 如 图 8-7-2 所 示 。 从 
等 式 


gvpe — Urs) = (8-7-2) 
我 们 甬 狼 出 ， 如 果 定 义 

GUpgo 一 Ye (8-7-3) 

Guse =ip4 (8-7-4) 


那么 
ipg =ipg — ipe 《8-7-5) 


我 们 可 以 用 两 个 满足 式 (8-7-3) 和 (8-7-4) 的 单 向 导 纳 来 表示 电导 
*。 357 。 


9， 如 图 8-7-3 所 示 。 


< 人 > 4 
如 
图 8-7-3 电导 #8 的 单 向 层 绵 巍 乐 泌 


{a) ‘by 
图 8-7-4 和 导 纳 3 
《的 的 电压 边 和 和 电 补 边 ，(b) 的 半 向 导 纳 赛 却 法 


一 般 地 说 ， 假 定 我 们 有 一 个 如 图 8-7-4(8a) 所 示 的 导 纳 》， 其 
中 
YU = hn (8-7-6) 
考 虚 图 8-7-4(b) 所 示 的 单 向 导 纳 了 网络 ， 我 们 可 以 窗 出 ， 在 顶点 ?+ 
流出 的 总 电 流 是 
《一 多 Jro 十 yuros 0 (8-7-7) 
同样 ， 在 顶点 s 流出 的 总 电流 也 等 于 0 。 另 一 方面 ， 在 项 点 上流 
出 的 总 电流 是 
[~ YU Yu] = y(Vre — V0) = br {8-7-8) 
其 中 志 , 是 式 (8-7-6) 给 出 的 电流 。 并 且 在 顶点 4 流出 的 总 电流 是 
—[yvot (~ Yd = — yo- Ve) = 一 各 (8-7-9) 
* F358 * 


因此 图 8-7-4(b) 中 的 单身 导 纳 网 络 就 代表 图 8-7-4(a) 中 的 导 纳 
了 。 

当 s =“ 时 ， 图 8-7-4(b) 中 的 单 向 导 纳 网 络 如 图 8-7-5(a) 所 
示 . 当 s =& 且 ” = + 时， 这 个 单 向 导 纳 网 络 如 图 3-7-5(b) 所 
示 ， 这 是 似 无 源 导 纳 元 件 的 表示 法 。 


r ~» f r=t 
$= $= 
6 起 
《人 参考 点 ) (分 考 点 》 
(a) Cb) 


图 8-7-5 图 8-7-4 中 单 向 导 编 网 络 的 特殊 社 说 
(2) 当 # = 时 的 单 向 导 纳 网 络 ，{bD) 当 5 = 4 县 r = tt 时 的 半 向 导 纳 罗 络 


注意 ， 根 据 单 向 导 纳 的 定义 ， 任 何 一 个 与 参考 点 连接 ， 且 其 
方向 离开 参考 点 的 单 向 导 纳 可 以 省 政 。 现 在 我 们 知道 ， 任 何 一 个 
导 纳 舶 用 单 向 导 纳 来 表示 。 例 如 ， 图 8-7-6 中 的 网 络 可 以 用 图 8-7 
g -7(a) 所 示 的 单 向 导 纳 网 络 表示 。 取 
4 2 ”顶点 0 作为 参考 点 ， 图 8-7-7(a) 中 的 
?1 单 向 导 纳 网 络 可 以 简化 为 图 8-7-7(b) 
中 中 的 网 络 ， 它 也 表示 图 8-7-6 中 的 网 
J 络 . 注意 ， 当 两 个 单 向 导 纳 连接 在 相 
3 2 同 的 顶点 之 间 (并 联 ), 并 且 方 向 相同 
g 时 ， 我 们 可 以 把 它们 的 权 加 在 一 起 ， 

图 8-7-6 一 个 网 络 。 用 一 个 单 向 导 纳 代替 它们 ， 
设 入 ,是 一 个 单 向 导 纳 组 成 的 网 络 ， 那 么 对 于 NN。 中 所 有 的 
* 了 59 。 


单 向 导 纳 ， 以 0。 为 参考 点 ， 我 们 有 以 下 等 式 ， 


(a) 


图 8-7-? 


《8) 音 向 导 纳 网 络 和 (tb) 以 2 为 寡 考 点 的 简化 单身 导 纳 网 络 休 


YiUpyo 二 多 


Upao = paks 


YnUpro = tps [4 


它们 可 以 写成 矩阵 形式 ， 
YV.=1, 
其 中 
Fy, 
Ya 
y 三 和 
_ 0 
[vpye 
V.= Tue . 
ve, 
Upno,.’ 
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(8-7-10) 


(8-7-11) 


(8-7-12) 


《8-7-13) 


pi 
J.= | mt (8-7-14 
Lip _ 
设 G; 和 G6 是 六 ,的 电流 图 和 电 于 图 ， 把 图 8-7-8(a) 所 示 的 
从 顶点 工 到 顶点 了 的 每 一 个 单 向 导 纳 ， 独 成 是 图 8-7-8(b) 所 示 从 


顶点 i 到 j 的 电流 边 、 从 顶点 i 到 参考 点 的 电压 边 的 简洁 记 法 ， 
我 们 可 和 容易 看 塌 ，NN。 的 电流 图 G; 正好 和 Ns 相同 因此， 电流 


> 
2 ee > i 
J 
全 
吃 《 参 考点 * 0 (参考 点 ) 
(a) ‘by 


图 3-7-8 
(a) 音 向导 纳 y， (bb) 单 向 导 钠 少 的 电压 边 甩 电 敌 过 


二 G 的 关联 矩阵 4; 就 是 六 , 的 关联 鲁 阵 4。 于 是 据 克 希 里 夫 电 
流 定律 ， 我 们 有 


AI.= AYV.= 0 (8-7-15) 
在 节点 变换 中 ， 由 式 (8-1-19) 
V.= A (8-7-16) 


其 中 4。 是 电压 图 G, 的 关联 知 阵 。 因 为 每 一 条 电压 边 是 从 对 应 电 
流 边 所 连接 出 来 的 那个 项 点 接 出 来 的 ， 所 以 4, 中 + 1 的 位 置 正 
好 与 4; 中 + 1 的 位 置 和 同 。 另 一 方面 ， 每 一 条 电压 边 都 是 接 在 


36 。 


参考 点 上 ， 而 电流 边 却 不 一 定 ， 办 此 4 中 没有 - 工 。 于 是 4 下 
以 从 4; 中 将 所 有 一 工 改 为 0 得 到 。 

定义 8-7-2 符号 4+ 定义 为 从 4 中 将 所 有 一 1 用 0 代 换 得 到 
的 矩阵 ， 

用 这 个 定义 ， 我 们 有 


= 入 的 A (8-7-17) 
于 是 式 (8-7-16) 中 的 节点 变换 变 成 

太 = CAYT, (8-7-18) 
将 此 式 代 入 式 (8-7-15) 得 

7(4*)17 = 0 《8-7-19》 


这 就 是 网 络 六 ,的 基本 节点 方程 。 当 有 外 部 电流 接 在 六 ,参考 点 
与 某 些 顶点 之 间 时 ， 式 (8-7-19) 将 变 成 
YOU = 了 (8-7~20) 
例 8-7-1 考 虚 由 单 向 导 纳 组 研 欧 网 络 N,, 如 图 8-7-9 所 示 。 


图 3-7-9 ”网络 六 。 


以 5 为 参考 点 的 关联 祭 阵 是 


JI 了 2 Ys Ya Ys 
1 1 0 0 £0 
0 -1 -1 0 1 


一 工 和 1 1 0 


1 
A=2 
3 


略 此 
“。 362。 


1r1 1 0 0 0 
人 引 。 0 0 0 :| 
3L 0 1 1 0 
斯 以 入 的 节点 导 纳 矩阵 为 
r 1 1 0 0 0 
eeer| 0 -1 -10 1 
一 1 0 1 1 0 


Le 
二 HH 司 


Ty+y, oO 出 
-| Ts Ys 一 了 as 
一 341 0 Yat Ys 


利用 比 内 - 钙 西 定理 , 节点 导 纳 年 阵 AY(A+)! 的 行列 式 可 表示 为 
1AY (A*)' 1 = > LAY 的 大 子 行列 式 ]Xx[(A1+)' 对 应 的 大 子 
行列 式 ] 
= D> Cy yin FACGija jin) (| A Cf js i) | 
《8-7-21) 
其 中 46071770 和 40017790) 分 别 是 由 4 和 4 的 列 站 ,js， 
…* 加 组 成 的 方 矩阵 ， 我 们 知道 ， 如 果 按 Jp 构成 本 


中 的 一 个 衬 ， 那 么 4(j1j…jm) 是 非 奇 异 的 ， 同 样 ， 如 果 边 yi,， 
“363。 


0 构成 六 ,的 电压 图 G6 中 的 一 个 杨 ， 那么 4 (六 和 7 
也 是 非 奇 异 的 。 

现在 ， 为 了 后 面 的 分 析 ， 定 义 在 向 树 的 概念 如 下 ， 

定义 8-7-3 有 疝 裙 是 入, 中 的 一 个 树 , 其 中 任 一 顶点 到 参考 
点 都 存在 一 条 有 沿路 径 ， 

例如 ， 在 图 8-7-10 中 ，( 人 (235) 是 一 个 有 附和 祝 ， 而 (2 
3syy4) 不 是 有 向 树 ， 其 中 品 是 参考 点 。 

由 有 向 树 的 定义 ， 式 (8-7-20) 可 以 表达 为 


14Y(A4')'| = 久 有 疝 衬 t。 衬 校 导 纳 汪 税 。 (8-7-22) 
其 中 心 是 以 o 为 参考 点 的 有 向 情 。 证 明 留 给 读者 


3 42 
"1 Ny 
.DO ( 参 芳城 ? 
图 8-7-10 网络 站。 图 3-7-~11 电网 络 六 


例 8-7-2 考虑 图 8-7-11 中 的 网 络 ， 其 对 应 的 由 单 向 导 纳 组 
成 的 单 向 网 络 入 如 图 8-7-12(a) 所 东 , 它 可 以 简化 成 图 3-7-12(b》 
的 形式 。 从 这 个 网 络 兴 ， 我 全 可 以 求 玫 节点 导 纳 竹 阵 曾 行 列 
式 。 

Az{AYCADY | yp Opt yg yd( ~ 9) 
十 93393334 
经 简化 ， 可 得 ;A= yy tt yysyst 59%35y4 一 yay48 

我 们 也 能 求 出 代数 余子 式 的 拓扑 公式 ， 例 如 


Ib4 。 


hi = > 有 疝 2- 树 所 ,树枝 导 纳 腰 积 。 (8-7-23) 
然而 ， 如 在 前 面 有 源 网 络 的 拓扑 分 析 中 所 作 的 那样 ， 我 们 可 以 用 


(2) by 
图 4-7-12 
(a) NN 的 单 向 收纳 网 络 ，(9} 傅 化 质 约 单 向 导 坟 网络 入 。 


加 入 一 个 导 纳 》 的 方法 来 比较 简单 地 得 到 所 求 的 解 ， 

这 种 用 单 向 网 络 进行 的 拓扑 分 析 并 不 怎样 方便 ， 国 为 在 最 终 
结果 中 仍 有 有 相 消 项 存在 *。 

有 好 几 种 把 似 元 源 网 络 及 似 有 源 网 络 结合 起 来 进行 拓扑 分 析 
的 技巧 ， 可 以 使 确定 每 一 个 完全 树 的 符号 的 步 怒 变 得 简单 。 但 我 
们 在 这 里 就 不 再 讨论 它们 了 。 


8-8 电网 络 的 等 效 变换 


有 许多 电网 络 在 固定 的 顶点 之 间 有 和 相同 的 网 络 下 数 ， 这 些 电 
网 络 叫 做 定点 条 件 下 的 等 效 网 络 。 这 里 我 们 来 讨论 一 种 算法 ， 一 


#9 可 参阅 味 树 柏 主 编 * 网 络 图 论 及 其 应 用 "科学 出 版 社 ，1982 .一 一 译注 
" 3 了 63 。 


个 给 定 网 络 在 一 个 点 集 下 如 何 用 拓扑 方法 构造 一 个 等 歼 网 络 ， 这 
种 算法 多 为 等 效 变换 ， 
考 虚 由 两 个 子 网 络 Ns 和 Ns 组 成 的 网 络 NN， 这 两 个 网 络 由 项 

虑 1.2,"…, 4 连接 ,如 图 8-8-1 所 示 , 项 点 a1,0,，,…sa 黎 顶点 1， 
2 0 在 六 5 中 ， 
2 和 项 点 i， »° 
4 在 六 g 中 、 不 失地 他, 训 
顶点 4 是 参考 点 ，V4 是 列 
府 量 ， 其 中 每 一 个 元 款 zw 
是 顶点 cy 多 参考 点 闭 的 节点 

电压 ，p =1,2,… ,J; 设 /a 是 

图 8-8-1 由 六 zc 入 ;组成 的 网 铬 六 列 向 最 , 其 中 每 一 个 元 素 mu 
是 顶点 5 到 参考 点 ?的 节 谍 电 压 ，4g>=1,2,…,f; 又 设 Vc 是 列 
向 量 ， 其 中 每 个 元 素 v, 是 顶点 c 到 参考 点 + 的 节点 电压 ，c = 1， 
2,…s8 一 1 ,以 此 类 似 ， 设 14 是 由 7 组 成 的 列 向 量 ，js, 是 从 于 
考点 7 流入 顶点 oy 的 电流 ， p=1,2,…,l; 设 J 是 列 向 量 ， 其 
中 每 个 元 素 7 基 从 敌 考 点 二 流入 顶点 5 的 电流 ， G=19 2 
万 了 是 电流 向 盘 ， 基 中 每 一 元 素 jc 是 从 参考 点 4 流入 顶点 < 的 
电流 ， c=1,2,-… ,nn 一 1。 


网 络 入 的 基本 节点 方程 可 宪 示 为 ， 

Ya, Yu 0 Te Fo 0 oj 

Ya, Y 42 ,| V 5 | 二 | 0 Y B11 Vs | C 
0 和 [ys 0 Vg, yo dy, 


叶 
人 je (8-8-1) 


Yn 上 2， Ya Ys,, 
其 中 取 自 子 网 络 Ni, 而 取 自 子 网 络 
Yh 了 ws， Bal Bes 
ANWa。 将 式 (8-8-1) 重 写 ， 人 
上 2 Va,, Va 
(8-8-2) 
Ya Vas Ve | Ys,, 
Ya VetYsls= da (3-8-3》 
由 起 (8- -8-3)，V's 能 表示 为 
Ve= (了 了 ss 1 一 (Y pa.) Ys Ve (8-8—4》 
将 此 代入 式 (8- 8-2)， 我 们 有 
| Yas 0 | 
+ re 
Yan 了 了 <， Fe Yoo ~ Ya ss) Yh 


(8-8-5) 


J 
: 一 
这 是 假定 Ys,, 非 奇异 的 情况 下 得 到 的 ， 显 然 ， 式 (8-8-1) 和 (8-8 
-5) 给 出 了 子 网 络 六 中 的 顶点 之 间 相 出 前 网 络 函 数 。 归 一 方面 ， 
式 (8-8-5) 表 明 我 们 可 以 用 新 的 子 网 络 广 c 来 代 震 子 网 络 Ns， Ne 
的 节点 导 纳 矩阵 等 于 Ts 一 了 5,,(Y8,.) Ya， 它 有 一 个 电流 源 
为 -了 (Ya Va 如 图 8-8-2 记 示 。 

当 我 们 单独 考 虚 子 网 络 Ns,， 并 
计算 项 臣 1;2，… ,1 中 每 一 对 项 成 之 
间 的 ” 端 短路 导 纳 函数 蛙 ， 我 们 可 以 
胜出 ， 管 案 正好 等 于 了 ,一 了 s,， 
《Ya Ye。 并 且 一 了 ps (Ya ya 
表示 在 入; 中 由 于 7a 产 生 的 从 参考 点 

图 8-8-2 应 的 等 效 网 络 。 ”到 顶点 c 的 等 歼 端 短路 电流 源 ， 
这 里 c=1,2,…sn 一 1。 因此， 只 庄 了 5,, 是 非 奇 异 的 , 《这 是 顶点 
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1,2,… ,4 中 每 一 对 顶点 之 间 存 在 ” 端 短路 导 纳 函数 的 必要 条 
件 ), 我 们 就 可 以 求 出 子 网 络 Nz, 从 而 消去 项 点 bi D2as ;bi 而 不 
改变 子 网 络 N, 中 任 一 对 戏 点 之 间 的 六 的 网 络 消 数 . 求 子 网 络 NN。 
的 规则 如 下 ， 

规则 4。 从 参考 点 n 到 每 一 个 顶点 4 (4=1,2,…,n 一 1), 我 们 
给 出 入 ,中 的 一 个 电流 源 J。， 它 等 于 和 Ns 的 4 端 短路 电流 i， 


N., 中 的 J 了 。 一 Ns 中 的 | (8-8~6) 
其 中 7 是 从 顶点 乡 到 参考 点 + 的 节点 电压 ， b=1,2,° ,7 —1,1 
是 从 顶点 4 流入 参考 点 4 的 电流 。 


规则 5b 在 项 点 1,2,…,n 一 1 中 每 一 对 顶点 (1 由 之 间 给 出 NN 
中 的 导 纳 yw 和 yer， 它们 满足 
VaUu = $s (8-8-7) 


.和 Yu = fn {8-8-8) 


其 中 yw 和 y: 等 于 和 Ns 《没有 电流 源 的 Ya) 的 ” 端 短路 转移 导 
纳 函 数 ， 邑 


Siw = Ns 中 的 并 1 2 nbd Bd {8-8-9) 


了 | 
ym= Ns 中 的 2 一 站 (8-8~-10) 


规 期 c 从 顶点 1,2,…,n 一 1 中 每 一 个 顶点 到 参考 点 半 给 出 
六 .的 yr， 规定 为 
mt = Tu (8-8-11) 
它 等 于 Vs 的 顶点 4 和 参考 点 + 之 闻 的 4 端 短路 策动 点 导 销 本 
数 ， 即 


J 
yue = 入 中 的 和 jw-osm ecis (8-8-12) 


368。 


例 8-8-1 考虑 图 8-8-3 中 的 网 络 ， 注 郑 因 为 似 无 源 元 件 的 方 
向 是 任意 的 ， 所 以 在 这 个 图 中 人 允许 用 无 向 边 来 天 和 志 似 无 源 元 件 。 
这 样 做 是 很 方便 的 ， 因 为 我 们 可 以 在 需要 的 时 候 指 定 适 当 的 方 
向 。 假 定 我 们 只 需要 考虑 Vs 中 顶点 之 间 的 网 络 函 数 .由 于 在 人。 
中 没有 电流 源 ， 我 们 可 以 从 规定 5 开始 。 设 顶点 3 是 参考 点 ， 刚 


1 2 
Was1。-， CYT Yo) ys + ya) 


根据 规则 Cs 


图 8-8-3 一 个 给 定 的 网 络 图 8-8-4 ”等 效 网 络 


当 子 网 络 Ns 不 包 售 似 有 源 元 件 〈 包 括 互 感 辜 合 元 件 ) 时 ， 
规则 和 变 成 一 条 规则 ， 
规 旭 6 在 项 虚 1,2,…,n 中 每 一 对 项 点 (f; 纵 之 奖 ， 我 们 给 
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出 闪 中 上 与 4 之 疝 的 伺 无 源 异 纳 ?wy 它 等 平 ws 中 + 和 2 之 间 
的 " 端 短路 转移 导 纳 画 数 的 负数 《参考 点 是 1 ,+ 凡 外 的 点 ): 
im = 字 - | 。= Ns 中 的 


[a 
by 


;一 Hd 和 {8-8-13) 


其 中 7 是 从 顶点 1,2,… sn 中 除 + 和 以 外 任 选 作 贿 考点 的 + 流 
入 顶点 上 的 电流 ，v; 是 从 顶点 上 到 所 选 作 参 演 点 7 的 电压， = 
1,u, 

为 了 给 出 7 端 短 路 网 络 函 数 的 拓扑 公式 ， 我 们 采用 如 下 符 
号 . 

定义 8-8-1 关于 一 个 线 图 C 的 符号 环 . | 二 


Wn 二 = 之 o1X{( 完 全 全 树 二 1 二 的 插 枝 导 纳 篆 


211 ra- en 


积 》 {8-8-14) 
这 里 符号 1 SA | 大 表示 图 避 的 一 个 子 图 ， 当 顶 点 坊 ，*… sf4 被 合 


并 时 ， 它 连同 一 条 外 加 的 边 > 变 成 一 个 完全 树 ， 其 中 2 的 电流 边 
是 从 to 接 到 ,而 > 的 电压 边 是 从 WL 接 到 mx。 
定义 8-8-2 对 于 线 图 G 的 符 叶 矿区 定 义 为 


= eX (完全 所 树 /75 世 的 树 术 导 纳 条 积 ) 
(8-8-15) 
其 中 子 图 fr 表示 当 项 点 fa， gH 被 台 并 有 时， 它 变 成 一 个 


完全 树 ， 
用 这 些 定义 ， 我 们 就 可 以 给 出 4 端 短 路 网 络 函 数 的 拓扑 公 
* 370 。 


式 。 
汰 虑 由 式 (3-8-12) 给 出 的 策动 点 通 数 


了 
yn = -or-1=0 {8-8-16) 
本 {unt 


.在 Ns 中 将 除 4 外 的 顶点 1,2,…,n 全 部 合并 起 来 , .我 们 得 到 
一 个 新 的 网 络 ， 记 为 Ns[p=n; p=1,2…# 一 1 了 产 归 。 那 么 ， 
忒 (8-8-16) 就 简化 成 这 个 新 闻 络 NNs[p=n; p=1, 2， sn 一 1， 
十 基 雪 的 开路 策动 点 导 纳 函数 。 于 是 


y= {Ns Lp=np=12,. 4} —1; 思 天 的 -了 
《8-8-17》 
其 中 
V = Sax {Ns[p=p=1,299n 一 1; 思 关切 的 


完全 树 树枝 导 纳 乘积 } 《8-8-18) 
因为 育 8[ 访 = 给 让 =19 2 ~ 1 了 天 雪 是 由 六 3 合并 除 4 外 的 1 
2,… sn 各 顶点 得 到 的 ， 所 以 
Ns[p=np=1,2." 8— 1,pA0] 的 = Nz 的 于 


(8-8-19) 
并 且 ， NeLp=np=1,2 nN-1p 寺 归 的 W157 
= Ns 的 二 (8-8-20) 
因此 
ym= MY 的 一 -ET (8-8-21) 


性 意 , 这 个 等 式 的 分 子 大 FT 的 下 标 不 包含 顶点 4 .这 就 


是 一 个 # 端 短路 策动 点 导 纳 图 数 的 拓扑 公式 。 
式 (8-8-9) 以 及 式 (8-8-1 纪 中 药 导 纳 ww 可 以 君 作 


* 了 7 了 * 


Ym = NaLp=n:p= 1 — 1, pFAt, 的 >| 


| 

8-8—22) 
其 中 和 Ns[p=n;p=1,2,-… ,hn 一 13p 关 tuj 是 和 N5 合并 除 顶点 上 和 
4 以 外 的 1,2,-… ,nt 各 天 点 得 到 的 。 从 式 (8-6-8) 和 和 定义 8-8-2， 我 
们 知道 


J | 


Vin = Un » =Nstp=np=1,2,'… 1 一 1yp 关 tj 的 
i 
— Wy 
四 (8-8-23) 
我 们 有 
ya Ns 的 -区 TLD 
(8-8-24) 


注意 ， 当 Vs 不 包 会 似 有 源 元 件 〈 包 括 互 感 耦合 元 件 》 时 ， 这 个 
等 式 变 成 


Vin = yn = — Ym= Ns 


的 生生 5 太 1 -1 
(8-8-25) 
等 效 电流 源 也 可 以 由 拓扑 公式 得 到 。 设 /是 在 Ns 中 从 参 
考点 4 流入 到 顶点 65 的 电流 源 , 其中 46 关 1,2,…,n 一 1。 那么 从 参 
考点 1 到顶 虑 + (=1,2,… ,98)， 对 应 于 刀 的 等 效 电 流 源 J 由 等 效 
变换 给 出 ， 


因为 
Ns 的 天 | ,| =NaLp=np=1,2,",n—1, 
| 
pi 的 了 ja (8-8-26> 
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而 且 ， 


AS[ 户 = 和 125 和 1 头条 的 天 一 8 


=Nastp=np=1,2," ,7— 1 站 的 区: 


(8-8-27》 
其 中 入 ss 是 从 ws 中 删 去 除 7 外 的 所 有 电流 源 得 到 的 ，N3[ 记 = 
7 力 = 2 一 ?由头 和 是 从 六 3 合并 除 项 点 + 外 的 顶点 1,2,…， 
# 得 到 的 。 式 (8-8-27) 的 右 端 可 以 看 作 两 个 短路 导 纳 函数 的 比值 


。 因 此 由 式 (8-6-8)、 我 们 有 
1 


J # W tt1in 四 
了 | 二 AS [p=mp=1,2,. ,nC— 1,p 关 1] 的 还 于 
5 部 /一直 WW, ln 
‘8-8-28) 
或 者 
11 Ns 的 WM’ pr 了 TT (8-8-29) 
Ts wp- a Vi 2 在 


注意 ， 如 果 我 们 用 式 (8-8-29) ,就 必须 对 Vs 中 每 一 个 电流 源 找 
出 等 效 电 流 源 J 19 2 Je-1。 
假定 子 网 络 和 Ns 不 但 是 由 似 无 源 元 件 组 成 ,而 且 在 顶点 1,2， 


留 8-8-5 一 个 有 特殊 结构 。 图 8-8-8 合并 了 顶点 1,2,*…,*% 
的 网 络 Ns 的 Ns 


”了 7 了 。 


… 和 《它们 是 和 Ns 与 也 网 络 .Y4 的 公共 点 ) 之 站 还 有 一 个 项 虑 5 ， 
如 图 8-8-5 所 示 。 为 了 简便 ， 令 yw 是 顶点 7+ 和 之 阅 的 导 纳 ， 
r=1,2,…s50。 我 们 可 以 看 出 , 式 (8-8-25) 中 分 母 是 ws 合并 顶点 
1，2,…%9 所 得 的 网 络 的 树枝 导 纳 乘 积 之 和 ,合并 顶点 1,2，…,' 所 
得 的 网 络 如 图 8-8-6 所 未 。 容 易 爱 田 ,这 个 网 络 的 树枝 导 纳 乘积 之 
和 和 怡 好 就 是 每 个 导 纳 之 和 ， 因 此 


V = > ys (8-8-30} 


另 一 方面 ， 友 oa 是 Was 合并 除 顶点 了 和 1 
外 的 顶点 1,2，…， 所 得 的 网 背包 2- 树 的 树枝 导 纳 滋 积 之 和 
合并 除 顶 点 +，4 外 的 顶点 1,2，,… ,nn 所 得 的 网 络 邵 图 9-3-7 所 示 。 
因此 


号 器 
1 EAN 
Vy 
at 站 


PF ; 了 
了 了 8 
dis fy 
3 -nb 
1 
f 


图 8-8-7 合并 除 .6 外 的 顶点 1,2,… ,fn 的 Ns 


. Wu | Ti YY (8-8-31y 
于 大 
yi = 7 (8-8-32) 


六 
NE ) 
这 就 是 网 孔 - 星 形变 换 的 公式 。 当 nn = 3 时 ， 式 (8-8-32) 就 是 众 
所 周知 的 t-x 变换 。 
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习 是 
工 .利用 起 (68-1-23)，(8-3-11)，(8-4-1) 和 (8 


“5~5) 给 出 的 拓 杆 
公式 求 出 图 P-8~1 中 网 络 的 开路 策动 点 函数 六 /和 转移 函数 
了 2o7 斑 


盟 己 -3-1 似 有 源 网 络 


”了 7S 。 


2, 利 用 式 (8-1-23),(8-3-11) 积 (8-5-5) 求 出 图 记 -8-2 中 网 络 
的 开路 转移 函数 fs7 太 


图 PP-8-2 侯 有 源 网 络 


3. 利 用 式 (8-4-1) 和 (8-5-5)， 求 出 图 P-8-2 中 网 络 的 电压 比 
V/V io, 

4. 利 用 似 有 源 网 络 的 拓 盾 公式 [ 式 (8-1-23),(8-3-11) 和 (8- 
5-5)] 证 明 对 于 似 无 源 网 络 式 (7-5-60) 给 出 的 拓扑 公式 [s/fV,o = 
V/ OW ,50—W ,20) 

提示 ， 一 个 包含 边 ya 的 树 或 在 W as 中 ,或 在 到 :ao 中 ， 
其 由 yss,16 欧 电 流 边 是 从 顶点 3 到 顶点 3 ,而 yaain 的 电压 边 是 
从 顶点 1 到 顶点 0 . 

5., 说 明 B,2B1 是 一 个 网 络 的 网 孔 阻 抗 矩阵 。 其 中 总 和 忆 
分 别 为 电压 图 和 电流 图 的 回路 矩阵 ，Z 是 阻抗 对 角 和 矩阵 (阻抗 ; 
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等 于 导 纳 y 的 倒数 ) . 

6. 证 明 或 否定 以 下 说 法 ， 为 了 确定 一 个 完全 桂 的 符号 ， 我 们 
净 所 有 亿 江 源 元 件 短 路 ， 然 后 求 所 得 图 的 符号 置换 。 换 句 话说 ， 
一 个 完全 桶 的 符号 仅 取决 于 这 个 完全 树 的 似 有 源 元 件 。 

7. 先 将 网 络 变 成 单 向 网 络 ， 再 利用 式 (8-7-22) 求 出 图 P~8-1 
中 网 络 的 开店 策动 点 函数 1,/V,。 和 开路 转移 函数 faru， 

8. 推 导 一 种 求 单 向 网 络 电压 比 的 方法 ， 并 用 此 法 求 出 图 P-8% 
-8 中 单 向 网 络 的 电压 比 玉 ,A/V 46, 以 检验 你 的 方法 正确 与 否 。 


图 已 -8-8 单 向 导 纳 网 络 
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9. 当 单 向 网 络 没 有 相 消 项 时 ， 找 出 公式 
A=Z 忆 有 向 树 t。 树枝 导 纳 乘积 
成 立 的 条 件 。 
10. 推 导 在 有 固定 参考 点 的 单 向 网 络 中 求 有 向 树 数 目的 公式 ， 
11. 推 导 一 个 单 向 网 络 的 网 孔 阻 抗 朱 阵 行列 式 的 公式 ，。 
12. 证 明 式 (8-7-23) 。 
.13. 参 照 式 (8-7-23), 推 性 Ai 的 拓扑 公式 。 
14 ,推导 单 向 网 络 章 短路 网 络 通 数 的 公式 . 


MP-8-15 


15 ,利用 式 (8-8-97,(3-8-10) 和 (8-3a-12)， 求 出 图 忆 -8-15 中 
油 络 的 等 效 网 络 . 


图 P-8-16 
= 378。 


16 和 狐 用 式 (3-8-12) 和 (8-8-13), 求 出 图 -ys-16 中 网 络 芍 竺 
效 网 络 ， 

17， 求 出 图 P-8-17 中 网 络 的 开路 策动 点 函 煌 下 sw/1w， 巡 次 
运用 式 48~8-21) 以 及 式 (8-8-29) 或 (8-8-32) ,使 标 ^ 1” 的 顶点 首 
先 被 移 去 ，、 然 后 用 一 步 运 算 移 去 所 有 标 “2 ”的 顶点， 接著 移 去 
标 “3” 的 顶点 ， 取 后 移 去 和 标 “47? 的 顶点 。 


Cay (by (c) 


» 了 79“ 


第 九 章 树 的 生成 


9-1 生成 树 的 必要 性 
考古 矩阵 


fi hz ?ig 

mm nt “I 

M=|™ mas 2 (9-1-1) 
TH 1 fring Tin 


峙 的 行列 式 能 表示 为 
jaf | 一 ia Sn (9-1-2) 


我 们 可 以 看 虫 ， 只 要 并 的 元 素 互 不 相同 ， 上 式 中 任 意 汕 项 mp 
rj 与 TA A faj' 是 不 同 的 。 但 是 ， 怒 果 训 是 一 个 节 
点 导 纳 矩阵 〈 或 其 他 任 一 导 纳 矩 阵 QYQ;， 这 里 已! 和 Qs 都 大 
割 集 冠 阵 )。 导 纳 y 可 以 在 不 止 一 项 中 出 现 。 因 此 ， 当 我 们 展开 这 
个 矩阵 的 行列 式 时 ， 一 般 说 来 ， 有 许多 项 可 以 互相 抵消 。 人 钢 如 ， 
图 9-1-1 中 网 络 的 节点 导 纳 矩阵 是 


图 9-1-1 一 个 网 络 
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Yt Yt ye 一 如 — Ye 
AY A'= TY Ptrt ys — Ys (9~1-3) 
~ Ye TY yt Yst ye 
这 个 矩阵 的 行列 式 是 
[AY A = (9 y+ YOU + yt ye) (ya + y+ 0) — y27 1 
+ yo yD Cy t+ Yst 0) — ysy0] 
~ yeL yi t+ Yol yt yat ya)] 
YY YL Ys Vy Ye YY + YI Ya + Ys Yaye 
tT Yioyst Vyayst YYsyet YYayat 314 
+ Yayet ye Yt yayays + yy4Ye + Ya yay 
十 Ja3436 + Ysyayet Yiy2yet Yo vyet Yiye: 
+ yay Vayeyet YYye + Ya yayet Yayeye 
+ Yay VY Ya 4 Ya Ye — Pia — V1 Ys 
— Ye YYaye— Vyaye™ Vye — YoY ~ yay 
Yivayet Vyeys tt YYVsyet YYsYet YY 
tT YN Va YoYayet Vayayat Vayaya 
tT Yeays tt Yayayat YYayat Vayoyet YYyays 
+ yaysye 
其 中 有 许多 项 被 相 消 掉 了 。 由 此 式 我 们 可 以 看 出 ， 前 面 给 出 的 网 
络 〈 除 单 向 网 络 外 的 所 有 网 络 ) 的 拓扑 公式 的 一 个 优点 就 是 ， 只 
要 所 给 网 络 的 导 纳 互 不 相同 ， 就 不 会 有 这 些 相 消 项 . 
我 们 前 面 研究 的 网 络 拓 扑 分 析 要 求知 道 网 络 的 所 有 指 树 。 假 
定 我 们 有 一 个 由 +s» 个 顶点 ，n. 条 边 组 成 的 网 络 ， 为 了 得 到 所 有 
的 树 ， 有 机 检查 tw 一 1 条 边 的 所 有 可 能 组 合 ， 这 样 我 们 必须 检验 


ft 
| jh 例如 ， 对 于 有 5 个 顶点 和 10 条 边 的 完全 图 来 
ts-1 


10 
说 ，4 条 过 的 集合 有 | | ) = 210 个 ， 然 而 ， 其 中 的 树 有 时 =125 


3 了 3871。 


个 ， 对 于 6 个 项 点 的 完全 图 来 说 ， 5 条 边 的 集合 有 3903 个 ， 但 其 
中 仅 有 全 = 1295 个 桂 。 7 个 顶点 前 完 爹 图 有 6 委 边 的 集合 5426: 
个 ， 但 其 中 羽 有 16397 人 分 是 树 。 

久 上 事实 说 明 ， 对 mm- 1 条 边 的 所 有 集合 进行 检验 以 得 到 所 
有 的 树 不 是 一 种 篇 便 的 方法 。 理想 的 方法 是 按照 一 定 的 步 又 生成 
树 ， 而 无 须 担 心 我 们 是 否 得 到 了 所 有 的 树 ， 并 且 ， 这 种 系统 的 方 
法 迄 应 当 保 证 ， 问 一 个 树 不 会 重复 产生 ， 因 而 用 不 着 检查 重复 的 
树 。 这 一 举 我 们 要 研究 两 种 生成 树 的 方法 ， 这 两 种 方法 都 不 会 产 
生 重复 的 树 ， 而 且 步 怠 痢 相当 简单 。 用 这 辆 种 方法 求 所 有 的 树 所 
花 的 计算 景 也 大 致 相 河 。 


9-2 用 初等 树 变 换 来 生成 树 


设 t 和 1+, 是 线 图 G 的 树 ， 我 们 已 经 知道 ， 如 当 志 -如 中 有 
条 边 ， 则 二 与 去 的 距离 是 襄 。 显 然 ， 如 果 1; 一声 中 有 条 边 ， 
那么 和 一 中 也 有 上 条 边 。 假 是 妇 与 机 的 距离 为 1， 且 


ti -t= (2) (9-2-1) 

t,—ti= (2') (9-2-2) 
则 也 可 以 写 为 

ts=tF (ee') (9-2-3) 
这 就 是 从 到 扫 的 初 芍 树 变换 ， 


考虑 关于 树 五 的 一 个 基本 制 集 S 。 假 定 S 包含 厂 中 的 边 e ， 
于 是 我 们 知道 ， 中 其 佑 边 都 不 安 在 3 中 。 我 们 ,用 符号 S.(i) 来 
表示 这 个 审 集 ， 其 中 下 标 e 表示 边 。 在 S Nt 中 ， 揪 导 中 的 所 表 
示 制 集 S,(6) 是 关于 树 志 的 一 个 基本 割 集 。 因 为 在 关 于 树 所 的 
基本 割 集中 ， 包 含 边 。 的 仅 有 一 个 ， 故 S-(f) 就 是 包含 边 e 的 关 
于 竺 广 的 基本 市 集 ， 设 (e1,e:，… em) 是 各， 则 关于 笠 的 基本 
制 集 的 集合 由 S。 人)，S。 68 (1 组 成 。 为 了 简单 ， 我 们 


"， 38S2。 


用 普 代 车 A- 1。 
假定 (加 ?由 边 Cy sy 从 29 人 大 组 成 ， 又 假 定 衬 ts 与 i 曙 离 
为 1 且 不 包含 边 。。 设 
ti~t=(6b) (9-2-4) 
则 将 5 汪 加 到 树 t 中 ， 就 会 得 到 一 个 包含 边 e 的 回路 。 于 是 ， 据 
基本 制 集 的 定义 ， 边 6 必 在 3.(t) 中 。 
定理 9-2-1 设 t 和 如 是 树 ， 且 二 者 距离 为 1 。 叉 设 
太一 去 = (e) (9-2-5》 
如 一 二 = (6) (9-2-6} 
刚 边 58 必 在 S.Cti) 中 ， 反 之， 着 边 5 在 S.Ct) 中 ， 则 提 (Ce, 中 是 
树 。 
现在 ， 我 们 把 定理 9-2-1 推 广 . 
定理 9-2-2 对 于 树 h， 说 二 ,to ,tj 是 所 有 使 


to -t= (2) r=13,2,." sp (9-2-7) 
前 树 ， 又 设 

bto= (Db,) r=1,2,.,p (9-2-8) 
划 . S(t) = (Ce,bisb,s bo) (9-2-9) 


反之 ， 假设 Se(t) 由 式 9-2-9 给 出 ， 则 对 ”= 1,2,° sp,tD (eb,) 
是 满足 式 (9-2-77 的 全 部 竺 ， | 

例 9-2-1 考 虚 图 9-1-1 中 的 线 图 ， 设 是 (yi,;')， 则 树 
i C293924) 及 机 = (923Y3yye) 是 满足 定理 9-2-2 中 关于 21 条 
作 的 全 部 树 。 邵 

| 二 t, -+t =Ay) 
to -t= (yy 
因此 ， 基本 狂人 Sy to) 二 《49 967 

适用 定理 9-2-2， 我 们 可 以 根据 已 知 的 关于 宕 六 的 基本 制 集 ， 
得 到 所 有 与 树 训 距离 为 1 的 树 。 这 可 以 用 下 一 个 例子 来 说 明 ， 

例 9-2-2 : 考虑 图 9-1-I 中 的 线圈 ， 关 于 树 为 = (yys) 的 
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基本 制 集 的 集合 包括 ， 
S,, (to) = (yi 229y0) 
S,, (fo) = (Vs 6 ye) 
Sy, (to) = (ya Y4sy5) 


于 是 ， 所 有 与 如 队 离 为 1 的 树 如 下 ， 


由 S,, (10)， 
t= (yy Ya) = C2 Y39 4) 
ta = DY ye) = (Ys ys9 0) 
由 S,, (to)， 
ts = ty Ye) = Cy Ys Ye) 
ti =D CY Ye) = C1 Yar 0) 
由 S,, (to)， 


=D yy) = Cy ys V4) 
#6 =D ys Ys) = CV1s Yas Ys) 


现在 ， 我 们 来 定义 柑 的 集 台 了。 

定义 9-2-1 T= 催 全 人 eD); bES, (10) ,be} 《9-2-10》 

由 此 记号 ， 我 们 有 引 理 9-2-1， 

引 理 9-2-1 与 衬 刀 距离 为 1 的 每 个 树 怡 宕 以 下 集合 的 一 个 
之 中 ， 这 里 fo (e19623 .Cm): 

Ta, Te “Tm 

运用 定理 9-2-2， 证 明 是 容易 的 ， 注 意 由 于 了 "中 的 每 一 个 树 
+ 是 由 莹 换 h 中 的 边 e 得 到 和 的 ， 故 树 + 不 可 能 包含 边 e。 另 一 
方面 ， 因 为 了 中 的 树 上 与 为 虹 离 为 1， 故 为 中 除 er 外 所 有 的 
边 都 在 # 中 。 因 此 ， 若 s 关 r， 则 树 + 不 可 能 在 7T“ 中 。 这 笠 ， 对 
8=1:2，103574 中 所 有 的 树 都 与 为 不 同 。 

一 般 地 说 ，T 7%,… 中 的 树 再 加 上 二 还 不 是 一 个 线 图 
中 所 有 的 树 。 如 果 我 们 取出 在 这 些 集合 中 之 一 的 《比如 说 7”) 每 
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一 个 衬 上 ， 求 函 所 有 和 # 距离 为 1 的 树 ， 我 们 就 可 能 求 出 更 多 的 
树 。 
为 了 考查 这 一 点 ， 设 了 … 为 如 下 定义 的 树 的 集合 ， 

T= {FBO DES HY, t eT, bre} (9-2-11) 
例如 ， 从 例 9-2-2 中 的 TY1 = 49 94590) 《C929Ys996)} ,这 里 向 = 
(212ayys)， 我 们 可 以 得 到 T27 如 下 。 在 图 9-1-1 的 线 图 中 ， 
= 《ya9 3sy34 制 集 Sy,(t)) 是 

$y, 1) = Cy Ys 5) 
而 制 集 5y,(ts》( 这 里 志 = (ayyayye))》 是 
Sy, {tz) = Cyis yas Ya Ys) 
注意 ，S (5) 和 95) 分 别 是 关于 树 志 和 树 所 的 基本 割 集 ， 并 
且 ， 边 罗 必然 在 这 两 个 基本 制 集 中 。 因 此 ， 集 合 TP 由 以 下 的 
树 组 成 : 

t=t Dy ys) ye S, (1) 得 到 

15 = 人 Dy Ye) = (V3 Y4r ye) 

1 = Dy Yi) = (yi19 Yss Ve) 

=D (yy = Goya yo | Sy, (ts) 得 到 
ts = (yz Ys) = (ys Ys 0) | 


对 于 这 个 集合 T'*":， 有 两 个 问题 ， 一 个 是 二 与 二 的 距离 为 1， 
这 样 吕 就 在 集合 7 7 和 7 的 一 个 之 中 。 第 二 个 问 古 是 由 声 
得 到 的 树 攻 和 由 所 得 到 的 树 # 相同。 因此 ， 为 了 确实 只 得 到 与 
to 的 距离 为 2 的 树 ， 我 们 还 必须 找 出 更 多 的 限制 条 件 ， 

定义 9-2-2 

Ta {Be DbES, Ct) NN Se (to) t' ET be (9-2-12) 

例如 ， 由 例 9-2-1 和 9-2-2 中 的 SC) 和 yt 得 

Sy Cf) 们 Sy (to) = (Yar Yes) 门 【ay Ys Yo) = 《as v5) Ye) 
故 疙 条 扫 在 Tt 中 。 另 一 方面 ， 
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S$,, (fs) 人 N Sy, (to) = Cyi9 Vas Van He) (Cy29 Yss Ve) = (Cys Ys) 
因此 , 在 二 , 各 世 中， 只 有 嫩 在 TY 中 ， 即 

Ts = {939 4 Ve) 《ay Ye) s (Yas Ys.Y8)} 

因为 5.,(to) 是 关于 树 to 的 包含 边 e: 的 基本 割 集 , 而 边 e; 和 
ez 都 在 中 , 故 割 集 S(t0) 不 包含 边 g1。 于 是 ，5S6,(f) 站 S(to) 
也 不 包含 边 e:, 因 此 不 可 能 用 边 e; 去 置 换 边 es 来 得 到 7%" 中 的 
树 。 这 就 说 明 ，7%: 中 每 一 个 机 都 包含 右 中 除 el 和 ea 之 外 的 所 
有 边 ， 故 7 中 的 每 一 个 树 与 加 距离 为 2 。 

一 般 地 说 ， 我 们 定义 集合 72 “如 下 。 


定义 9-2-3 
Te3 eh {ft De ODES IN St) ET 1 
(9-2-13) 
其 中 和 =《elyet…eo) 下: 工 7。 


hf 称 为 参考 树 。 我 们 和 将 要 说 明 , 从 坯 出 发 ， 根 据 式 (9-2-13)， 
可 以 生成 所 有 的 树 . 换 名 话说 ,按照 式 (9-2-13) 生 成 所 有 的 树 的 步 
屋 如 下 。 首 先 ， 我 们 生成 第 一 个 机 入 = (el,es;"…em) ,以 它 作为 参 
考 树 。 然 后 用 基本 芹 集 3S。 人 中 的 弦 去 替换 枝 e， 生成 类 了 “， 这 
里 站 =1,2,…,m。 取 这 些 类 7" 中 的 每 一 个 ， 对 于 i 之 了 所 mm， 
用 芝 exES.() 站 S(t0) 赫 换 枝 e;。 然 后 ， 我 们 又 从 7 出 发 ， 
生成 Ti ， 这 里 i 之 7 了 之 和 所 加 ， 生 每 一 次 都 要 求 殊 是 在 关于 
当前 的 〈 即 由 它 出 发 的 ) 树 与 参考 树 的 基本 荐 集 之 中 。 现 在， 我 
们 可 以 说 明 两 个 事实 。 第 一 ， 我 们 可 雇 按照 这 个 过 程 生成 所有 的 
树 ,。 第 二 ， 不 会 发 生 重 复 ， 为 了 证 明 这 两 个 事实 ， 我 们 采用 如 下 
的 定义 。 _ 

定义 9-2-4 设 !1 和 # 是 两 个 树 ，t 是 参考 树 。 如 果 

1, et ett Nt (显然 ej 了 ei)。 

2, eS (tf) NS to) 
则 称 边 的 有 序 对 (ee 关于 二 和 和 具有 前 网 性 质 ， 
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如 果 

1l. ett, ettus E11 Ei 

2, eS lt), estSe ttn), 

制 称 边 的 有 序 对 (ei,ej) 关 于 t 和 刀具 有 后 向 性 质 ， 

运用 式 (9-2-13) ,我 们 可 以 看 出 ， 如 果 人 e,,ej) 关 于 +t 和 刀具 
有 前 向 性 质 ， 那 么 ， 通 过 上 述 步骤 ， 用 e; 替换 es， 我 们 可 以 商 前 
得 到 一 个 新 的 料 1f"。 如 果 (e;,e;) 关 于 +t 和 i 具有 后 向 人 性质 , 则 
用 e; 去 替换 t 中 的 边 6;, 就 产生 一 个 新 的 树 1“. 从 这 个 新 的 树 1" 
出 发 ， 通 过 以 上 步骤 ， 又 可 以 生成 1 。 这 就 是 说 ， 我 们 可 以 通过 
上 述 步 又 向 后 生成 树 1”， 它 与 套 考 树 t。 有 一 条 以 上 的 公共 边 ， 
为 了 证 明 这 一 结论 的 正确 性 ， 我 们 只 希 要 注意 ， 如 果 我 们 从 t 用 
ez 将 澳 e; 来 生成 1"'， 相 应 的 基本 割 集 不 变 ， 即 

St) = St""") (9-2-14) 

现在 我 们 要 说 明 ， 如 果 加 是 参考 树 ， 而 上 是 任意 一 个 树 ， 我 
们 总 可 以 找到 一 个 和 柑 纪 ， 使 纪 与 为 的 公共 边 比 上 与 加 的 公共 边 
多 一 条 ， 且 i 可 以 由 + 通过 上 述 步 又 生成 。 于 是 根据 归纳 法 ， 我 
们 可 以 从 参考 树 出 发 ， 通 过 上 述 步 又 生成 任何 一 个 树 ，- 

.， 定理 9-2-3 设 是 参考 树 ，t 是 任意 一 个 树 (t 天 4.)。 对 
于 每 一 条 边 etfs -1， 存 在 一 条 边 ejtt 一 1t,， 佛 得 (ei,ej) 关 于 + 和 
具有 后 向 性 质 。 因 此 存在 一 个 树 #， 使 得 (gi,ej) 关 于 和 而 具 
有 前 向 性 质 。 

证 明 ， 设 C. 人 的 是 由 总 e 产生 出 树 t 的 基本 回路 ， 即 Ce 人 
是 一 全 由 树 t 加 上 边 e 所 构成 前 一 个 回 路 、 因 为 Su (to 是 一 个 
割 集 ，3.fp) 站 CD 包含 偶数 条 边 且 非 空 ， 所 以 在 交集 中 还 有 
另 一 条 边 ej。 因为 ej&Csstt), 所 以 et 并 且 etSij(t)。 因为 
eS )，e; 攻 Ft， 因此 (ei,e) 关 于 +t 和 + 具有 后 痊 性 质 . 其 佘 
仿 此 证 明 。 《证 毕 ) 

这 样 ， 一 个 线 罩 的 每 一 个 树 都 能 通过 这 一 过 程 生成 。 然 而 ， 
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如 果 St NC6( 引 包含 商 条 以 上 的 边 ， 则 有 可 能 多 次 生成 t ， 
如 果 我 们 不 作 某 些 限制 ， 那 么 重复 是 不 可 如 免 的 ， 这 可 从 下 例 中 
看 到 。 

例 9-2-13 考 典 图 9-1-1 中 的 线 图 。 设 右 是 (yyayyo)， 市 

T= {3 949 ys) CYas yes Ya)} 
Te = {Cy Ya Ye) Has Yas Ve) 3 (V2s Ys Ye)) 

因为 - 
Sy Ho) = Cyar yas Var ye) MS, Yas Yar V0) = CY 19 Y33 V5sY0) 
据 式 (9-2-13) ,对 Sy (yey 30) 站 Sy,Cto) 中 除 y 外 所 有 的 6， 
(Vos vos Ha) (ya bb) 识 是 (ysyy4oys)。 又 因为 Sy CYsYas Ys).= 
Cy Ya); 喜 对 Sy,C3s5 Ys ye) 人 Sy,(to) 中 除 ya 外 所 有 的 6b， 
(Cvs yr ye (CysD) 也 是 (yy YN) 。 这 样 ， 我 们 看 到 了 在 由 式 
《9-2-13) 得 到 的 72 中 就 有 重复 的 树 。 

假定 我 们 采用 序列 (yiysys), 妈 先 形 成 了 TH， 后 形成 TY， 
最 后 再 形成 7272 来 得 到 树 (ya ysY6)， 则 

Ts = yz yes ye) CYzr Y49 Ys)} 

现在 ,对 Sy CYas Yos Ye) NS (to) 中 除 ys 外 护 有 前 5 ; (3 Yes ye) 
命 (3s15) 不 是 树 ， 因 为 在 这 种 情况 下 边 6 不 存在 。 而 对 37， 
Ya hs) NS,, (to) 中 除 ys 外 所 有 的 ,Cysy yys) 四 (3 = (ys， 
Jy49y6)。 这 样 ,在 由 TY: 通过 式 (9-2-13) 得 到 的 TY 中 ,就 没 
有 重复 的 树 。 

不 重复 地 生成 衬 的 技巧 基于 以 下 基本 事实 。 

引 现 9-2-2 设 e; 是 5 中 的 一 条 边 ， 它 与 和 中 一 个 度数 为 
的 顶点 相连 。 又 设 t 是 任意 的 一 个 树 ，eik t+ 。 那 末 必 定 正好 存 
在 一 条 过 e,Et{， 合 得 (e;,e;} 关 于 t+ 和 1, 具有 有 后 向 和 性质。 

证 明 ， ”由 于 定理 9-2-3 的 证 明 是 那样 地 清楚 。 我 们 仅 需 要 
说 明 Set Cet) 中 ， 只 包 合 肉 条 边 e; 和 ej， 

因为 ef 是 二 的 一 条 边 ， 并 且 与 加 中 一 个 度数 为 1 的 顶点 相 
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竹 ， 所 以 e 关于 乓 的 基本 割 集 由 与 这 个 项 点 〈 在 为 中 度数 为 1 ， 
且 与 ef 连接) 关联 的 边 组 成 .显然 ,在 这 些 边 中 上 只 有 一 条 在 C6 (中 
中 ， 这 是 因为 Ce 人 的 每 一 个 顶点 的 度数 为 2 ，e; 是 与 谈 顶 点 相 
连 的 两 条 边 中 的 一 条 ， 这 样 ， 只 有 (ei,e)) 具 有 对 于 t 和 的 后 向 
性 质 . 《证 毕 ) 

这 个 引 理 保证 了 在 7 “+ 中 对 于 酝 一 个 树 t ， 如 果 按 ex 
与 参考 树 如 中 度数 为 1 药 巴 点 相连 ， 那 么 在 7 中 只 有 一 
个 树 ， 从 它 出 发 ， 按 照 式 (9-2-13) 能 得 到 树 t 。 

我 们 也 注意 到 ， 任 何 重复 总 是 发 生 在 同一 类 了 20 “中 ， 
换 句 话说， 如 果 


《2 (9-2~15) 

则 人 (9-2-16) 
这 个 结果 可 以 直接 导出 ， 因 为 车 t 和 + 是 两 个 不 同类 的 树 ， 则 

to—t= 《eriyehay Cir) (9-2-17) 

bot = (e0129°"' C1) (9-2-18) 


由 假设 即 知 ， 它 们 是 不 同 的 。 这 就 足以 使 我 们 找到 避免 在 同一 类 
中 重复 的 一 种 步 又 。 

定义 9-2-5 如 果 边 的 有 序 集 (erep…ei 忆 的 每 一 个 子 集 (ei 
ceir)r1 2 都 由 连通 子 图 的 过 所 组 成 ， 别称 边 的 有 序 
集 构成 一 个 MM 序列 。 

大 家 知道 ， 一 个 树 的 边 总 可 以 排 成 一 个 叶 序 列 。 事实 上 ， 邵 
果 开 始 的 树 志 是 由 计算 机 生成 的 ， 痉 将 的 边 排 成 M 序 列 是 很 
容易 的 。 由 财 序 列 的 定义 ， 我 们 得 到 定理 9-2-4. 

定理 9-2-4 设 如 = {e182，-… Em) 是 参 洪 树 , 如 果 (e1,e2'**Em) 
是 一 个 肝 序 列 ， 则 由 T “9-! 按 照 式 (9-2-13) 生 成 移 天 
中 的 树 全 部 是 不 同 的 。 其 中 1 所 i< 认 之 和 

证 明 : ”因为 对 于 第 一 步 由 i 到 了 7" 来 说 ， 结 果 是 显 然 的 ， 
于 是 我 们 可 以 作 归 纳 法 假设 ， 令 了 “rz 中 的 树 均 不 相同 . 
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这 样 ， 如 时 这 个 类 中 的 两 个 树 由 于 赫 换 了 e;, 而 生成 了 247” 中 
相同 的 树 t ， 在 这 两 种 情况 下 ， 必然 是 用 边 e 和 €i 去 规 换 Bip 
的 。 为 了 证 明 所 和 需 结 果 ， 只 机 证 时 对 于 类 7 中 一 个 任意 
的 树 t ， 只 有 一 条 边 e; 使 得 有 序 对 (Ce;,,e)) 关 于 t 和 具有 后 向 
性 质 ， 因 为 这 样 的 在 Ys “i-; 中 就 只 有 一 个 先前 树 贡 。 为 
了 证 明 这 个 结论 ， 我 们 将 线 图 变换 成 另 一 个 图 ， 其 中 上 和 加 变 成 
树 各 ， 边 e 蛮 成 一 条 端 边 。 然 后 由 引 理 9-2-2 来 证 静 定 理 
9-2-4 。 

我 们 注意 在 MM 序列 (ele,…ewm) 中 ，ei, 后 面 的 边 是 + 和 二 的 公 
共 边 《它们 尚未 被 蔡 换 ) .我 们 在 所 给 的 线 图 G 中 将 这 些 边 短路 ， 
得 到 一 个 新 前 线 图 G'。 设 和 # 分 别 是 t 和 ,在 组 路 1 个 ts 的 所 
有 按 后 剩 下 的 子 图 ， 因 为 和 六 是 G 的 树 ， 这 样 ， 对 于 留 下 的 
树 ，e@, 的 基本 割 集 不 受 影响 ， 即 

So = Sw, (t) (9-2-19)" 
Slt ) = St) (9-2~20) 
类 候 地 ，T24 -1 中 的 树 去 掉 + 人 lf 中 的 边 变 成 G 中 的 树 ， 且 
对 这 一 类 中 任意 前 六 *，5o( 拉 ) 不 受 影响 。 因 此， 用 替换 e 的 
方法 ,在 G 中 产生 的 新 树 与 G 中 的 一 样 多 。 又 出 于 (eleo…em) 是 
一 个 邮 序 列 ，(elyes pe 和 (eyes 6) 都 是 连通 的 ， 且 都 不 
包含 回路 。 故 @;, 是 中 的 端 边 。 因 此 ， 据 引 理 9-2-?， 只 有 一 
条 边 etfr 使 得 (6e;,,e)) 关 于 + 和 本 具有 后 向 性 质 。 并且 在 TT 
“i 中 只 有 一 个 树 纺 不 舍 # 站 二 中 的 边 且 能 生成 六。 这 就 说 明 ， 
在 Ti%r “5-; 中 只 春 在 一 个 树 二 ,由 它 出 发 能 生成 1 。 “证 毕 》 
我 们 用 下 面 的 例子 来 说 明 上 述 整个 过 程 。 
例 9-2-4 在 9-2-1 的 线 图 中 ， 经 过 以 下 步 又 就 将 生成 所 有 没 
+ 式 9-2-19 疑 误 ， 应 剧 去 ， 一 一 译注 
#4 为 了 清楚 起 见 ， 我 们 把 原著 此 处 的 {!/ 殉 成 r， 凑 把 以 下 的 各 述 稍 加 更 动 . 
一 -评注 
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有 重复 的 树 。 


搁 9-2-1 线 图 如 


第 1T 步 ” 取 一 个 树 和 作为 参考 树 。 设 
t,o= (a,b,09) 
在 中 选取 边 的 一 个 4 序列 。 设 (op59) 就 是 所 选 的 序列 。 
第 2 步 关于 证 的 基本 割 集 是 
Sto) = (a,csd, esf) Slto) = (bs,d ,esf) »S 0 (to) =(c,e,f,9) 
第 3 步 ”按照 式 (9-2-10) 构 成 7 
T= {Bla,en): ed (fo) ,esa} 
= {(bscs9) Cb,d ,9 (0,e, 9, Cb,f,9)} 
第 4 步 构成 7 
= (Bb en) ed) 门 Sa 人 ,ft' ET’, espb} 
= (cd ,0c,.6.0), (ef, 0)} 
其 中 
Shc so NSotto) = (bde Nb def)= (Cb,d,e,f) 
Slbd, NS) = (a,b,c) Nb ,de,f) = (8) 
Stb,es0) 人 38) = 06) 
Sstbsf ,9 站 St = (6b) 
第 5 步 构成 7 
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T= {Dg en); esi) NMS) st eT, 0 
= (c,d,e), (c,d,/)} 
其 中 
Sci 的 了 SC) = Cabsye,f 9) 站 ce 六 9) = Ce,f,09) 
SoCse 9) NIAto) = (Cad, 门人 cyeyFD) = 00) 
Solecsf 0) NS oto) = = (9) 
第 6 步 构成 了 T”， 
T= {Bge) et ) NS CH) ,ET’, eg} 
= {b,cd), (bd,ey, (bd,f)) 
其 中 
Setbh,cg) NS to) = Cosd, 9) NN Cc,e,f,0) = (9) 
Sebyd,g) NS (t= (ce fg (cses fs 0) = {ese, fo) 
Selbse 0 NIAto) = Card) NN eset 0) = (0) 
Delo fs 9) NS ,0) = (9) 
第 7 步 构成 7 
人 = {Bb ,en) etd (0) er 下 
= {{a,d .9), (a, eg (Cay fo0)} 
第 8 步 构成 也"， 
T= {lacd) (asd,e), (asd,f) (asc,e), (oc,f))} 
其 中 
Soloyd, gg) NSF) = (0,esf, 9) fN(e,e, fg) = {ce, fg) 
Sloe 9 NS to) = (8,cd,9) Ne,e,f,9) = (cs,9) 
Slay fg NSsto) = (b,c,d,g9) N (cye,f,9) = (ce,g) 
第 9 步 构成 7 
7 = {hg, en); eic9 oto) Ei 9 
= {tasbye), Casbye), Casb, ff)} 
G 中 所 有 的 树 就 是 类 了 7“ 72 70227272272 中 的 树 再 加 上 
参考 炳 1,。 
“了 2932。 


表面 看 来 ， 在 上 面 所 给 的 过 程 中 ， 最 多 要 检验 2” -1 个 将 换 
集合 (这 里 mw =, 一 1) .但 是 ， 我 们 注音 到， 如果 任何 一 个 替换 
产生 了 空 集 ， 毛 下 来 的 替换 就 不 需要 再 检验 。 因此， 需要 检验 的 
数目 可 少 于 2" 1 。 

在 生成 完全 树 〈《 对 有 源 网 络 而 言 》 时， 不 论 对 电流 图 还 是 对 
电压 图 ， 我 们 都 可 以 利用 电流 图 的 MM 序列 ， 并 允许 所 得 的 结 困 有 
相同 的 次 序 。 在 这 种 情况 下 ， 电 下 图 的 衬 将 会 出 现 重复 ， 但 这 并 
不 会 使 问题 复杂 化 。 对 于 有 源 网 络 来 说 ， 采 用 这 种 树 的 生成 法 有 
一 个 据点， 就 是 有 可 能 生成 超过 钴 要 的 树 。 这 是 因为 完全 树 的 数 
目 一 般 都 远 少 于 电流 图 或 电压 图 中 树 的 数目 。 


9-3 ”完全 树 的 生成 


这 里 ， 我 们 要 介绍 -一 种 用 修改 割 集 抢 阵 前 办 法 生成 所 有 的 完 
全 树 的 进程。 因为 当 电 流 图 和 电压 图 相同 时 ， 完 全 树 就 变 成 了 
柑 ， 所 以 这 个 过 程 对 于 生成 一 个 线 图 中 所 有 的 树 也 适用 、 

设 ;和 ,分 别 是 网 络 G 的 电流 图 Gi 和 电压 图 Gv 的 制 集 矩 
阵 《或 关联 矩阵 ) .又 设 Q; 和 ,的 第 i 列 都 表示 避 的 导 纳 y;。 对 
于 Q; 和 Qs 所作 的 如 下 运算 称 为 初等 运算 ， 

1, 把 一 行 加 到 另 一 行 ， 或 从 一 行 中 减 去 另 一 行 。 

2. 用 (一 1 ) 乘 一 行 。 

3, 将 两 行 互相 交换 位 置 。 

4 将 两 列 互相 交换 位 置 。 

结合 运算 2 和 3 ， 我 们 定义 一 个 数 闵 称 为 性 教 ， 用 来 表示 我 
们 为 了 使 一 个 给 定 的 柴 阵 成 为 所 需 的 形式 而 用 这 两 种 运算 的 总 次 
数 。 特别 把 MM 数 N, 和 六 , 分 别 内 示 使 割 集 矩 阵 〈 或 关联 第 阵 ) 
已; 和 9, 变 成 基本 形式 [Q;,,UJI 和 [Q,, ,UJ 所 需要 的 运算 次 数 ， 称 
为 关于 完全 树 b 的 基本 M 数 ， 这 里 加 对 应 于 [Qi,,Uj] 和 [QU3 
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中 的 单位 矩阵 ， 

考虑 一 个 完全 树 t 、 设 4 信和 4 二 是 t 的 电流 图 和 电压 
图 的 关联 人 矩阵， 显然 我 们 可 以 用 初等 运算 把 这 两 个 矩阵 变 成 单位 
和 矩阵， 同时 保持 .Ai:( 尹 和 4,(?) 的 列 之 间 的 对 应 关系 《也 就 是 说 ， 
如 果 我 们 交换 4i() 的 第 i 列 和 第 7 列 ， 同 时 也 交换 4,tt) 的 第 
i 列 和 第 7 列 ， 反 之 亦 然 ) ,运算 1 不 改变 行列 式 的 值 , 因 此 -4 (办 


“4v 斧 提 行列 式 等 于 
[AADITAAD | = (CDN - (9-3-1) 
考 虚 关 联手 阵 4; 和 4,, 其 中 
A;=[ Ai 4 的] 《9-3-2) 
A,= [4,, 4,1)] (9-3-3) 


我 们 可 用 初等 运算 把 这 两 个 矩阵 变 成 基本 形式 [Qi.U1 和 
EQo,UJ,， 并且 ， 为 了 使 4:( 站 和 As 局 变 戌 基本 形式 中 的 单位 矩 
阵 ， 运 算 2 和 运算 3 对 4: 用 了 WN; 次 ， 对 4 用 了 六 ,次 ， 因 此 ， 
由 式 (8-1-23) 给 出 的 完全 树 t 的 符号 等 于 (一 DN" 

例 9-3-1 设 一 个 给 定 网 络 的 关联 和 矩 答 4 和 4, 是 


JI Ys Ys Ye Ys 
1 0 1 0 0 
0 1 -1 1 | 
0 


1 
A;:= 2 
3 —1 0 0 -1 


3 3 的 5 
1 -1 -1 0 0 
0 0 1 0 -1 
一 工 0 0 -1 0 


1 

-= 2 

3 

利用 初等 运算 ， 我 们 能 把 这 两 个 矩阵 变 成 基本 形式 〈 基 本 制 集 答 
贬 ): 
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D1 Ja Ys Ve Ys 


1[1 0i100 
Qi=2|1 1i010 
3[lo 1i00 1 


1 Ye Ya 4 Ys 


i[-11i:100 
| 10:01 :| 

3[-11:001 
1M 数 为 Wi= 1,N,= 4，。 因此 完全 树 机 = (ysyyy36) 的 符号 是 
(- 1)Mmes ~ 1. 

为 了 简便 ， 我 们 用 正 导 或 负 号 作为 上 标 来 表示 一 个 完全 树 t 
的 符号 。 例 如 ， 上 例 中 树 th 的 符号 是 - 1 ， 所 以 我 们 用 (ys yss 
5) 来 事 示 。 显 然 所 有 与 完全 树 距离 为 1 的 完全 树 在 以 下 集合 
中 ， 


U T= UU {®t(a,e);etSiH) NSs (Ct) ,ea (9-3-4) 


下 和 了 0 


其 申 人 ;C0) 是 一 个 给 定 网 络 的 电流 图 关于 树 fs。 且 包含 边 a (的 
一 条 枝 ) 的 基本 割 集 ，5 (to) 是 这 个 网 络 的 电压 图 中 对 于 各 且 人 包 
含 枝 e 前 基本 割 集 。 为 了 直接 从 拖 阵 Q; 和 Q。 中 求 :出 式 (9-3-4) 
给 出 前 集合 中 的 这 些 完全 树 ， 我 们 采用 以 下 定义 。 

定义 9-3-1 两 个 终 Xh 眠 阵 呈 = [ 攻 门 和 员 = [r 门 的 运算 后 
是 已 和 只 的 对 应 元 素 的 乘积 。 即 

POR=Lpiri;] {9-3-5) 

网 如 ， 如 果 忆 和 忆 是 


1 -1 0 0 1 一 工 
P= R= 
0 1 -1 1 -1 -1 
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0 -1 1 
ps 
0 -1 1 


由 这 个 定义 ,所 有 与 f, 距离 为 1 的 完全 树 都 可 由 矩阵 [Q;,,U3 
和 [QZJ 按 如 下 步 又 求 得 ， 其 中 必 对 应 UU. 

第 一 步 ” 算 出 [QT]JOrQ EL。 注意 LQ ,DOTIQ。， .U1 
的 每 一 行 了 表示 3 SsCto) 。 因 为 [Qi.U1 和 [Qo,,U] 的 行 
了 分别 表示 Sij(1) 和 Sz,(10)， 

第 二 步 ” 在 [QZ]JO[Q,Z] 中 ， 将 行 了 处 非 零 元 素 的 列 对 
应 的 边 e 去 替换 w， 求 出 所 有 的 完全 树 了 7“ 〈 这 里 行 了 是 在 单位 
矩阵 忌 中 ， 且 与 边 gj 相对 应 的 列 是 1 的 那 一 行 ) .可 以 看 出 ， 这 种 
替换 得 到 了 对 于 另 一 个 树 的 另 一 个 基本 割 集 。 如 果 这 个 非 零 元 素 
是 + 1， 那 么 得 到 的 完全 树 与 符号 相同 。 和 否则 新 完全 树 的 符号 
与 加 相反。 可 以 用 下 面 的 例子 说 只 这 些 步 又 。 

例 9-3-2 与 二 《939Y49》5) 距离 为 1 的 所 有 完全 树 可 由 例 
9-3-1 中 的 Qi 和 Qs 得 到 ， 


首先 算出 QQ,: 
V1 Ya 3 YH Ys 
1 一 工 0 了 0 ] 
QQ = 1 0:0 1 0 | 
3 0 1 0 0 1 


于 是 TT 可 以 从 名 出发， 用 边 和 符 换 y, 得到， 因为 共有 列 力 在 
代表 S55,《fo} nsy to) 的 第 一 行 有 非 零 元 素 . 即 7 = (yyy) 7 
因为 非 零 元 素 是 一 1 ， 放 (ysy5) 的 符号 与 1 的 符 导 相反， 

与 此 类 似 ， 了 5 = (yayyo ，TY5= 《yyys974)-。 为 了 求 
出 与 距离 大 于 1 的 所 有 的 树 ， 我 们 考虑 能 够 分 块 为 以 下 形式 鸡 
荐 集 甜 阵 只 ， 
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bub, bib Ereh Ektir' Em 


Q=TQuUI=| | -3-6) 
QQ ， Qa : : 0 U, 


其 中 (el yekyekt+iy 和 sgm) 是 树 t。 假 定 我 们 将 白 有 的 列 el,*…， 
er 和 列 5;,…,b4 交换 
OQ, Ui : 人 0 | 


0Q, 0 iQ, Us 


Qi 0 
o.oo 
是 非 奇 异 的 ， 当 且 仅 当 @ 是 非 奇 异 的 。 因 此 ， 当 且 仅 当 @s 可 以 
用 初等 运算 变 成 单位 矩阵 时 ， 边 人 0，:54yetti…yen 构 成 一 个 
树 。 为 了 用 改变 加 的 边 etyeay :B24 的 方法 求 出 记 有 的 完 全 树 ， 
我 们 需要 知道 [QQi] 的 所 的 有 非 奇 异 的 大 子 和 矩阵 。 换 句 话说， 如 
果 @ 是 一 个 对 应 害 集 矩阵 巴 的 线 图 ， 那 么 我 们 可 看 出 ，[QeQo] 是 
从 GG 中 短 接 了 边 @x;，… "em 和 央 去 了 边 e1,…,ex 得 到 的 线 
力 G (etrem; el er…et) 的 割 集 和 矩阵 。 LOQ.Qs] 的 一 个 非 奇 异 大 子 抵 
阵 代表 在 G (etr…em; ee0 中 的 一 个 树 ， 而 这 个 树 的 边 再 加 上 
访 ex+1，,'… ,en 构成 原来 线 图 中 的 一 个 树 ， 知 道 了 [QQs] 的 所 有 非 
奇异 大 子 矩 阵 ， 我 们 就 可 以 求 出 了 中 所 有 的 树 ， 
考虑 以 和 和 @,， 把 它们 分 块 为 


下 


总 : Di, : 六 : 0 | : 
OQ = | 和 (9-3-7) 
Qi, : Qi : : 0 | U, 


bb, bib leh ChtierEm 


那么 ， 当 且 仅 当 
0 0 Q,, 0 
le lle a 
Qis Us [Q,, U, 
都 是 非 奇异 的 时 ， 边 如 ，… bh Eh ‘em 构成 一 个 完全 树 ， 因 
此 ， 如 果 我 们 知道 电流 图 Gi(etro…en :em ee 和 电压 图 
Geurt emi en) 所 有 的 完全 树 ， 而 这 两 个 因 的 割 集 和 矩阵 分 
别 为 [QQ 和 [QQ， 我 们 就 可 以 用 从 石 中 替换 边 e:，… ,et 的 
方法 ， 求 得 所 有 的 完全 衬 〈 邑 了“ “中 所 有 的 完全 树 ). 换 名 话 
说 ， 为 了 得 到 Tt 中 所 有 的 完全 衬 ， 我 们 把 [Qi.Q;,Jj 和 和 [8。,Qw] 
看 成 一 个 给 定 网 络 的 电流 图 和 电压 图 的 割 集 和 矩阵 ， 然 后 从 它们 求 
出 所 有 的 完全 树 ， 
假定 区 是 CG; Mekri em “em El“Ch Guerin B12) 
里 的 一 个 完全 树 ， 其 符号 为 es。 又 假定 所 给 网 络 中 的 完全 树 如 符 
号 为 so。 那么 我 们 可 看 出 ， 用 ts 的 所 有 边 殉 换 二 的 边 e,，… ,et 得 
到 的 完全 栖 + 的 符 导 si 是 
ai 一 60*69 (9-3-9) 
如 果 我 们 知道 se= (- 1)w' 和 mm= (一 1) 太 19r， 这 个 等 式 是 
很 容易 看 出 的 

从 关联 矩阵 4; 和 4 求 出 所 有 完全 笠 的 过 程 有 以 下 三 个 步 
又 ， 

第 1 步 把 A, 和 A 变 成 基本 形式 [Qi,,U1 和 [5Q,,,V]。 那 
么 我 们 知道 ， 完 全 树 如 的 符号 由 单位 矩阵 忌 所 对 应 揭 基 本 杂 数 来 
确定 ， 设 已 为 (elyeay…yem)。 

第 2 步 计算 CQ;,,U]OLQ。,,U1，。 然后 求 出 所 有 与 虹 宛 为 
工 的 完全 树 及 其 符号 。 

第 3 步 对 于 中 上 条 边 ( 上 之 1) 的 每 一 种 组 合 求 出 关于 己 
的 一 类 完全 衬 0“ ， 其 中 1 所 之 < 之 入 所 m ,为 了 求 旬 每 一 类 
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7% “4 中 所 有 前 完全 树 , 我 们 分 别 构造 [QU7J 和 [Q。,,C7] 的 子 抵 
阵 Qi(eppet 和 人 oo(eii pet) :这 里 Qi(ei.…'6i,) 由 [Qi.VJ 中 除 单位 
隆 世 外 各 列 和 对 应 5,(to) 的 各 行 ( 即 在 列 ei, 处 为 1 的 行 , p = 1,2， 
…: 有 组 成 。 然 后, 我们 把 Qi(ei ein 和 人 (ee 君 成 一 对 给 
算 的 割 集 上 矩阵， 并 从 Qiler' enn) 和 QC Et) 中 求 出 所 有 的 完 
全 树 。 为 达 此 目的 ,我 们 把 这 两 个 佐 阵 尹 作 第 1 步 中 的 4; 和 A。， 
并 反复 进行 (如 有 必要 的 话 》 这 三 个 步骤 。 对 于 从 Qitei.…es) 和 和 
Qlen…en) 中 求 得 的 这 些 完全 树 ， 我 们 深 加 上 # ~ (ex ein) 的 
所 有 的 边 ， 这 样 就 构成 了 了 中 的 完全 树 。 注 总 ， 为 了 得 到 
所 有 的 完全 糙 ， 我 们 是 从 关联 矩阵 4; 和 4 出 发 的 ， 光 则 ， 第 一 
个 完全 树 t, 的 符号 就 必须 用 类 似 于 符号 变换 的 其 他 技巧 求 出 。 

下 面 的 例子 说 明 求 所 有 完全 树 的 全 过 程 ， 

例 9-3-3 设 一 个 网 络 的 关联 矩阵 是 

Yo OY Yi Ys Ye Ys Ye 

1 1 0 i 0 1 0 0 

A;:= 2 | 一 1 1 0 1 -1 1 | 


3L 0-1-10 0 0 -1 


Yo JJ Ys Ys Ys 
1T1 0 1i1-1-1 0 0 
4=2|0 1 9 0 1 10 -| 
3L0 -1 -1 0 0-1 0 
那么 ， 用 下 面 的 步 台 来 生成 完全 树 。 
第 1 步 将 4; 和 4, 变 成 基本 形式 ( 直 本 制 集 全 阵 )， 
Yo FV Ys ya Ye Ye Ys 
11 0 1 0:1 0 1 
| 1 1 1i:0 1 0 
3" 1 1 0:0 0 1 


0 
0 
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Jo 1 Di Ys Ma Ys Ye 


1T—1 0 -1 1 1000 
Qs=3| 0 1 10 0010 
21-1-1-11 00 1 


由 于 六 ;=1,N。=4， 因 此 二 = (yyysyye) 。 
第 2 步 算出 QO8,: 
Yo OY Ya Ve Ns Ye 
-1 -10f100 
0 1 10i01 | 
0 -1 -10:001 
国 此 ， 所 有 与 为 距离 为 1 的 完全 奎 为 
(Yor Vss Ve) 3 Cas Vas ye) (31 (20249789 


QOW, = 


(V1s Yas V5) Ts (yes Vas Ve) 
第 3 步 为 了 求 出 7， 我 们 构 威 马 ; 和 Qs 的 子 和 矩阵 ， 
So YL Ys Ys 
1'11 0 1 0 
Qi yays) 三 
210 1 1 1 
Yo Yi Vs Ys 
1'7T-10 -1 1 
QC YYs) 二 | 
3 0 1 1 8 


注意 ，Qi(y4ys) 是 取 8 的 ys 列 为 1 的 行 1 和 行 2',， 以 及 
除 单位 矩阵 外 内 有 的 列 而 得 到 的 子 甜 了 泗 。 同 样 ,Q,(y4y0) 是 取 0。 
的 行 ! 和 行 3 及 除 单位 矩阵 外 所 有 的 列 得 到 的 . 
第 4 步 我 们 对 Qty4y) 和 多,(ysys) 进 行 第 1 步 ， 
Yo Yl Ys Ya 
1 1 .0:1 0 
Q' (yye) = | | 
2°{1—-1 1i:0 1 


。400 ， 


Je YI Ja Ya 


3 0 1:1 0 
QC yys) = | : 
lI-1 1:0 1 
从 这 两 个 基本 形式 ， 我们 有 to = (yzya) ~。 
第 5 步 从 
Yo yy Ys Ya 


00i10 
SAS IONAS = | 


1 0 1 
我 们 知道 ,与 t1, 距离 为 1 的 完全 树 有 了 两 个 ,fyoy3ya) 和 (ys 2)-。 

第 6 步 对 所 ， 〈《y43757 和 Qu(y4ys) 用 第 3 步 ,考虑 只 Cay) 
和 Qs《y4ys) 的 子 佐 隆 


Yo Vl 
4 0 

Qi( yyss Ys yay = 
一 工 1 
9 Yi 
0 1 

QO,(yiyy YYa) = 
一 二 1 


我 们 可 以 得 到 与 : 距离 为 2 的 完全 树 ， 
第 ?7 步 根据 第 1 步 ， 把 这 次 个 矩阵 变 成 基本 形式 ， 


3o 31 
1 0 

Dy ysy Ya) = 
0 1 
Yo 1 
1 从 

Qu (7476 yays)= 
0 1 


故 fa= (yo 且 没 有 与 加 s 距离 为 1 芍 完 全 树 。 所 以, (yoy ~ 
« 站。 


是 唯一 的 与 , 距离 为 2 的 完全 树 。 出 所 给 的 电流 图 G; 和 电压 图 
G- 短 路 ys。 和 删除 y,，y 所 得 的 Gi(yei 只 7 和 Grey ys) 
的 所 有 完全 树 为 fi = 【ysy3s)-，《yayya)-，(3yaiyya)-， (90 1), 
用 这 些 完全 树 ， 替 换 二 中 的 y 和 ys 并 改变 它们 的 符号 ， 得 到 厌 
电流 图 和 电压 图 移 7 中 的 完全 树 ， 
Ts = Lys yayye)+ Cos yrs ye) s CV1s Vas 0), Cyos 19 0)"] 
第 8 步 对 于 Te， 我 们 用 Q 和 Qs 的 子 矩 隆 ， 
Yo HL Ya Ys 


第 9 步 ”把 这 两 个 子 和 矩阵 化 成 基本 形式 


Ja Vo VY Ys 


0 -1 : 1 0 
Qi (V0) = : 
1:0 1 
Hs Yo 1 Ys 
0 0 : 1 #0 
Oo (Yay) = ; 
-1 1:0 1 


这 样 ，ts = CY; y2) 
第 10 步 ”从 
Ja Va JI Ys 
0 0il 0 
Oyye) OQ (ysye) = : 
0 1i0 1 
我 们 可 以 奢 温 ，(yosy1)* 是 与 6 距离 为 1 的 唯一 的 洁 全 祥 。 
*» A402 。 


第 11 步 ”为 了 求 出 与 fa 距离 为 2 的 完全 树 ， 我 们 利用 
Ys Yo 
0 —1 | 
0 1 
Va Yo 
0 01] 


一 1 1 


因为 这 两 个 矩阵 都 是 奇异 的 ,所 以 在 Gy5y4799 和 Gys5 yoye》 
中 没有 与 fs 距离 为 2 的 完全 树 。 这 样 ， Tr = Ly, 2 606) , 
(Cy0 yy yo ]。 
第 12 步 ”对 于 To， 我 们 考虑 
Yo yl Ys Ys 


210 1 1 1 
QAysye)= ， ， 


Qi yy § 33) = 


Qs ysye 3 yiy2) = 


第 13 步 ”将 这 两 个 些 阵 变 成 基本 形式 ， ， 
Yo Yi V2 Ys 


0 1 1 蜂 
加 (3596) = : 


0 0i0 1 
Jo YI Ys Ys 
0 1 | 1 0 
QW (yeyn) = | 
-1 0:0 1 
于 是 机 (= (Cys ya) 。 
中 原 书 把 fo04 符 恕 误 为 *+”, 雇 下 均 作 相 上 应 改动 .一 一 译注 
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第 14 步 ”算出 QCysy0) OQ Coye)， 

Yo Yr Ys 扩 
1 1 0 
,| 
获 (y1339) 是 与 yo 历 离 为 1 的 唯一 的 完全 树 。 


第 15 步 ”为 了 找 出 Giy4 79 和 Gy yq 中 与 暂 
离 为 2 的 完全 树 ， 我 们 考虑 


0 
Qi Cysyn) OQ (yoye) = 
0 


Jo Yl 
0 1 
Oi (yeyes Jays) = 
0 0 
Yo Ji 
0 1 
Qu ys ye V2y3) = 
1 一 工 0 


因为 Qi(yoyey 加 ya) 是 奇异 的 ， 所 以 没有 与 如 距离 为 2 的 完全 
树 。 因此 ， TY (Cy Yas Ys Cy19 yas V0) J, 
第 16 步 ”为 了 得 到 了 6992， 我 们 用 


Yo Yl 3 yy 


Fi 0 1 oo 
QC(y,yey0) =2 10 1 1 1 
310 1 1 0 


yo 1 JY2 Ys 


1 一 工 0 -1 1 
Qiysye)=2 | 0 1 1 0 
3[-1-1 -1 1 


第 17 步 ”把 这 两 个 矩阵 变 成 基本 形式 ， 
。404 。 


Yo Y2 YI 33 


1:1 0 1 
Qilyysye)=|I -1:0 1 1 
0i0 0 1 


0:1 0 0 
Qiyyyd)=| 0 0 1 0 


-1i0 0 


因此 ts = {yi ya ys)*, 
第 18 步 ”算出 Qi(yiysy0 OO, (yysy0)s 


Yo Ys YY Ys 


| .1 0 0 
0 (II) OO Vysy0) =| 0 : 0 1 0 
[oo 0o 1 


网 此 没有 与 ts 距离 为 1 或 1 以 上 的 完全 树 ， 且 Towee= (io 
力 )-。 这样， 我 们 就 找 出 了 所 有 的 完全 料 。 

显然 ,把 一 个 线 图 人 作为 电压 图 和 电流 图 , G 的 树 就 变 成 了 完 
全 树 。 央 此 ， 我 们 可 用 以 上 方法 求 出 所 有 的 宰 。 但是， 因为 在 这 
种 情况 下 4 = 4， 故 Q; = Q%， 就 不 需要 再 计算 Q; Qs;， 而 且 
每 一 个 完全 树 的 符号 都 是 正 号 。 


习 是 


I, 用 锁 种 方法 生成 图 P-9-1 中 级 图 的 所有 树 . {一 种 方法 是 9- 
2 节 给 出 的 ， 另 一 种 是 在 9-3 节 中 给 出 的 ) 


。405 。 


图 P-9-1 


2, 生 成 图 P-9-2 中 各 对 线 图 的 所 有 完全 树 . 
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图 P-9-2 线 图 对 
(DOUG DGNG; (GMO, 
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3 .假定 C; 和 C, 是 互 为 2- 同 构 ， 那 么 C, 中 药 包 一 种 树 也 是 
Go 中 的 树 ? 

4. 假 定 重 新 命名 顶点 ，C; 就 变 得 与 G6, 相同 ， 如 图 P-9-~2《c) 
所 示 ， 那 么 G; 中 万 一 种 树 也 是 C。 中 的 树 ? 完全 树 的 符号 将 是 什 
公 ? 

5, 候 定 C; 和 Go。 是 不 同 的 ， 要 使 所 有 的 完 全 树 就 是 Gi 的 所 


” 有 的 树 ， 要 求 对 G; 和 Go 有 什么 条 件 ? 
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第 十 章 “” 流 图 和 信号 流 图 


10-1 流 图 


在 第 七 章 里 ， 我 们 用 加 权 图 来 表示 由 似 无 源 元 件 组 成 的 电网 
络 ， 并 得 知 导 纳 和 矩阵 行列 式 药 非 堆 项 与 树 对 应 。 在 第 八 章 里 ， 我 
们 用 加 构图 表示 位 有 溉 网 络 ， 并 得 知 导 纳 和 矩阵 行列 式 的 非 零 项 与 
《完全 ) 和 树 有 关 . 接 葡 ,我 们 研究 了 用 来 表示 单 向 网络 的 加 权 图 ， 
并 有 具 再 次 看 到 导 纳 矩阵 行列 式 的 非 零 项 对 应 于 《有 向 ) 树 。 本 章 
将 要 考查 流 图 和 信号 流 图 ， 它 们 是 另 一 种 形式 的 加 术 图 但 是 ， 
与 这 两 种 加 权 图 联系 的 行列 式 的 非 零 项 却 不 再 与 树 对 应 ， 而 是 与 
同 路 或 无 重 边 的 回路 并 和 集 相 对 应 。 

定义 10-1-1 对 于 一 个 方 阵 W = [wi;], 其 中 i, j=1, 2, 
…，#， 流 图 G 是 满足 以 下 两 个 条 性 的 辑 权 有 向 图 ，，( 1)G 出 
琉 点 1，2,…,n 组 成 ;( 2 ) 对 所 有 的 1<i，7<z 从 顶点 守 到 顶点 
f 的 每 一 条 边 〔 其 定向 是 由 到} ) 的 权 是 mwir 

为 了 简便 起 见 ， 记 号 wi; 既 表 示 一 条 边 的 权 ， 又 表示 这 条 
边 , 根据 定义 ， 必 须 注 意 ， 边 wi; 是 由 i 连接 到 i 而 不 是 由 了 到 
i 的 。 《此 处 定义 的 边 wi 的 方向 与 透 常 前 相反 ， 这 样 就 更 容易 
将 流 图 与 下 节 要 研究 的 信号 流 图 作 一 比较 。) 

作为 一 个 例子 ， 假 定 一 个 矩阵 是 


WI Ws Ws 
Wa Ws was 


Wal Was Wss 


WW = 


,409 。 


刚 与 此 矩阵 对 应 的 流 图 由 九条 边 和 三 个 顶点 组 成 ， 如 图 10-1-1 所 
示 。 注 意 ， 在 流 图 中 人 允许 有 自 环 。. 


图 10-1-1 流 图 


应 用 流 图 的 一 个 课题 是 要 根据 与 矩阵 V 对 应 的 流 图 家 接 求 出 
环 的 行列 式 。 考 虑 第 阵 丈 前 行列 式 ， 它 可 以 表示 为 
DA (10-1-1) 
回忆 一 下 《1) 如 果 


( 1 pA ) 
7 


不 是 一 个 置换 ， 那 么 6 为 零 ! 〈2) 如 果 


1] 和 … 和 和 ) 

i fa jn 

是 一 个 偶 警 换 〈 即 为 使 第 二 行 变 得 与 第 一 行 一 致 所 需 的 将 第 二 行 
各 个 了 互 换 的 次 数 为 偶数 ) ， 那 么 ，6ii jo = 13《 3 ) 如 果 


( 2 ) 
nn ja fo 
是 一 个 奇 置换 ， 那么 ,n= 一 了。 


设 G 是 与 征 阵 序 对 应 的 流 图 ， 并 设 9 是 由 边 人 
410。 


wsis 组 成 的 了 于 图。 注意 边 ws 的 下 标记 和 fx 表示 边 Warp 是 从 项 
点 坟 连 色 项 点 & 的。 如 果 与 边 WU1117 Waiss "snjs 对 应 的 


Ca 


J1 fo js 
是 一 个 置换 ， 那么 9 的 每 个 顶点 在 


(1 2 … 7 ) 


了 Fa je 

的 第 一 行 和 第 二 行 中 各 只 出 现 一 次 .因此 ,在 4 中 与 每 个 顶点 相连 
接 的 边 正好 是 两 条 并且 对 于 每 个 顶点 了 ,d*(p) =d-(p) =1 换 
言 之 ， 在 与 一 个 顶点 相连 的 两 条 边 中 ， 一 条 的 方向 离开 该 顶点 ， 
另 一 条 的 方向 指向 该 顶点 。 如 果子 图 2 是 连通 的 ， 黄 9 是 一 个 有 
向 回路 ， 

定义 10-1-2 有 疝 回路 是 其 定向 与 回路 中 每 条 边 的 方向 一 致 
的 回路 。 

假定 子 图 9 由 名 个 最 大 连通 子 图 组 咸 ， 那 么 每 个 最 天 连通 子 
图 必 为 一 个 有 疝 园 路 ， 而 9 必 为 顶点 不 相 接 的 有 向 回路 并 集 , 

定义 10-1-3 ”顶点 不 相 接 的 有 向 回路 并 集 是 一 个 有 向 回路 的 
集合 ， 其 中 任 两 个 回路 都 没有 公共 顶点 。 

为 了 简便 起 见 ， 我 们 定义 已 -集团 如 下 。 

定义 10-1-4 品 - 集 图 是 一 个 子 图 ， 它 或 是 一 个 有 向 回路 ， 
或 是 顶点 不 相 接 的 有 向 回路 并 集 ， 且 包含 给 定 有 疝 图 的 全 部 顶 

因为 子 图 9 包 食 流 图 心 的 全 部 顶点 ， 我 们 就 可 以 断言 ， 如 有 

1 2 
(i ) 

是 一 个 置换 ， 则 由 过 ui uasuwnie 所 组 成 的 子 图 是 一 个 PP- 
集团 。 
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为 了 证 明 这 个 结论 的 逆 也 是 正确 的 ， 我 们 假设 子 图 9 是 一 个 
疡 -集团 ， 注意 9 必定 包含 ”条 边 .。 设 9 的 边 是 writers， 
Tiojns 则 下 标 序 列 (ii2…is) 必 然 是 (12…n) 的 一 种 排 列 ， 同 样 ， 
下 标 序 列 (jj.…j 也 必然 是 (12…n) 的 一 种 排列 。 因 此 


是 一 个 置换 ， 乘 积 Wiis Wesja' "UWnin 是 式 (10-1-1) 中 的 一 项 . 换 
名 话说， 
| 到 1 = 22e;x (也 - 集 转 万 乘积 ) (10-1-2) 
其 中 @j 为 + i 或 一 1, 取决 于 Givejns 
为 了 确定 sj 的 符号 ， 我 们 假设 由 边 wii …，UWins 组 
成 的 已- 集 较 刀 是 个 顶点 不 相 接 的 有 向 回路 并 集 , 当 上 =1 时 。 
已 是 有 向 回路 ,不 失 一 般 性 ， 设 
(Winyjp, Wip1+ 1jp1? 1 Wipy rip ra) 
Cipajpa "Wipe rajps ra)2"" 9 Cipkipk" "Dipk rhjpk+rk) 
是 这 上 &' 个 有 阅 问 路 ， 则 对 于 5 二 ,2 
( 1y, 及 抽 tpetrs 
fps "fprtre 
必 是 一 个 置换 ， 这 是 因为 fy,s fpsris "spetrs 代表 一 个 有 向 贺 路 
中 的 所 有 顶点 ， 而 wy fy,+19 sg fperre 同样 如 此 ， 
由 于 总 可 以 调整 有 向 回路 的 各 边 ， 使 序列 
(wrp, pe” Uipstrs ip, cir) 
成 为 一 个 方向 与 有 向 回路 的 定向 相同 的 闭 边 列 ， 我 们 有 
21 二 ‘10-1-3» 
和 fptrs = fpe (10~1-4) 
因此 


“4T2。 


( tr 和 
Jp 7 pt ips rr 
《10-1-5) 
对 这 个 置换 的 第 二 行 元 素 作 r+.-1 次 对 换 ， 就 足以 使 第 二 行 与 第 一 


( 2 1 i ' ( Ip 机 fpy+try ip 人 lpstrs 
fi Jp in fp 总 浊 J ytr jps 机 jpatrs 
pn pa+tras 
( 站 (10-1-6) 
jp *” Jputrh 


并 且 我 们 已 经 知道 ， 由 于 对 


( i pt ) 


jps 机 jprtrs 


的 第 二 行 的 元 素 作 +,-1 次 对 换 就 足以 使 第 二 行 与 第 一 行 相思 
故 对 

jh i 

(i nt 


的 第 二 行 元 察 作 Cri 一 1)+ 《rs 一 1 二 … + 《ri 一 1) 次 对 换 就 足以 
使 第 二 行 与 第 一 行 相同 。 注 意 +, 是 与 


f ip prt 


\ 
对 应 的 有 向 回路 的 边 数 ， 因 此 


(Fr 一 1) reo)t et rim1)=ri trot .tr 
二 一 包 (10-1-7) 


jy, rs 


或 者 说 作 # 一 大 次 对 换 就 足以 使 
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人 hh 


jl fj fs 
的 第 二 行 与 第 一 行 相同 。 于 是 式 (10-1-2) 中 esi 的 符号 为 


1 二 《一 1) 《10-1-87 
0 4 
1 Wi 
Ku 
‘yy ™ 一 
> 2 ‘yy 2 ”有 
[上 (by 
Xn) 
0 wa 
1 四 
1 
i 
A 4 Ws 
ws 
es 3 KC We 3 
dy 
«cy 
te} | 《1 
图 10-1-2 忆 - 祭 逢 


(DL = ws wz wis Cb Dy= Cwrp ,was C0 Da= 《189 
watrtwea)s AOD (Wass wass Wis), (Ce) De= (Wiss Was” Wau}t 
(De = Cws, wars wa) 
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| 球 |=(-1" 2 (~DY(P- 集 围 Dj 生 积 ) (10-1-9) 
of 


其 中 与 是 己 - 集 图 忆 中 有 向 回路 的 数目 。 
例 10-1-1 考虑 图 10-1-1 中 欧 流 疼 ， 与 它 对 应 的 矩阵 是 
WI Wz Wis 


= 


Wy Ws Ws 


Wa Wess Wss 
据 式 (10-1-9)， 到 的 行列 式 是 
IW I= C1 1) ww + (~— 1) ?wwe 
+ (CC—1)2w ws +t CC—1)2wa2 
+ CC— 1)wrwsws tt (CC— 1)wiswszwy] 


对 应 的 子 图 如 图 10-1-2 所 示 。 


10-2 信 号 流 图 


信号 流 团 是 一 种 边 和 项 点 都 带 有 权 的 加 权 有 向 图 ， 为 了 简便 
起 见 ， 用 符号 Gi， 站 表示 从 顶点 i 连接 到 顶点 j 的 一 条 有 向 边 ， 
定义 10-2-1 方程 
= -之 mx (0Sren) (10-2-1) 
可 用 一 个 有 向 图 G 来 表示 ， 其 中 

1}。 顶点 Xp 的 权 是 py 


2. 对 于 mm 关 0(0 志 4 志 n)， 存 在 一 条 权 为 fm, 的 边 (x。，x)3 


3. 与 顶点 r 相连 且 指 向 顶点 r 的 边 就 是 带 权 mm. 的 边 。 


这 样 一 个 有 向 图 G( 见 图 10-2-1) 称 为 代表 方程 (10-2-1) 的 信号 流 
图 。 式 (10-2-1) 称 为 信号 流 图 避 在 顶点 x; 的 方程 。 注 意 当 rm. = 


6 时 ， 或 者 有 一 条 权 为 0 的 边 (x。;xr)， 或 者 没有 权 为 rw, 的 边 . 
现在 考虑 以 下 联 立 方程 ， 


“4J5。 


要 


和 = MT 十 123X2 二 十 ?nm 


Ko = oN 十 89122X2 十 + rizn Xn 


《10-2-2) 


Ka 工 Mao XL + 2X + fn tn 


Xe = Wowi 十 Jo2X2 + + TonXn 


Kn-l Tg- 


Xs 


图 10-2-2 信号 流 图 
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对 应 的 信号 流 图 由 n+1 个 顶点 组 成 ， 如 图 10-2-2 所 示 。 注意 在 
式 (10-2-2) 中 ，x。 不 出 现在 任何 一 个 方程 的 左边 ， xo 不 出 现在 
任何 一 个 方程 的 有 边 。 项 点 x。 称 为 源 点 ， 顶 点 xo 称 为 汇 点 ， 

下 面 是 三 条 常用 的 简化 信号 流 图 的 规则 ; 

1. 假 定 信号 流 图 人 具有 如 图 10-2-3(a) 所 示 的 并 联 边 ， 则 在 
顶点 的 方程 是 


= Sm, Xs + MopXpt Im rpxp = > Jr + {mep + tm oI Xp 


sp rp 


(10-2-3) 
/ms 
1 or 1 上 Oy 1 
Mm \、. Ss 
G GG 
(a) 《by》 
图 10-2-3 


(a) 信 号 琉 轩 GG: tb ) 信 号 流 图 呈 


图 10-2-3(b) 中 的 信号 流 图 G' 是 用 一 条 权 为 mp + m'wr 的 边 莹 换 
G 中 两 条 并 联 边 得 到 的 ， 显然 ，G 和 C 在 每 个 项 点 的 方程 都 是 
相同 的 因此， 方向 相同 前 并 联 边 可 以 用 一 条 边 代 替 ， 其 入 为 这 
些 并 联 边 的 权 的 和 。 

2. 考 虑 图 10-2-4(a)7 中 的 信号 流 图 G， 其 中 项 点 xy 有 一 个 自 
环 。 顶点 Xp 的 方程 为 


此 
Np— ppip + >, yir Xr (10-2-4) 
i 
此 式 可 变 成 
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图 10-2-4 
〈《a) 信 号 流 图 G; (b) 信 号 流 图 G" 


和 
《1 ~ mpp) xp = > tpi, Kip (10~2-5) 
Nb 
或 在 mpp 1 的 条 件 下 变 成 
昌 
_W Mpir _9_ 

= 之 全 (10-2-6) 

ir*p 


设 图 10-2-4(b) 中 的 G" 是 由 G 删除 自 乒 《xp,xp) 并 将 边 (xi,， 
Np} 的 权 从 mar 变 成 mpi/ (1 一 tmpp)，(r =1，2，…,) 得 到 的 。 则 式 
(10-2-6) 就 是 C@ 在 项 点 2 的 方程 。 而且 G 和 G 在 其 他 任 一 项 
点 的 方程 都 相同 ， 因 此 ， 我 们 可 以 说 ， 在 顶点 x; 的 自 环 可 以 移 
去 ， 只 须 在 ms* 关 1 的 条 件 下 用 (1 -~ mr) 去除 每 条 指向 顶点 x 的 
边 的 权 ， 
3. 考 虚 图 10-2-5(a) 中 的 信号 流 图 人 ， 其 中 在 顶点 x 没有 自 
环 ， 在 顶点 xs 的 方程 是 


Xp = >, tpi, Xi, (10-2-7》 
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顶点 xj。 的 方程 可 写 为 
《10-2-8) 


(Ca) Npe 


Yipisttip 


(by a 
图 10-2-5 消去 了 一 个 顶点 的 入 号 流 路 
(a 信 号 辛 图 全 (b) 消 去 顶 虑 Xp 得 到 的 销 号 流 图 


+* Al9* 


其 中 xs = 12， 。 将 式 (10-2-7) 代 入 式 (10-2-8)， 我 们 有 


4 多 
到 
Xin = 之 {rp Pipis) Xi, 十 之 tj, 2 《10-2-9) 
irvp 2 省 


这 个 等 式 表 了 明 ， 我 们 要 消去 顶点 xs 而 不 改变 其 余 顶 点 处 的 方 
程 ， 只 要 用 从 i, 到 xi, 的 一 条 权 为 Crmpi, mi,p) 边 来 取代 由 rr 和 
wiip 这 两 条 边 组 成 的 有 向 路 径 就 行 了 ， 如 图 10-2-5(b)? 所 示 , (1 专 
rh，1 5s 所 RR')。 顶 点 xi 和 x%i, 可 以 是 相同 的 然 而 ， 若 它们 
相同 ，tmyi, 和 ”je 将 是 一 个 有 向 回路 ,而 不 是 一 个 有 向 有 路径 (这 是 
有 专门 名 词 的 好 处 ) 。 
应 用 信号 流 图 前 一 个 目的 是 寻求 源 点 六 和 汇 点 x。 之 间 的 关 
系 。 如 有 果 遂 次 运用 上 述 规则 ， 而 得 到 一 个 只 含 两 个 顶点 xs 和 x。 和 
由 x; 到 x。 的 一 条 边 的 信号 流 图 ， 那 么 这 条 边 的 权 就 给 出 了 待 求 
的 关系 。 可 以 看 出 ， 逐 次 运用 这 些 规 则 来 得 到 所 求 关 系 的 过 程 也 
正 是 代入 并 化 简 联 立方 程 的 过 程 。 使 用 信号 流 图 的 一 个 重要 优点 
就 是 再 以 用 拓扑 方法 得 到 所 求 的 关系 。 这 一 点 我 们 紧 接着 就 讨 
论 . 
方程 (10-2-2)》 可 以 表示 为 ， 


XL | mL fs Min | | 
Xs 1 sz Hizn | TX2 
Xn-l1 i411 in 19 | No-l | 
Xo _ M1 Trlgn I Xn _ 
(‘10-2-10» 
在 xo= Kxo (10-2-11) 


时 ， 式 (10-2-10) 又 可 以 写 为 
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T 一 一 | 一 ， 
%! | | mr mrs me 0 :| x 
1 i 
1 


名 2 | tH 27722 man | Xs ， 
。 : 2 |! | | 
| = | | | 
{x | | Moll ol2 aln 0 | Xa-l | 
| 一 i! . 
x | 1 0 0 0 EK | x | 
_ Xo -| | tol fing Ion io_ Xo _ 
(10-2-12) 
或 者 
mC—1) 1 “"* rH1s 0 | Xl | 
ti21 {mz—1) ?712n 0 : Xo | 
: | 
. = 0 
trim -11 fm -15 Hla 1 0 ! Xn-l 
0 0 0 .0 -1 Kk 4 
— te1 tho """ non 一 1 | xo 
(10-2-13) 


为 简化 起 见 ， 将 式 (10-2-13) 家 示 为 
(M-U)X=)0 《10-2-14) 

现在 ， 比 较 一 下 图 10-2-6 所 示 的 矩阵 CM -~ 如) 的 流 图 和 图 10-2-2 
所 示 的 信号 流 图 ， 可 以 看 出 ， 这 两 个 线 图 几乎 是 一 祥 的 。 事 实 
上 ， 了 图 10-2-2 中 的 信号 流 图 是 图 10-2-6 中 流 图 的 子 图 ， 换 和 旬 话 
说 ， 我 们 在 图 10-2-2 的 信号 流 图 中 ， 给 每 个 顶点 都 加 上 权 为 (-1) 
的 自 环 ， 并 加 上 一 条 从 顶点 x, 到 项 点 x, 的 天边 ， 就 可 以 得 到 留 
10-2-6 的 流 图 ,为 简便 起 见 , 称 图 10-2-2 中 的 信号 流 图 为 图 10-2-6 
中 流 图 的 对 应 信号 流 图 . 

由 式 (10-1-9)，(CM - 口 ) 的 行列 式 是 

HH-CUI=( -LI13( 一 1)0(P- 集 留 D; 和 莱 积 ) (10-2-15) 

设 Di( 赤 ) 是 一 个 不 会 边 上 让 的 卫 - 集 园 ， 又 设 DD,( 信 ) 是 一 个 包 
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含 边 KK 的- 集团， 则 式 (10-2-15) 变 成 


{1M ~ U1=(—1)"icC+ KP] (10-2-16 
其 中 
C= (一 104(P~- 集 团 D;(K) 柔 积 》 (10-2-17 


下 P= 部 (一 Dtr(P- 集 团 D,(KK) 滋 积 } 《10-2-18》 


图 10-2-6 (MY - 77) 的 流 图 


为 了 得 到 式 (10-2-14) 的 非 平 凡 解 ,(M - 如) 的 行列 式 必 须 为 
零 ， 或 者 说 


C1)"+i[C 4 KP1=0 (10-2-19) 
因此 ， 由 式 {10-2-11) 和 式 (10-2-19) 就 有 ， 

Xo _1_-P _o 

x KR {10-2-20) 


»422。 


取 然 C 是 立 (- 1)5( 忆 -集团 万 (元 ) 科 积 ) ， 那么 每 个 已- 集 
留 DD( 尺 ) 就 可 以 焉 作 是 有 向 回路 的 两 个 乡 合 D0) 和 Di( 一 1 的 
并 集 ， 其 中 Dj(0) 是 由 对 应 信号 流 图 的 边 组 成 的 有 向 回 路 的 集 
合 ， 而 口 ;( ~ 1) 是 不 属于 对 应 信和 号 流 图 的 ( 一 1) 自 环 的 集合 . 假定 
在 DD;( 一 1) 中 有 4 个 自 环 ， 则 
Di( 一 0 秉 积 = (一 1)" (10-2-21) 
而 
《一 tADCKK) 黎 积 ) = (一 1)ti[D;(0) 弛 积 ] 
* [DA 一 岂 秉 积 ] = (一 Dt 一 1)"CD;(0) 莱 各 1( 一 1)” 
=《 一 Dt 必 D;(0) 葬 积 )} 《10-2-22》 
其 中 局 = 一 4 是 号 :(0) 中 有 向 回路 的 数 征 。 如 果 Di(0) 是 空 集 ， 
则 式 (10-2-22) 变 为 
《一 315 万 并 ?乘积 =1 《10-2-23》 
注意 ， 心 (0) 是 对 应 信 叶 流 图 中 顶点 不 相 接 的 有 向 同 路 并 集 ， 
它 不 一 定 包含 信号 流 图 的 所 有 项 点， 
定义 10-2-2 设 C, 定义 为 


C= 对 (集合 Di(0) 的 D(0) 池 积 )》 (10-2-24) 
它 和 色 由 * 个 有 向 沿路 组 成 ， 
于 是 ， 式 (10-2~17) 中 的 C 狠 于 


C=1-C.t+C -Ct (10-2-25) 


图 10-2-7? ”信号 流 趾 
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例如 ， 图 10-2-7 中 信和 号 流 图 的 C 可 以 用 拓扑 方法 得 到 ， 取 C,， 
Ci， "为: 
C=g+ht+tecd 
C,= gh 
C=0 (对 4>3) 
内 此 
Czrl1—-g-h-cd+oh 
回忆 一 下 ， 一 条 从 顶点 we 到 vs 的 有 向 路 径 是 从 vo 到 v, 的 那 
样 一 条 路 径 ， 若 我 伯 给 定 此 路 径 的 方向 为 从 zm 到 mw， 则 路径 中 
每 条 边 的 方向 将 与 路 径 的 方向 一 致 《 见 定义 6-6-7)。 例如， 
10-2-7 中 的 (a,e) 是 从 巴 点 xo 到 顶点 xs 的 一 条 有 向 路 径 ， 
因为 流 图 Cr 的 上 P 忆 等 于 访 ( 一 TP- 集团 DD,(K) 乘积 ]， 
并 且 每 个 了 -集团 刀 ,( 乓 ) 必 包含 边关 因 比 从 万 ,( 玫 ) 中 删 去 边关 后 
就 是 由 一 条 有 向 路 径 己 〈 从 项 点 入 到 顶点 xo) 以 及 一 些 有 向 回路 
组 成 的 顶点 不 相 接 的 并 集 。 现 在 定义 符号 疡 和 Gr( 员 (PiD) 天) 是 
有 用 的 ， 
定义 19-2-3 符号 已: 考 示 在 流 图 Cr 〈 见 图 10-2-6) 中 从 顶 


图 10-2-8 ” 流 图 Gy 图 10-2-9 GF 的 子 图 Gi (0 (PR)， 
此 外 Pi= (a,e) 
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点 知 到 顶点 x 的 一 条 有 向 路 径 . 符号 Gr( QiCPi) 下) 表示 Gs 的 
一 个 子 图 ， 它 是 由 删除 P; 的 所 有 顶点 ， 并 删除 与 这 些 项 点 相连 
的 搞 有 边 以 及 边 天 而 得 到 区 。 
Gr(Q(Pi) 天 ) 的 一 个 例子 如 团 10-2-9 所 示 ， 此 时 Gr 如 图 10- 
2-8 所 示 ， 而 已 = (aye) 。 
按照 这 个 定义 ， 包 售 路 径 PP; 而 不 含 边 长 的 D,(K) 可 以 看 作 
由 GpC (CPi) 天) 中 顶点 不 相 接 的 各 有 向 回路 并 集 以 及 了 ;所 组 成 
灼 集 合 。 如 果 我 们 取 流 图 Gr 中 的 全 部 忆 ,( 天 )， 它 们 都 包含 有 向 
路 径 P:， 则 
(一 DD,(K) 乘 积 = -天 > (Pi; 滋 积 ) x 
‘Da Ks PIE DI(K)t 【 
[ 立 (- lt:CGr 1PFD) 天 )P- 集 园 乘 积 )] 
(10- 2 -26): 
其 中 之 表示 “对 所 有 包含 P; 的 也 ,( 乓 ) 求 和 2 。 


‘Datk yt Pte Oa( Ky 
因为 ,一 1 是 古 - 集 园 刀 ,( 天 ?中 有 向 回路 的 数目 而 不 计 其 边 
玉 ， 所 以 一 1 是 Gr (PCB) 天 ) 中 P- 集 转 D4 的 有 向 回 路 数 。 
于 是 据 式 (10-2-25)， 
习 ( 一 1)t!1 [G5(CQCP) 玉 ) 的 P- 集 团 尺 积 ] 
=G(OCPDU -C+C- Ct) (10-2-27) 


其 中 G (CPD)) 是 对 应 信号 流 图 GG 的 一 个 子 图 ， 它 是 把 有 疝 路 径 
;中 所 有 的 顶点 、 与 这 些 顶 点 相连 接 的 所 有 边 删 去 而 得 到 的 。 
为 了 避免 混淆 ， 我 们 用 记号 C(tP)) 来 表示 

CC 五 六 = 全 ( 吕 (PP)) 的 (1L-C+Ca-Co+…) {10-2~28) 
其 据 式 (10-2-26)， 我 们 有 


《TooDP,( 攻 ) 乘 积 = -天 (已 者 积 )CCPD) 
(10-2-29) 


{Da(K)' Pi Dgth)} 
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因此 ， 式 (10-2-20) 右 边 草 分 子 是 
-已 = > (Pi 涌 积 )'C(B 2) (10-2-30》 


于 是 ， 由 式 (10-2-11) 和 (10-2-20)， 儿 点 与 汇 点 之 比 为 : 


六 (P 乘积 ) + C(P5) 
x TC TO Ct 
这 个 方程 通称 为 梅森 (Masoay 公 式 ， 作为 一 个 例子， 考虑 图 10- 


2-7 的 信和 号 流 图 ， 我 们 可 以 得 到 从 xo 到 x， 的 >， 《 玫 习 积 ) 。C 
《五 ) 为 ， 
六 (P 乘 积 ) .C(E) = ae(1- 朋 +61GL-g)+acf+bde 


(10-2-31) 


因此 


wo _ ae(l -Ah)+hbf(tl-g) +acf tbde 
xs 1-g—h-cd+tagah 


10-3 信号 流 图 的 等 效 变换 


在 上 节 的 开头 ， 我 们 讨论 了 把 一 个 信号 流 图 变 成 较 简 单 结构 
的 规则 ， 这里， 我 们 丰采 用 这 些 规则 ， 而 可 以 一 步 就 将 信号 流 图 
的 一 部 分 简化 。 为 了 研究 这 利 方法， 我们 来 考虑 由 两 个 子 图 GG 
和 Gx 组 成 的 信号 流 图 C， 如 图 10-3-1 所 示 ， 这 两 个 子 图 是 由 项 
虑 Xt， Xs 结合 在 一 起 的 ， 与 这 个 信号 流 图 对 应 的 方程 组 为 


0 0 0 “TXy 


Mi Afis 0 TF A Xn 
af A ss 0 Yr 0 RR 已, | 在， 三 Xi 
0 0 ox 0 R,, Rs, JL Xa Xa 


(10-3-1) 
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其 中 ， 和 矩阵 攻 7 来 自 子 图 Gy; 


(10-3~2) 
fo .fs 
全 

一 “TTT ~ 
{ 】 
| 1 
! 4 
1 1 
| i 
1 1 1 
1 1 | 
| 1 
| ] 
1 1 
] 

| 
人 7 

图 10-3-1 由 子 图 Gn 和 Gx 组 成 的 信和 号 流 图 个 
而 入 阵 忆 来 自 子 图 Gi; 
Rn R 
RR ] (10-3-3) 
~ R., RR., 


向 量 XXw，Xw，X) 和 Xs 是， 


和 
ml 性 ml Xl rr 
所 x Nr 
| 和 | 2 ， 必 = ”| X= 机 


此 处 x 是 源 点 ，xx 是 汇 点 。 
方程 (10-3-1? 可 以 分 成 两 个 方程 组 ， 即 ， 
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本 


十 
Ma Mo Xi 0 RiRs |x, | "Xi) 
{10-3-5» 
和 和， 
Xi 
[只 Rs |=x, 10-3-6> 
Xs 
式 (10-3-6) 又 可 以 写 为 
六 
[RCR -LDO ，]=。 (10-3-7) 
Xp 
棚 定 (只 一 U} 是 非 奇 异 的 ， 此 方程 就 能 解 出 Xs 
R= — LR, — UjiR XL (10-3-8Y 
将 此 式 代入 式 (10-3-5) 得 
[全 本] ”1 
十 
My Ms Xi 0 Rm RR -UR XI 
Ku 
=| ] (10-3-90) 
Xi 


由 式 (10-3-1) 得 到 的 汇 点 和 源 上 成 之 比 (x%,/xm) 正 好 与 由 式 (10-3 
-9》 得 到 的 相同 。 因 些 在 图 10-3-1 中 ， 消 去 子 钵 Gs 的 所 有 顶点 
Xn Yr" yXry 之 后 ， 必 然 得 到 式 (10-3-9) 所 表示 的 图 。 换 名 话 
说 ， 可 以 用 一 个 由 顶点 x;。x2:，-…，x 构成 的 新 图 来 代 埠 子 略 
Cn， 前 者 由 下 式 给 出 : 
[LR ~ Rs Rs — UU) RX,= A (10-3~10> 

项 此 ， 要 从 记 给 的 子 图 Ce 得 到 新 子 图 G:， 只 需 知道 [只 民 1。 
(Rs 一 DR 的 每 个 元 素 即 可 ， 

为 了 简便 ， 首 先 定义 以 下 符号 。 

定义 10-3-1 对 于 给 定 的 矩阵 如， 符号 
A28 * 


Ulli2""" Hy 


RE ) 或 R( g=1,2s°* sv ) 
os 


哨 示 从 豆 蒜 去 行 fs los gto 各 列 Us Mss "*° 9 Uy 后 得 到 芍 子 矩阵 ， 
符号 Ga(tiwa*… 册 ) 或 Gp (zi: q= 1,2,*…30) 用 以 宕 示 从 线 图 Ca 中 
峙 去 矣 点 4， 场 ,… st 及 连接 到 这 些 顶 点 上 的 所 有 边 而 得 到 的 线 
图 ， 

设 


生生 和 5 "” A ya 
CR UI! =| Mss rats ars (10-3-11) 


全 sy Bass A 
和 
Ri ~ Ri Rs ~ UR = TC (10-3-12) 
又 设 忆 的 行 和 列 其 次 为 1，2,…,n，h 抽 ， 有 ，,… ,hy。 于 是 从 式 (10 
-~3-12)， 就 有 


和 和 Aipns I# 
Cin = rs — 区 [rm 入 ml Au 和 Aura Tae 
™ A 2 Ans Tepe 
(10-3-13) 
或 
1 了 
Ce = 六 ( reA- 之 Anaraee (10-3-14) 


式 (10-3-14) 右 端的 分 子 怡 为 处 下 矩阵 的 行列 展开 式 ， 


Poe FR ik 


了 1 : [及 -rr (人 7 
Tas | 了 一 了 | G12 
4 ra : 一 
(10-3-15) 
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9: 
ER -UI=[R-U( gq=1,2,,n) C10-3-16) 
4: 


了 :9 =1,24° 5n, dg +t 
| ER 
ta™ ww 


LR-UTS: w= 1,2,.12)| 
(10-3-17) 
对 应 于 _ 
a( w= 1,2, sn) 
的 信号 流 图 是 Ga(z。sw= 1,2,…;n), 因 为 荞 去 行 i 和 列 i 等 价 于 
删 去 Gx 的 顶点 %. 以 及 所 有 与 该 点 相连 的 边 ， 于 是 ， 据 式 (10-1- 
9 )# 


| 的 w=1,2,0 sn)| 
ws 


=(-1)3( 15CCetz w=1,2,，…*， 7) 徇 P- 集 圈 
力 乘 积 ) 《10-3-18) 
其 中 ， Ga(Xut w=1,2,"… sn) 是 在 Ger(Xo: 丰 =15 2 sn) 的 每 个 
顶点 上 加 入 (一 1) 自 环 而 得 到 的 流 图 ，&k; 是 P- 集 图 只 中 有 向 回 
路 的 数目 。 因 此 ， 据 式 (10-2-26): 


[ce 一 US: WW 三 1，2， >) 
= 《一 1)"[ 信 号 流 图 CRtzusz= 1 2 5) 的 


《1 一 C++C 一 人 3 十 '… (10-3-19) 
注意 ， 0 是 Gr(xu tw = 1,2:,…50) 的 顶点 数 。 
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/Ts 9 =1,2,°"°,n, 9 zt 
[R-Ul., ， ， )| 

a :9 三 1y2 9 从 (4 A 
来 考虑 流 图 Gr(K, Ys WwW=1,2,°" ,fs Wt), 我 们 给 信号 流 
图 Cekz。， 山 =1,2，… 4,w 隐 #4) 的 每 个 顶点 加 一 个 (一 1 家 环 ， 
并 加 一 条 从 x 到 xs 的 边 天 就 可 以 得 到 它 . 考 碟 和 矩阵 已 ， 它 的 行 
2 和 列 证 除 元 素 (4 昌 是 天 之 外 ， 其 余 元 素 都 是 零 ， 并 且 它 还 有 


781 全 =1,2s"" on, a tt 
LR-U , , , ) 
419 =1,2° nn, 9 KU 
即 乒 是 
_ # | rs 图 
ff 0. | 
ul 0 | 
F=ri| 9 
: 一 /如 9=1,2.°*,n, 0 zt 
) ECR UN Gi 1 Dp ) 
ri|_0 : | 
《10-3-207 
于 是 下 的 行列 式 为 


| 五 | =(~D'"KiCR -wa g =1,2,""n, 9 zt )| 


一 下 


9 = 1 gf 天 下 
(C10-3-21》 
因为 斑 是 一 个 方 阵 ， 于 是 对 于 它 购 所 有 行 和 列 ， 列 + 和 行 
表示 同一 个 项 点 x,， 记 以 ， 存 在 着 一 个 与 对 应 欧 流 图 Cr ,使 得 
1 =(-0"ZC~1)*(Gs 的 已- 集团 卫 , 乘积) 
《10-3-22) 


我 们 还 可 以 妖 出 ， 流 图 Gs 除了 没有 从 xi 到 和 着 的 边 之 外 ， 其 余 
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部 分 与 GalK, Xs W=1,2,. HW, 相同. 
因此 
(一 1 (~-1)*(Gs 的 万 -集团 刀 乘 积 
=(-—- DS YGAK, Ksw=12 nn WE 
的 忆 - 集 园 D,(KK) 莱 积 ] (10-3-23) 
其 中 DD,( 臣 ) 代 表 一 个 包含 边 玉 的 P- 集 团 。 因此， 据 式 (10-3-21) 
我 们 有 
4G: 9 =1,2," ns 9 FF 、 
3°39 =132, 5n, gz#u/ 
= GK, Kus = 1 2 st 
也 学 为 纪 的 已 - 集 较 D,(KK) 乘 积 ] (10-3-24) 


设 GK, Xs WwW=1,2,'",n, wt ,4) 前 一 个 有 向 回路 是 
(天 ，PD)， 其 中 已 是 从 入 到 和 的 一 条 有 向 路 径 。 于 是 


CDE 【GE 本 四 =19 2 0 nn wt 


{Di(K}r Pra DI(KY)! 


的 DD,(K) 乘 积 ] 正 好 与 式 (10-2-26) 的 左边 相同 。 因 此 我 们 有 
:9 =1,2, hn, 9 Ft \ 
_, / 


4 :9 =1,2,." ,Nn, id 


lcR- vl 
= (1)" > Ga(zs3 由 = 112， 区 藉 太夫 的 已 乘 积 ) 


“C( 五 站 


注意 ，Ga(zo: 也 = 1 2，…8， 芭 夫 力 雪 是 由 Ge 删 去 除 顶 点 x 和 
xu 之 外 的 其 余 顶 点 xu tw = 1,2，…,n) 而 得 的 信号 流 图 由 于 a 
=a+2， 根 据 式 (10-3-19) 和 各 式 (10-3-25), 式 (10-3-17) 中 的 
Cw 为 


“4 了 2 。 


2 Ge(ziu=12，m 本 忆 轨 的 (书生 积 ).C( 五 ) 
Co = Gr ia CCC ry 
《10-3-26) 
如 果 我 们 把 x, 和 xs 分 别 君 作 Ga w=1,2, nwt， 坟 
的 源 点 和 汇 点 ， 册 此 式 与 梅森 公式 (10-2-31) 相同 。 
当 +=4 时 ， 式 (10-3-134) 变 成 


1.. 
C= A rn > riap A sphar kgs ) 《10-3-27》 


p91 
因此 
ts Via fess Tray 
Fait 
! fhat Rs—U 
C=! Fhrt | 
IR,,~—U | (10-3-28}) 
若 要 改进 这 个 等 式 ， 令 
Cun=Ce—-1+1 《10-3-29》 


就 得 到 


0 
Tat : 


ra 再 2 一 这 -|R,s.—U| 


C= ran 
: +1 
IR..—U| 
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"hat PR, -U 
Te +1 
[Ns —U | 


lra- Ug!q= 1s2, sn, gt )| 
+1 (10-3-30) 
[Rao 


因为 此 式 的 分 母 与 式 (10-3-17) 的 分 母 相同 ， 所 以 我 们 只 需要 研 
究 分 子 就 可 以 了 。 注意 ; 


JiR 一 vA WwW=123° 天 | 
的 表达 式 与 式 (10-3-18) 相 同 ， 只 是 这 里 所 考虑 的 流风 是 Ce (zs 
W112," sn wD), 或 者 说 


-oa w=1,2,." 1 wt ) 


=(- D> (- 0Gr(R w=1,27 nw 人 的 


已- 集团 D; 莱 积 ] (10-3-31) 
假定 我 们 把 式 (10-3-31) 右 端 分 成 两 部 分 ， 
[ca 一 U(… WwW=12s°" sn Wt )| 一 C— DF th,) 
(10-3-32} 


其 中 已, 是 这 样 一 些 项 的 集体 ， 它 们 是 与 在 顶点 x: 上 有 (一 1 自 
环 章 所 有 可 能 的 已- 集 轩 相对 应 的 各 项 而 已 : 是 其 余 项 的 集体 ， 
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五 , 还 可 以 融 达 为 
P= (-1D) (~-De(Ge(zo 册 =1 2 …，mP- 的 集 
图 D, 乘积 ) (10-3-33) 
这 是 因为 每 个 D(x) 都 包含 了 在 顶点 x, 上 的 (~1) 自 环 .人 条 下 的 
集合 没有 这 种 自 环 ， 就 是 Ga (Kos =1,2 9) 的 疡 - 华 辆 万 ,， 因 
此 式 !10-3-32) 说 为 


123 
CR~UJ w=1,20° ,nH, wt )| 
‘DD 
=(—1)"2Gg(xo: w=12. 0 WA 的 {一 1)[Gr(X,s 
w=1,2,00050) 了 的 (1 一 Cl+Cs -Cst+'*)] 
+ >, [di(x) 乘 积 ]-C(3)} (10- 3 -34) 


其 中 di(xr) 是 信号 流 图 CRfxzusw = 1 2，…0， 呈 寺 及 的 一 个 有 向 
加 路， 它 包 售 顶 点 *,。 此 外 ，C(a;) 是 子 图 G (2) 的 (1 -C+ 
Co Cs)， 访 子 图 是 从 Gr(#ws 由 =1,2,… ,hn，w 天 f) 删 才 有 
讲 回 路 di 的 所 有 顶点 和 与 这 些 顶点 相连 的 边 而 得 到 的 。 

由 式 (10-3-19) 和 和 式 (10-3-34)， 式 (10-3-30) 变 为 


> Gas:u= 1 2 w 关 们 的 Ldj(%0) 莱 积 J'C (Ca)} 
_ - 
Cu= Griw -1 on C+C ~ C+) 


(C10-3-357 


注意 ， 用 于 等 效 变 换 的 两 个 等 式 , 式 (10-3-26) 和 式 (10-3-35) 是 
非常 相似 的 ， 这 两 式 之 间 玲 一 的 差别 是 一 个 有 [di(xo) 染 积 1。 由 
于 已 是 从 项 点 we 到 顶点 x 的 有 向 路 径 ， 因 此 ， 若 合并 顶点 zx 和 
2 ， 册 该 有 向 路 径 就 变 成 包含 顶点 x, 的 有 向 回路 心 (xz . 注意 ， 
式 (10-3-26) 和 式 (10-3-35) 是 在 假说 矩 舞 LCR,s -UJ 非 奇 异 的 情 
况 下 得 到 的 。 但 是 ， 也 可 以 不 要 这 个 假设 而 得 到 这 两 个 等 式 ， 我 
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们 将 这 一 点 留 给 读者 证明。 
鲍 10-3-1 假定 我 们 有 一 个 信号 流 图 如 图 10-3-2 所 示 ， 其 中 
源 点 和 汇 点 都 在 Cu 内 ， 于 大 可 以 用 下 面 的 步骤 消去 子 图 Gx。 因 
为 式 (10-3-26) 和 式 (10-3-35) 的 分 母 刀 是 相同 的 ， 所 以 ， 
D= Gn(Essw=1,2;3) 的 (1 -Ci+C -Cet+') 
(10-3-36) 
其 中 Gratxwsw=1,2,3) 由 图 10-3-3 给 出 ，DD 可 简单 地 写 为 
D=1~g-h~def+gh 


图 10-3-23 由 两 个 子 图 Gy 和 Gh 图 10-3-3 耶 图 Gg(zo1tw = 1,2,3) 
所 组 成 的 信号 流 图 避 


对 于 hl， 式 (10-3-35) 的 分 子 请 是 
Ni = > Ga(zo:uw=2,3) 的 [di(x0) 乘 积 ] "CU 


其 中 Gx(zwyw=2,3) 如 图 10-3-4 所 示 。 因 此 ， 
Nu = aefi 
于 是 


_ aefi 
Ku= T-g-h- def + oh 
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对 于 is， 式 (10-3-26) 前 分 子 Wai: 是 
六 ai = > Gr(x2) 的 CP; 乘积 ).C(Ps) 


其 中 Ga(z2) 如 图 10~3-5 所 示 ， 因 此 ， 
Na=acf 


XY 


图 10-3-4 子 图 Ck (Xs:tw = 2,3) 图 10-3-5 GE (x,) 
现在 就 有 
= CC 
3 1-g-h-def+oh 
类 但 地 
ea 
了 1-8 一 中-der+g8 
以 及 


bj(1—- gqg- hi ghy 


hh, = 1-g-h~def+gh 


图 10-3-6 Ga (x) 


其 中 Gr(zs) 如 图 10-3-6 所 示 ，s 的 分 子 是 从 它 得 到 的 。 容易 看 
出 ， 其 他 如 访 1， 都 为 零 。 删除 顶点 Wris Nry 和 Nr, 之 后 所 
得 的 信号 流 图 如 图 10-3-7 所 示 ， 
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. aefr 


1-g-h-def +yh 


of _ . 
1-g-h-defi gh 


cdf 


def +or: 


图 10-3-7 消去 (9g 之 后 所 得 信号 流 图 


习 是 


1. 求 晶 图 -10-1 中 流 图 的 矩阵 诗 的 行列 式 ， 


《b) 


图 P-10-1 
2. 先 画 骨 对 应 流 图 ， 然 后 利用 式 《10-1-9) 求 矩 隆 守 的 行列 


1 2 3 0 1 2 
(DM=I1 3 41 (WM=t3 1 0 
L4 1 1 1 0 4 
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3. 运 胃 流 图 证 明 ， 上 宪 阵 .好 的 行列 式 和 对 (本 的 转 置 》 的 行列 
式 是 相同 的 ， 

4, 设 G 是 矩阵 37 的 流 图 。 直 接 从 扫 求 出 竹 阵 [4 - 己 ] 的 行列 
式 的 拓扑 公式 ， 其 中 UU 是 单位 矩阵 . 

5. 设 侣 是 炬 阵 守 的 流 图 。 直接 从 侣 求 出 祭 阵 寿 的 特征 多 项 式 
《 邑 算 阵 [M 一 40j 的 行列 式 》 的 拓扑 公式 。 


网 P-10-7 


6. 假 定 信 号 流 图 G 是 由 两 个 子 图 CG, 和 Gs 组 成 的 ， 它 们 仅 有 
两 个 公共 点 xo 和 x。， 如 图 PP-10-6 所 示 。 假 如 只 考查 GJ， 则 xo/ 
Xs = Rl, 假如 只 考查 Gs 则 Xof Xn 三 R,. G 的 Xo/ Xn 等 于 什么 ? 

?7, 用 梅森 公式 [ 式 (10-2-31)] 求 出 图 已 -10-7 中 信和 号 流 图 的 
Kaf Xle 

83. 从 图 卫 -10-~8 的 图 求 出 上 只 包 合 顶点 Xx:，x。，xs 的 等 效 信 生 
流 图 。 


{a) 信 号 策 图 G1 (人 b) 信 号 镀 国 Gz 《c) 信 和 导 流 图 如 3 
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第 十 一 章 开关 理论 


11-1 连 接 和 矩 阵 


党 把 一 个 开关 网 络 看 成 一 个 加 权 线 图 ， 我 们 就 可 以 得 到 开关 
网 络 的 若干 有 郊 的 拓 捉 性 质 。 利 用 这 些 性 质 ， 可 以 导出 开关 网 络 
的 拓扑 分 析 方 法 和 综合 方法 。 首 先 ， 我 们 来 研究 两 种 分 析 开 关 网 
络 的 方法 ， 即 所 谓 连 接 矩 阵 和 上 应 用 第 一 章 中 研究 过 的 路 色 集 的 方 
法 ， 

开关 网 络 的 结构 可 人 以 用 一 种 称 为 连接 矩阵 的 方 阵 来 表示 ,该 
方 阵 的 定义 如 下 。 

定义 11-4-~1 设 G 是 由 # 个 顶点 组 成 且 不 合同 方向 并 联 边 的 
有 占线 图 。 一 个 nx +n 阶 连接 矩阵 C= [ew] 定 义 为 

和 


“LL。 如 边 。 不 是 从 顶点 i 到 顶点 的 边 
注意 ， 我 们 多 许 这 个 图 具有 自 环 。 图 11-1 -1 中 线 图 的 连接 抵 
阵 C 是 


C = 


本 一 
® © ev 
_. mw 
人 


1 
2 
3 
4.0 0 9 0- 

从 这 个 例子 可 以 看 出 ， 连 接 乔 阵 表 示 出 一 个 有 向 图 中 每 一 条 
边 的 位 置 。 
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为 了 写 出 包含 并 联 边 的 有 向 图 的 连接 和 矩阵， 我 们 对 定义 元 
以 改进 。 

定义 11-1-2 设 e1,es，…, es 是 所 有 在 项 点 ?和 j 之 阅 的 
边 ， 且 它们 的 方向 都 是 从 i 到 i ， 则 连接 和 托 阵 的 元 到 


下 
二 
ci 是 > Ere 
了 一 工 


部 11.1-1 有 向 图 图 11-1-2 次 向 图 


例如 ， 图 11-1-2 中 有 向 图 的 连接 矩阵 C 是 


1 2 3 
i1f 0 c etf 
C=2|laté 0 0 
3L 0 d gt+hti 


我 们 将 要 说 明 ， 一 个 连接 矩阵 和 对 应 于 洲 图 的 失 阵 押 是 非常 
相似 的 。 回 忆 在 一 个 给 定 矩 阵 玉 = [ws] 的 流 图 中 ，wi; 是 加 在 从 
ij 到 i 的 边 上 的 权 《 见 第 十 章 ) , 设 人 是 持 阵 矿 = [wz 的 流 图 。 


无 
设 久 是 从 厂 用 >， wi,, 将 换 ur 得 到 的 矩阵 。 设 G' 是 从 G( 见 图 
11-1-3) 用 并联 边 Wrpa (fr =1,2,""" ;外 ) 蔡 换 边 ps 得 到 的 。 这 些 并 
联 边 的 方向 都 与 we 的 方向 相同 ， 如 图 11-1-4 所 示 。 
矩阵 太 ' 的 行列 式 可 以 写成 ， 
“442。 


图 11-1-4 流 图 局 


1 
IW'| = > Oris jaa "Wnje > Orie a fy 
fa*4 jp' 7 
本 


一 gs 
一 > je joni" Woin 
tpt 


4 
> ot 
十 3 “jn 2 \ Uy "Tajn 
Th <9 Fr 一 上 


《11-1-27 

因为 著 Ge 非 零 ， 则 每 一 个 Wj Wis Wr Wain 就 是 一 个 
局 - 祭 图 9 所 以 

I 下 = (17"32(~1)44(G' 的 P- 集 团 D'; 梁 积 ) (11-1-3} 

显然 ， 这 个 等 式 在 有 几 条 边 并 联 时 也 成 立 ， 这 就 说 明 ， 我 们 可 以 

改进 流 图 的 定义 ， 使 得 可 以 有 并 联 边 存在 。 换 句 话说， 我 们 可 以 


“A443* 


根据 以 下 定义 得 到 与 流 图 @ 对 应 的 矩阵 矿 ， 

wi = 从 顶点 j 连接 到 顶点 i 的 边 权 的 和 《〈 当 有 这 祥 的 边 存 

在 时 ) ， 

以 及 

wij=0( 当 从 j 连接 到 i 的 边 不 存在 时 ) 。 

另 一 方面 ， 一 个 流 图 C 《把 流 图 看 成 加 权 有 向 图 ) 的 连接 抵 
阵 C = [cj] 的 元 素 ci 是 

cuv= 从 顶点 了 连接 到 顶点 ; 的 边 权 的 和 ( 当 有 这 样 的 边 存在 

时 ) 

以 及 

cj;=0， ( 当 从 顶点 j 连接 到 顶点 i 的 边 不 存在 时 》 
天 此， 我 们 可 以 很 容易 地 看 出 

C=W' (11-1-4) 

换 句 话说 ， 如 果 C 是 有 向 图 G 的 连接 逢 阵 ， 那么 G 可 以 看 作 和 矩阵 
C 的 流 图 。 因 此 据 式 (10-1-9) 我 们 有 

1c|= (一 DC-DG 的 P- 集 园 DD; 乘积 ) {11-1-5) 
遗 信 的 是 ， 许 多 有 向 图 没 有 已- 
集团 ， 例 如 ， 了 加 11-1-1 中 的 有 向 , d 
图 就 没有 -集团 ， 于 是 |C1 =0， (> 
这 不 是 一 个 令 人 满意 的 结果 。 1 : 

若 对 连接 矩阵 作 一 些 限制 ， 
出 可 获得 下 述 重要 结果 。 图 Ho175 有 向 图 G@ 

定理 11-1-1 设 一 个 有 向 图 G 中 所 有 边 的 权 是 布尔 变量 ， 设 
C 是 G 的 连接 矩阵 ， 则 Av 是 从 顶点 7 到 顶点 * 的 开关 函数 ， 其 
中 A,, 是 矩阵 [C + [7 在 (syr) 位 置 上 的 余子 式 ， 所 用 的 运算 是 布 
尔 和 与 布尔 积 . 

例 11-1-1 考虑 图 11-1-5 中 的 有 向 图 G 。 连接 矩阵 C 是 
.444 。 


1 2 3 4 
1 0 a b 0 
2| 0 0 co dd 
c- 0 ee 0 4# | 
4| 0 0 0 | 
那么 [C+ 好] 是 
1 2 3 4 
1F1 oa 6 | 
2.0 1 ec ad 
[C+Ul 1 7 
- 4;:0 0 0 1, 
LC + UI 的 余子 式 A 是 
le & 0 
Au=|1 ¢ dl|=acf+ad+bf+bed 
e 1 了 
这 就 是 从 顶点 1 到 顶点 4 的 开关 函数 。 


定理 11-1-1 的 证 明 回忆 10-1 节 ， 我 们 有 
1] 到 |= (~1)” 这 (D4P- 集 园 DD; 乘 积 ) (11-1-6) 
由 行列 式 的 定义 
iW 三 Ebi ni (11-1-7) 
这 是 因为 当 GPa 非 零 时 ， 每 一 项 Opi js" Wane 
是 一 个 也 - 集 园 乘积 。 由 于 在 式 (11-1-6) 的 一 个 忆 - 集 图 习 积 和 式 


《11-1-7) 的 一 个 非 零 项 之 闻 在 在 1 : 1 对 应 ， 央 此 式 (11-1-6》 去 
掉 符号 就 适用 于 布尔 变量 矩阵 ， 即 


1C'1= ;CP- 集 图 DD 乘积 ) (11-1-8) 
假设 把 变 元 Y 加 到 人 忆 的 (s,r) 元 上 ,并 设 所 得 的 矩阵 是 CCY). 
445 ， 


由 式 (11-1-8)， 纸 阵 C(Y) + 世 73 的 行列 式 可 写作 
ICCO7)+UI= 之 (G 的 P- 集 较 记 乘积) (11-1-9) 


其 中 Gy 是 将 给 定 的 图 G ， 人 嵌入 从 顶点 * 到 项 点 7 的 边 了 ,并 在 @ 

的 每 个 顶点 上 加 入 权 为 1 的 自 环 而 得 到 的 线 图 。 
存在 一 个 不 包含 边 Y 的 P- 集 园 D;, 假定 用 D;(0) 来 表示 它 ， 

又 设 包含 了 的 己 - 集 图 表示 为 了 Pi;(0)》， 那 么 式 (11-~1-9) 可 家 为 


1C(7) + LI=GY 的 > (Di(0) 乘 积 ) + > (YP,(0) 乘 积 ) 


(11-1-10) 

显然 
1C + Ul= > 力 (0) 乘 积 (11-1-11) 

并 且 
As = > Pi;(0) 腾 积 (11-1-12) 


因为 YP;(0) 是 Gz 中 的 一 个 已 -集团 ， 所 以 已 (0) 必然 包含 
一 条 从 顶点 7 到 顶点 5 的 有 向 路 径 ， 使 得 它 同 边 了 一 起 构成 一 个 
有 向 回路 。 设 这 条 有 疝 路 径 是 已 。 叉 设 Gx CQ2(P7))) 是 从 GY 中 删 
去 P; 的 所 有 顶点 和 与 这 些 顶 点 连接 的 所 有 边 得 到 的 有 向 图 。 那 
么 Gr(Q0CPN)) 中 任何 一 个 局 - 集 立 (连同 有 向 回路 (YY)U P 一 起 
就 是 Cr 中 的 一 个 己 - 集 图 ， 并 且 ，GYy 中 (包含 有 向 回路 (YY) 
UP) 任 何 一 个 P- 集 园 ， 当 我 们 从 中 移 兴 (了 7) UP; 时， 就 变 成 了 
G4 C920CPD) 中 的 -集团 。 于 是 


SPi(0) 乘积 = Pi 采 积 | 了 Gs 【CED7 的 P- 集团 D1 滋 


积 | (11-1-13) 
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其 中 > 的 意思 是 对 G4 中 所 有 从 顶点 r 到 顶点 s 的 有 向 路 径 求 和 ， 


对 于 非 空 的 Gy (0(CPD))， 存 在 一 类 仅 由 权 为 1 的 自 环 组 成 
的 已 - 集 园 。 因 此 ， 
Grid 的 已- 集团 忆 ; 乘积 =1+… (11-1-14) 
该 式 右 端的 1 是 由 于 布尔 代数 运算 的 结 果 。 当 GCCP7) 是 空 
集 时 ，P;(0) 乘 积 就 龙 P; 乘积 ， 次 此， 式 (11-1-13) 就 变 为 


之 (Gz 的 Pi0) 乘 积 )= > (G5 的 了 :乘积 ) (11-1-15) 


因为 除了 了 本 身 以 外 ，Gz 中 从 顶点 7 到 顶点 3 的 有 向 路 径 同时 
也 在 G 中， 反之 亦 然 。 所 以 我 们 有 


A,, 一 > 局 的 2; 慷 积 (‘11-1-16) 


这 就 是 从 顶点 7 到 顶点 5 的 开关 函数 。 (证 毕 》 

为 了 分 析 无 向 开关 网 络 ， 首 先 我 们 应 注意 到 ， 在 定理 11-1-1 
的 有 向 轩 中 ， 可 以 将 许多 边 赋 以 相同 前 权 。 如 果 我 们 用 两 条 并 联 
有 向 过 来 替换 一 条 无 向 边 ， 二 边 的 方向 相反 但 赋 以 与 无 向 边 相 同 
的 权 ， 如 图 11-1-6 所 示 。 这 样 就 可 得 到 一 个 与 无 向 图 和 对 应 的 有 
向 图， 它 具有 以 下 性 质 ， 


图 i1-1-6 有 向 边 与 无 向 边 之 间 的 对 应 
.对 于 G 中 两 个 项 点 7 和 5 之 间 的 任 一 条 路 径 已 ， 在 G 中 
航 有 两 条 有 向 路 径 PP 和 P",，P 从 rr 到 s ,P" 从 s 到 7r ,并 且 
忆 隘 积 = 已 "乘积 = PP 乘积 
2. 对 于 G 中 从 r 到 s 的 任 一 条 有 向 路 径 己 ， 存 在 G 中 + 和 
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s 之 间 的 一 条 路 径 己 ， 使 得 
P' 乘积 = P 乘 积 

因此 对 于 开关 网 络 来 说 ，G 和 G' 是 相同 的 。 于 是 定理 11-1-1 可 
以 改进 以 适用 于 无 向 图 ， 

定理 11-1-2 设 无 向 图 避 中 所 有 边 的 权 是 布尔 灾 量 ， 设 己 是 
G 的 连接 矩阵 。 则 LC + UJ 的 余子 式 A,,( = 4) 是 G 中 顶点 "和 
5 之 闻 的 开关 函数 ， 

例 11-1-2 图 11-1-7 中 开关 


和 网络 的 连接 矩阵 己 是 
1 2 3 4 
1 0 0 34 b | 
c= 0 0 5c d 
31 村 化 0 加 ， 
4 b&b d € o | 图 11-1~7 开关 网 络 G 
则 CC + 上] 的 A 是 
‘0 c¢ dd 
ao 1 ee|=actadet+tbcet+bd 
b 已 1 
这 就 是 顶点 1 各 2 之 间 的 开关 函数 。 


11-2 开关 网 络 的 分 析 


我 们 已 经 研究 了 一 种 求 两 项 点 间 的 开关 函数 的 方法 ， 即 应 用 
定理 11-1-2， 这 种 方法 是 利用 连接 矩阵 米 进 行 的 ， 这 里 ， 我 们 要 
考 感 分 析 开 关 网 络 的 另 一 种 方法 ， 它 利用 的 是 1-2 节 和 1-6 节 中 介 
绍 的 所 有 可 能 路 径 的 集合 的 狂 质 。 

设 {E} 是 线 图 G 的 欧 拉 图 的 集合 , 而 {Pi} 是 @ 的 顶点 1 和/ 
之 间 所 有 可 能 路 径 的 集合 。 那 么 ， 从 定理 1-6-12 我 们 知道 
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{Pi} = min (POE EE {E}} (11~2-1) 
其 中 PE (Py}， 也 就 是 说 ， 如 果 我 们 知道 了 两 个 顶点 间 的 一 条 路 
径 已 ， 那 么 这 两 个 顶点 之 间 的 所 有 可 能 的 路 径 都 可 以 由 书 的 欧 拉 
图 和 的 环 和 得 到 ， 从 定理 1-5-3 我 们 还 知道 ， 如 果 线 图 G 是 不 
可 分 的 ， 那 么 {E} 可 以 由 {C} 来 代替 ， 其 中 {C} 基 GG 中 所 有 可 能 
的 回路 的 集合 。 也 就 是 说 ， 对 于 一 个 不 可 分 图 CG 
{Pi} = min {PO@C, CE CY ¢11-2-2) 
假定 是 如 图 11-2-1 所 示 的 可 分 图 ， 其 中 @ 和 G: 都 是 不 可 
分 的 。 那 么 我 们 容易 君 出 ，{ 忆 让 可 表示 为 


Pi} = {Pi @ {Pi} (11-2-3) 

其 中 1EG:，7EC:， 而 
{Pa} =min{POC ICE {C0} (11-2-4) 
{Pu} = min {POC,: Cut tC}} C11-2-5) 


Pt{Pin}，Pe{Pi}，{Ci} 是 Gi 中 所 有 可 能 回路 的 集合 ，{C2} 是 
.G; 中 所 有 可 能 问 路 的 集合 . 

一 般 地 ， 我 们 可 以 叙述 为 以 下 定理 . 

定理 11-2-1 假定 把 一 个 可 分 线 图 G 从 荐 点 UzsUas "yk’ 处 
割 开 ， 从 而 可 分 成 个 不 可 分 子 图 CC:yGAR 所 有，( 图 11 
-2-2 络 出 了 &R=6 的 一 例 ) 。 


图 11-2-1 可 分 图 GG 图 11-2-2 可 分 图 G 
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又 假定 项 点 i 和 了 之 间 的 一 条 路 径 Pi 通过 基点 v0 ,v(m 志 
hk'), 设 EC Gl 和 GCG, 有 公共 制 点 ws， Gs 和 Gs 有 公共 制 点 ma， 
pm 和 Gh 有 公共 荐 点 Umy 而 jECrms 那么 


{pi = {piv} 四 人 BD {pres} (11-2~6Y 

其 中 
{Pn} = min{P.@C, CE {C1}} 《II-2-7， 
全 =min{P,BC, CE {C,)} (11-2-8) 


{Pin = min{Pa®BCn Cn€E {Co}} (11-2~9) 
Pé{Pis,}s Pe{Py,s,,}, Pn€ (Pons}s r=213991m 一 1 而 {1C,}》 
是 G, 中 有 所 有 可 能 回路 和 空 集 的 集合 ，4=1,2,…,m。 并 且 ， 开关 
浮 数 Fi; 可 以 表达 为 
开放 一 下 (11~2-10) 
其 中 


Fw = > (路 径 已 乘积 ) (11-2-11) 


Pn 这 (路径 已 乘积 (11-2-12》 


(11-2-13) 


图 11-2-3 开关 网 络 
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例 11-2-1 考虑 图 11-2-3 中 的 开关 网 络 。 假 定 我 们 选取 i 和 
i 之 间 的 一 条 有 路径 Pi 为 Pi;;= (qisbi1sd1sds)., 
这 条 路 径 通过 割 点 扩 : 和 太 :。 显 然 我 们 需要 考虑 的 全 部 子 图 力 是 
G4Gs， 和 Gs。 利用 G，G: 和 CG: 的 所 有 可 能 回路 和 空 集 的 集 
合 亿 让 ， 志 和 {s}， 即 
{C1 = {6 ,a1,02909)} 
1C2} 一 《 中 tb,b,,b) » (bs bs3b4) » (Cbsba)} 
{Ca} = {0 diy dssd), (dysd ss de) Cds ds ds do)} 
我 们 可 以 得 到 
{Pia} =min{(a)@CYs CE {CY = (01), (Cas a0))} 
{Pews} =min{((h ,BCs CeE {CY = {C60) 3 barb (bs,b)} 
《人 一 min{(dis ds BC,; CE 《CC 
= (dysdes) 3 Cas das ds Cis ds doe), (dordde)} 
二 此 开关 函数 请; 是 
Fi=Fi, FF ,i 
= (gy 十 Gags) Ch + bby + bsbs) Cd ds + ddsd, 
+ didds + dads) 
这 里 讨论 的 方法 适用 于 计算 机 分 析 开 关 网 络 。 另 外 ， 如 果 有 
必要 计算 一 个 以 上 的 开关 函数 ， 我 们 就 可 以 利用 路径 集 之 间 的 关 
系 来 简化 计算 式 ， 如 利用 定理 1-6-7 所 给 出 的 三 角 关 系 。 


11-3 ”完全 确定 开关 函数 的 综合 


现在 我 们 区 来 考虑 一 种 特殊 的 网 络 ， 通 称 单 触 点 网 络 
《sin gle contact 篇 称 5C 网 络 ) 。 

定义 11-3-1 SC 网 络 是 一 种 无 向 图 ， 其 中 每 一 条 边 的 权 为 
不 同 的 布尔 变量 ， 

这 里 ， 我 们 只 考虑 这 样 一 种 开关 《布尔 ) 函数 ， 它 们 是 完全 
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确定 了 的 〈 即 对 应 的 真 值 表 为 1 或 0) 。 我 们 要 解决 的 问 题 是 : 
是 否 存 站 一 个 SC 网 络 ,满足 所 给 定 的 完全 确定 开关 阔 数 。 例 如 ， 
通 数 
F=ab+acd+de 
不 是 一 个 SC 网 络 前 开关 示 数 。 另 一 方面 ， 函 数 
F=abtacd 
显然 是 一 个 SC 网 络 的 开关 函数 
为 了 简便 ， 我 们 采用 以 下 定义 。 
定义 11-3-2 我们 说 {P,,) 是 一 个 与 完全 确定 开关 遂 数 ,对 
应 的 集 台 ， 如 果 


F,,= >, “PP 乘积 《11-3-17 


其 中 书 , 飞 积 是 {了 P,,} 中 所 有 元 素 的 薪 积 . 
例如， 如 果 下 -=atpg+ce)+a(e+pc)， 风 与 五 .对 应 前 集 
合 {Pr} 是 
{Ps} = {a,b), (gaycse) (de), Ch,csd)} 
因为 在 一 个 5C 网络 中 每 条 边 的 权 不 同 ， 为 了 简便 ,我 们 以 
一 条 边 的 权 作为 这 条 边 的 名 称 , 若 把 一 个 完全 确定 开关 函数 有 5 表 
示 为 
PF;, = > Pi 乘积 {11-3-2) 
我 们 就 可 以 看 出 ， 如 果 一 个 与 下; 对 应 的 开关 网 络 是 SC 网 络 ， 
那么 集合 {Pi 小 必定 是 项 点 i 和 i 之 间 的 所 有 可 能 路 径 的 集合 , 由 
于 这 个 原因 ， 我 们 有 以 下 SC 网 络 开关 函数 的 必要 条 件 。 
定理 11-3-1 设 和 集合 4 让 是 与 一 个 SC 网 络 的 完全 确定 开关 
函数 已; 相对 应 的 ， 对 于 {Pa} 中 任意 奇数 个 已 ,比如 已 Po， 
Pari， 必 存在 {Pi 中 的 P' ,满足 : 
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P'CPDBDPB"E Pat (11-3-3) 
例如 ， 如 果 下 i = atb+ce) + bcdq， 那么 {Pi = {(a,8) 《aycy 
2E)(5scya)) 。 因 为 (oj5) 四 (aycye) 四 (cid) = (d,e)， 并 且 没 有 
满足 式 (11-3-3) 的 P'E{Pi}， 所 以 FF; 不 是 一 个 SC 网 络 的 完全 
确定 开关 函数 
定理 11-3-1 的 证 明 ”如果 {Pi} 是 顶点 i 和 7 之 各所 有 可 能 
路 径 的 集合 ， 那 么 奇数 个 P,E4Pa} 的 环 和 是 一 个 M 图 Mi; 见 1- 4 
节 》， 它 或 者 是 一 条 路 径 已 ， 或 者 是 一 条 路 径 和 若干 回路 的 无 重 
边 并 ， 其 中 Pt{P}。 证 毕 》 
复习 一 下 子 图 集合 的 某 些 性 质 是 有 帮助 的 ， 在 SC 网 络 的 综 
合 中 也 需要 它们 。 在 3-5 节 中 ， 我 们 曾经 学 过 从 一 个 基 本 割 集 盾 
阵 综 合 一 个 线 图 的 方法 ， 从 式 (3-4-24)， 我 们 得 到 基本 割 集 矩 
阵 Q, 和 基本 回路 矩阵 B;=[U By,,] 之 间 的 关系 为 
Q,=[LB},,U] (11-3-4) 
我 们 知道 ,一 个 基本 回路 矩阵 可 以 很 容易 地 从 所 有 可 能 回路 
的 集合 {C} 得到。 在 1-6 节 中 ， 我 们 曾 看 名 
{CY = min {FE} {11-3-5) 
其 中 { 五 } 是 线 图 CC 中 所 有 可 能 欧 拉 图 的 集合 。 因此， 如 果 给 定 一 
个 集合 {EE}， 我 们 就 可 以 得 到 一 个 线 图 上 G， 它 以 {EE} 作 为 所 有 可 
能 欧 拉 图 的 集合 ， 
一 个 SC 网 络 的 开关 函数 五 5 将 给 出 4Pa) 《i 与 i 之 间 所 有 
可 能 路 径 的 集合 ) 而 不 是 {E}。 但是， 从 1-4 节 和 5-3 节 我 们 知 
道 ， 舍 合 {E,Mi 具 有 #4 一 tt+ 2 个 生成 元 ， 其 中 。 或 #4 分 别 为 
连通 线 图 G 中 边 数 和 顶点 数 。 因 为 我 们 将 试图 从 一 个 完全 确定 开 
关 函 煞 户 ; 来 综合 一 个 SC 网 络 G， 所 以 可 以 假设 G 是 连通 的 . 
从 Fi 综合 得 的 SC 网 络 G 可 以 具有 这 样 的 性 质 ， 每 一 条 边 至 少 
位 于 从 站 到 /的 一 条 有 路径 中 ， 因 此 我 们 容易 看 出 G 或 为 不 可 分 
图 ， 或 者 由 上 个 不 可 分 子 图 人 GGs，…G4 组 成 ， 都 有 :《 1 ) 这 些 
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子 图 的 任意 两 个 都 没有 公共 边 ，《 2) 这 些 子 图 中 和 尾 两 个 至 多 有 
一 个 公共 点 ; (3) 有 一 1 个 割 点 ; {4 DiGijEGx,， (5) 以 i 
到 了 的 每 一 条 路 径 全 都 通过 这 上 - 1 个 割 点 ， 如 图 11-3-1 所 示 . 
可 以 看 出 

Di Ps} = {C} (11-3-6} 
其 中 {1C) 是 全 中 所 有 回路 的 集合 。 


< 区 


图 11-3-1 SC 网 络 G 


从 集合 4C) ， 我 们 避 以 得 到 
基本 回路 矩阵 B/， 因 此 ， 基 本 
市 集 和 矩阵 可 由 式 (11-3-4) 得 到 ， 
现在 我 们 可 以 找到 一 个 线 图 G， 
它 以 {C} 作 为 所 有 可 能 回路 的 集 
合 。 可 是 ， GG 不 一 定 以 Ps} 作 
为 从 到 了 的 所 有 可 能 路 径 的 集 
合 。 例如， 假定 {Ps} = {(ay 的 ， 图 11-3-2 线 网 局 
(c,d)}， 那 么 

Pi} @ {Ps} 三 {$, Ca,b,c,d)} 
图 11-3-2 中 的 线 图 避 以 (a,5,c,d) 为 一 个 回路 。 因 此 GG 以 1C} 为 所 
有 可 能 回路 前 集合 。 可是， 号 并 不 以 人 ay 的，《csa)} 作为 两 个 顶 
点 间 所 有 可 能 路 径 的 集合 

为 了 得 到 以 {Pw} 作为 i 和 j 之 间 所 有 可 能 的 路 径 集 合 的 线 
图 ， 我 们 加 上 一 条 以 i 和 ji 为 端点 的 边 》， 换 和 甸 话 说， 如 困 有 一 
个 SC 网 络 避 以 4P;} 作 为 i 和 ji 之 间 所 有 可 能 路 径 剖 集合 ， 那 
么 ， 插入 边 > 所 得 的 新 线 图 GU ty) 将 其 有 这 样 的 性质， 对 于 每 
一 个 PedPi}，(y) UP 是 一 个 加 路。 因此 
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WU Pa = 4 UY Ps PE{ (11-3-7) 


是 GU (y) 中 所 有 可 能 的 回路 集合 {C,} 的 一 个 子 集 。 
因为 SC 网 络 具 有 这 样 的 性 质 ， 哮 


4Pi} B {Ps = {OC} {11-3-8)} 


鞭 以 {y} U Pa} 将 包含 线性 无 关 的 全 部 回路 ， 它 们 能 生成 GU (y) 
的 所 有 回路 。 这 样 ， 利 用 人 y}U Pi 中 的 回路 ， 我 们 可 以 得 到 
GU (y) 的 回路 矩阵 囊 . 而 利用 这 个 回路 矩阵 B,， 就 可 以 得 到 基 
本 回路 矩阵 8B; 和 基本 割 集 矩 阵 Q;。 我 们 再 根据 这 个 矩 降 Q;， 
就 可 以 构造 一 个 线 图 

现在 ， 一 个 重要 的 问题 是 从 G 中 删 去 边 了 后， 是 否 得 到 一 个 
以 给 定 集合 {P 必 为 两 顶点 问 所 有 可 能 路 色 集 合 的 3C 网 络 。 下 
面 的 定理 就 回答 了 这 个 问题 。 

定理 11-3-2 设 {Pii} 是 一 个 与 满足 定理 11~3-1 的 完全 确定 
开关 阔 数 Fi 对 应 的 集合 又 设 Pis Ps Pn 是 {Pi} 中 线性 无 关 
的 路 径 ， 昼 致 {Pi 中 其 它 任 一 有 路径 P' 不 可 能 与 这 些 路 径 线 性 无 
关 。 当 县 仅 当 存 在 一 个 零度 为 m 的 无 向 线 图 局 ， 其 线性 无 关 回 路 
为 (2) UP,(y)U PoCYy)U Ps， 其 中 》 不 在 (Pi} 的 任 一 路 径 
中 ， 则 G 去掉 边 了 是 一 个 满足 Fi 的 SC 网 络 ， 

注意 ， 一 个 SC 网 络 满足 Fi 的 意思 是 :在 SC 网 络 中 存在 
两 个 顶点 ， 这 两 个 顶点 间 的 开关 函数 是 Fj;。 路 径 这 个 名 称 是 用 
来 给 {Pj} 中 的 元 素 命 名 的 。 不过， 如 果 不 存 在 满足 Fi 的 SC 网 
络 ， 那 么 这 种 用 法 也 许 并 不 确切 ， 

定理 11-3-2 欧 证 明 ， 假定 有 一 个 零度 为 m 的 元 向 线 图 G， 
(2) UPCy UP,…,《y) UP 是 图 G 的 线性 无 关 团 路 。 假定 在 
GQ 的 顶点 1 和 7 之 间 有 一 条 路 径 P'， 它 不 在 {Pa} 中， 因为 (》》 
UP’' 是 GG 的 一 个 回路 ， 所 以 Cy) UP 可 惧 由 (Cy) UP (y)U 7,， 
(3 U Pw 中 一 部 分 的 环 和 得 到 。 不 失 一 般 性 ， 设 
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CW UP = VU PIGLO UYU PB EL YU Par 
(11-3-9) 
其 中 2k+1m。 那么 
P'= PBPD.… 人 BP 《11-3-10) 
已 必 在 {Pi} 中 ， 这 是 因为 FF;; 满足 定理 11-3-1， 而 这 与 P' 不 在 
{Pi 中 的 假设 矛盾 ， 
假定 G 去 掉 边 》 后 是 一 个 满足 Fi 的 SC 网 络 ， 那 么 很 明 
显 ， 他 的 零度 为 所 ， 是 (YU Pi Cy)U Pye, Cy) UP, 是 线性 无 
关 回 路 。 《证 毕 ) 
运 胃 这 个 定理 ， 就 可 以 从 一 个 完全 确定 前 开关 画 煞 F'i; 按 以 
下 步 又 综合 出 一 个 SC 网 络 ， 
步 绝 1 检验 所 给 的 函数 Ps 是 否 满足 定理 11-3-1。 如 果 不 
满足 ， 王 ; 就 不 是 SC 网 络 的 开关 函数 ， 
步骤 2 从 对 应 于 Fi; 的 祭 合 人 让 中， 选取 线性 无 关 路 径 
Ps Pry, Pn, 用 回路 (7) UP,, Cy) UP,,…,(y) UP 构造 回路 
矩阵 上 B， 
步骤 3 用 初等 行 运算 和 列 运 算 把 了 变 成 化 本 回路 矩阵 [U 
Bi,], 
步 又 4 构造 基本 割 集 矩阵 Qj: 
QQ = 人。 (11-3~11) 
步骤 5 用 3-5 节 的 方法 求 出 线 图 C ， 它 的 基本 制 集 炬 阵 蚌 
按 步 台 4 得 到 的 
步 巩 6 删 去 边 y， 所 得 的 图 即 为 满足 Ei 的 SC 网 络 ， 其 
中 顶点 i 和 j 是 边 》 的 端点 . 
下 面 的 例子 说 明了 应 用 上 述 步 最 的 过 程 ， 
例 11-3-1 由 下 可 以 看 出 ， 完 全 确定 开关 函数 
Fi=ab+acd tbcet+de 


满足 了 定理 11-3-]。 因 此 我 们 转 到 步骤 2 。 
“A456 * 


步骤 2 从 
Pi} = {lasb) sascsd)s hese), Cd,e)} 
中 ， 假 定 我 们 取 Pi = (a5) ,P= (asyc;d) 和 P= (b,cs2) 作为 编 
性 无 关 政 径 ， 注 总 (dye) = 了 ,外 旬 P。 回路 矩阵 了 3 是 


ao be de 24 
(YUDPT1L10O000 1 
B=(WUPI1 0 1 101 
(WUPLo 1 10 11 
步 怠 3 ”调整 8 的 列 : 
bd earc yy 
1T1i1 0 0 1 0 1 
B=210 10 111 
3|10 1011 
热 后 把 行 1 加 到 行 3 上 ， 得 到 
bde al yy 
1[100 101 
B=2i010 1 1 1|=[U BB 
3100 1.110 
砂 台 4 得 到 0,: 
pd ee a EC 多 
ifi 1 1:1 00 
Q=210 1 1:0 010 
3Ltt 10:0 0 1 
步骤 5 首先 求 出 关于 行 工 的 五 子 阵 ， 
ey 
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用 这 个 及 子 阵 就 可 以 得 到 上 L 子 蜂 对 ; 峙 ,(1) 和 奢 ,(1) 
nn a cc 


1! 1 1 1 0 


oo 


oe 4» 
1 1 90, 


oT 
Co 


-1 1 0 8 1 

与 4 和 及,(1) 对 应 的 两 个 线 草 和 和 G 如 图 11-3-3 所 示 。 
将 C, 和 Ga: 结合 在 一 起 ， 移 去 预 襄 1 ， 就 得 到 图 11-3-4(ay 所 并 
的 线 图 C。 


~ 
b 
0 of 


图 11-3-3 对 于 大 LO) 并。 CU 的 引 图 
步骤 6 从 CG 中 删 去 边 y。 得 到 线 图 G[ 图 11-3-4(b)] 它 是 
在 顶点 3 和 O” (其间 连 着 边 »》) 之 间 满 足 已 知 ; 的 SC 网络 。 


要 11-3-4 
(4) 线 四 (7 《b)5C 同 络 
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11-4 以 SC 网 络 综合 不 全 定 开关 函数 


其 中 符号 表示 下 是 不 确定 的 《不 必 考 上 起) ， 如 象 此 真 信和 表 所 给 
出 的 ， 县 有 不 完全 确定 情况 的 开关 函数 称 为 不 全 定 开关 秀 数 。 

定 愉 让 -4-1 对 于 一 个 不 全 定 开 关 函 数 户 ;; 来 说 ， 符 号 {Rj} 
和 和 拭 六 和 代 天 与 下 ; 对 应 的 两 个 集合 ， 它 们 满足 ， 


1. Fi(1) = ”> 只 乘 积 (11-4-1) 
hrs Riji! 
2， FiD = 人 了 乘积 (11-4-2) 


Jre es’ 


其 中 请 (1) 是 从 碧 ;; 把 对 应 真 值 者 内 所 有 的 1 轻 09 得 到 的 ， 
玉 ; (中 是 从 Fi; 把 对 应 真 值 形 内 所 有 的 1 置 0， 所 有 的 7 置 1 得 
到 的 。 
注意 ， 将 对 应 真 值 天 中 所 有 的 1 置 1 时 ， 
五 | = 五 i++ (1) 《11-4-3》 
还 可 以 看 出 
{Ri) N41} =$ (11-4-4) 
我 们 也 可 以 不 用 真传 次 而 用 Fi(1) 种 六 i;( 了 来 确定 一 个 不 
全 定 开关 冰 数 ,例如 ， 
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Fl1) = xs 
F(T) = xXx 
给 出 一 个 不 全 定 开 关 函 数 ， 其 真 值 玫 就 是 上 面 所 给 出 的 。 这 组 方 
上 外 的 集合 {Ei 和 {I 站 是 
{Ki} = (xX) 
AT} = (x1s22) 
若 一 个 不 全 定 开关 函数 给 定 ， 则 我 们 可 以 选取 { 尼 让 使 
. {Ra} CP 
并 且 任 何 一 个 了 7E 好 让 可 以 在 人 (站 中 。 但 是 ，{Pi} 将 选 择 一 定 
相合 得 按照 上 节 所 提供 的 步骤 就 能 够 综合 出 一 个 SC 网 络 。 下 面 
的 例子 说 明 选 择 集 合 tPi} 的 过 程 ， 
例 11~4-1 设 有 一 个 不 全 定 开 关 范 数 ， 其 对 应 集合 给 定 为 
{Ri = (a,esf), (bsd,f), (c,d,e), ab,c))} 
和 , 
{fi = {Cd,esf) ,Caosbsf), Cascse), (bcsd) ,Casbse)} 
假定 我 们 选取 4Pi} = {Ri} ， 这 种 选择 需 满足 定理 11~3-1。 选 择 
P= (a,e,f) ,P= (b,d,f),Ps= (c,d,e)， 我 们 有 


aopbpre de fy 
(VUP[T1 0 .0:0 1 1 1 
B=UP|0 10,1011 
WUPL0 0 1 34110 1 


因为 这 是 一 个 基本 回路 持 阵 ， 所 以 ， 我 们 可 以 得 到 基本 害 集 矩阵 
为 


De 
+ 
[= 
人 
mh 


“460 ° 


这 个 符 阵 不 可 实现 为 基本 割 集 矩阵 ， 因 此 乒 5(1) 不 是 SC 网 络 的 开 
关 函 数 。 
假定 我 们 把 (d,e, 让 加 到 {Pa} 中 去 ， 那 么 
(des EPDBP, = tab fe {Ty 
由 定理 11-3-1，(a,6; 人 站) 必 在 {Pi} 中 。 同样 
{d,e, EPBP,= (a,c,e) tl} 
家 明 所 选 的 ta,c,e) 必 在 {Pi} 中 。 报 后 
(d ,es BPSP, = Wc de ll} 
说 明 亿 ,c, 由 必 在 {Pj} 中 。 因 而， 我 们 有 
{Pi = {Ri U {ld ,esf), Cosbsf) ,Carcse) ,tb ,c,d)} 
所 然 ， 这 个 集合 满足 定理 11-3-1。 赵 P= (d,e, 站 为 线性 无 关 路 
径 组 中 的 一 个 元 索 ， 我 们 有 


_Q 在 
(UP 1 0 
_(WUP. 0 1 
(DUP,. 0 0 
(WUPi 0 0 
把 第 4 行 加 到 第 2 行 和 第 3 行 ， 得 


on 
人 
[| 
Le 
hi 


a 
1 0 
10 1 
0 0 
0 0 


由 此 我 们 得 到 基本 制 集 矩 阵 Q; 为 


On 
全书 叫 忆 
i 
PP 


Qi;= 


心 
[= 
[ 玫 有 
[| 
= 


CC 
1 
1 
1 


Lem 
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把 第 3 行 加 到 第 2 行 ， 得 
a b 

1 1 

Q=10 0 


一 i 
= 一 司 
号 


2 
1 
0 
0 


DD = ON 


1 0 
这 个 矩阵 的 每 一 列 最 多 有 两 个 非 
零 项 ， 因 此 我 们 可 以 得 到 图 11- 
4~1 所 示 的 线 图 内 掉 边 》， 
就 得 到 了 满足 Fi 的 一 个 SC 网 
络 。 
假定 我 们 不 选 《d,e,f)， 而 
是 选择 ta,6,e) 作 为 Pi) 的 一 个 
元 素 ， 也 就 是 图 11-4-1 线 图 好 
{Pi OR UY (a,b,e) 


(a,b,e) BP DP, = (d) ¢ 1} 
从 而 ,在 {Pi} 中 再 多 加 入 41;} 的 任何 其 他 元 素 是 不 可 能 满足 定理 
11-3-1 的 ,因此 上 述 {B;} 的 选择 是 给 虫 待 求 5C 网 络 的 唯一 选择 。 
这 里 一 定 要 注意， 内 要 在 {Pi} 中 出 现 的 不 同 的 布尔 变量 个 
数 不 挛 ， 对 {Pii} 的 各 种 选择 就 不 改变 所 得 的 SC 网 络 的 边 的 数 
目 。 换 名 话说 ， 所 得 的 SC 网 络 的 边 的 数目 是 由 {Pj} 中 不 同 的 布 
尔 变 量 的 个 数 决 定 的 ， 


11-5 多 触 点 开关 网 络 


那么 


在 SC 网 络 中 ， 每 一 边 的 权 必须 是 不 同 的 布尔 变量 。 在 SP 
人 网络 中 ， 一 个 开关 网 络 的 次 条 边 所 带 的 权 可 以 是 同一 个 布尔 变 
重 。 然 而 ， 如 果 两 条 边 的 布尔 蛮 量 x 蚌 相同 的 ， 那 么 一 条 边 必 为 
针 ， 而 另 一 条 壕 必 为 二 (《Y 的 补 ) 。 
。 462 。 


定义 11-5-1 SP 鸯 络 蚌 一 个 无 向 线 图 ， 它 满足 : 〈1) 每 条 边 
的 权 是 布尔 变量 ! ( 2 ) 对 于 每 个 布尔 变量 x ,至 多 有 一 条 边 的 权 
为 x*， 并 且 至 多 另 有 一 条 边 的 权 为 *。 
考虑 SP 网 络 G 的 完全 确定 开关 冰 数 下;;,， 把 它 几 示 为 
Fu= 这 Pr 乘积 (11-5-1) 
- pre THis 
集合 {Pi} 不 一 定 是 GG 中 i 和 ji 
之 间 所 有 可 能 路 径 的 集合 ， 这 是 
因为 图 中 可 能 会 有 这 样 一 条 路 
径 ， 它 包含 两 条 权 为 互补 的 边 ， 
如 % 和 x ， 由 于 x#*=0， 在 下 ,中 
它们 就 不 会 与 非 零 项 对 应 ,例如 ， 图 !1-5-! SP 网 络 
图 11-5-1 中 SP 网 络 的 Fi 是 
Fi= Xxy+ y2 +Xyz 
对 应 Fi 的 集合 {Pi 小 是 
{Pi} = (x, y ) p(y) (x y ,2)} 
显然 它 不 是 该 SP 网 络 中 i 和 j 之 间 所 有 可 能 路 径 的 集合 ， 
定义 11-5-2 当 一 条 路 径 包 含 一 个 布尔 变革 及 其 补 时 ， 就 称 
这 条 有 路径 为 0 路 径 。 
现在 很 清楚 ， 与 一 个 SP 网 络 对 虚 的 完全 确定 开关 国 数 
五 的 人 一般 不 满足 定理 11-3-1、 因 此 我 们 必须 将 4 路径 《〈 它 
是 ?了 和 之 间 的 路 径 》 加 进 {Pii} 中 ， 才 甬 使 所 得 的 集合 { 己 ,小 按 
照 I1-3 节 中 的 步骤 给 出 SP 网 络 。 下 面 的 例子 对 此 作 了 说 明 。 
例 11-5-1 假定 一 个 完毕 确定 开关 画 数 了 5 是 
Fi<ace tccdaet abce + hdg + abede 
那么 与 Fi; 对 应 的 集合 1 是 
Pi} = {Cacre) (asc dE)s (Casbscse), (bs,d ,8), 


《9 提 5 se)》 
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它 不 满足 定理 11-3-1。. 这 是 因为 
(aycye) 人 图 (ac go5) 田 声 ,dq 5) = (b,d,d,e) ¢ {P;} 
{gqscse) Pabcse DO, d= (asasd ,2) ¢ {Pi} 
以 及 
(asc rds) DE bc ee DB dF) = (asd ye) ¢ {Pi} 
但 是 ， 它 们 都 是 0 路 径 ， 因 此 我 们 可 以 把 它们 加 入 { Py} 中 而 不 
改变 Fi;. 所 得 的 集合 1Pij} 为 
Pi = {(ascsye)s (arcsd ,6), Cabscse), (bsd,2), 
(a,b,c,d,e), (ye (ay2sas5)y (oasisd,d,e)} 
设 己 ,= (lacse), P= (aycyaz) Pa= (tasbycse), P,= (bd ,6) 


oadoeedbee ey 
T100001101] 
p=.110001011 
001011101 
10001100 1 1, 
把 第 一 行 加 到 第 二 行 ， 得 
aadad bcoe ray 
[T1000 0011 | 
:0100.00 1 10 
B=| ? 0 | 
,0010'11101 
Lo nm 01 100 1 | 
因此 基本 割 集 和 矩阵 Qj 是 
odd be eapy_ 
站 011 10000 
i1010:01000 
Qi= 1110:00 10 0 
‘0101.:00010 
L1011:00001 
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如 果 我 们 把 第 1 行 加 到 第 5 行 ， 把 第 2 行 加 到 第 3 行 ， 就 得 到 一 


个 关联 系 阵 


4 = 


on 
| 


0 


以 它 为 关联 矩阵 的 线 图 G 如 图 11-5-2 所 
图 即 为 满足 所 给 应 数 Fj 的 SP 网 络 ， 


[一 


La 


0 


[一 下 时 一 下 时 一 下 


1 


+ ON 


0 


[| 


0 
0 
0 
1 
0 
示 


图 11-5-2 线 耻 局 


当 一 个 SP 网 络 的 开关 函数 为 不 完全 确定 时 ， 就 有 集合 {Ri} 
和 {1} ,这 时 ， 除 了 应 该 把 0 路 色 加 进 {P;} 外， 综合 SP 网络 的 


方法 与 11-4 节 中 所 讲 的 几乎 是 一 样 的 . 


当 一 个 开关 疯 络 可 以 有 多 触 点 《 即 一 个 布尔 变量 可 以 是 无 铭 
线 图 中 许多 条 这 的 权 ) 时 ， 这 种 网 络 如 按照 11-3 节 的 方法 来 综合 
就 变 得 非常 复杂 。 在 这 种 情况 下 ， 为 了 应 用 上 述 方 法 ， 就 必须 使 
每 一 条 边 都 有 各 自 不 同 的 和 名称， 这 样 在 一 个 给 定 前 开关 函数 亚 5 
中 ， 要 判断 一 个 布尔 变量 是 否 是 某 一 条 边 的 权 就 非常 困难。 饮 
名， 在 与 开关 函数 乒 5 对 应 的 集合 {Pj} 中 ，(a,b,0) 有 可 能 来 自 

《qqs025b535)， 其 中 01 = oa。 换 句 话说， 假设 在 一 个 包含 两 条 带 
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有 相同 权 的 边 的 开关 网 络 中 ， 有 一 条 i 和 ji 之 间 的 路 径 ， 那 么 这 
条 路 径 的 路 径 乘 积 中 只 能 由 现 下;; 中 的 一 个 x* 。 当 我 们 应 用 11-3 
节 中 的 方法 时 ， 就 必须 重新 构造 这 条 含有 两 个 带 变 量 * 的 边 所 组 
成 的 路 径 。 这 可 不 是 一 个 容易 的 事 ， 下 例 将 说 明 这 一 点 ，。 
例 11-5-2 考 嵌 一 个 开关 丽 数 FF;， 
Fi=abi+act+be 
对 应 Fi 的 集合 Pi} 是 
{DP} = {0,6b), Cac), (b,c)} 
它 不 满足 定理 11-3-1， 因 为 
(a bBo DE c=9 

如 果 我 们 作 以 下 改变 ; 

{0,0)=—> (ai,81) 

《ae 一 Ca;e) 

(bc)—> (b,c) 
其 中 mm = op =6,， 那 么 

(qb Da, cc) Dob,,c) 三 (a1 029b 163) 
于 是 集合 {Pi 为 
{Pi = {015b1), C9256) 3 (bye), Cass os b,,b,)} 

它 满足 定理 11-3-1， 故 按照 11-3 节 的 方法 可 得 到 满足 五 ;; 的 一 个 
开关 网 络 。 


习 是 


1. 利 用 连接 和 托 阵 有 求 册 图 已 -11-1I 网络 中 从 :到 7 了 7 抵 开关 男 
数 。 
2. 利 用 11-2 节 中 所 讲 的 路 径 集 合 求 出 图 尸 -11-2 中 网 络 的 开 
可 Fis 和 PF,;. 
3, 综 合 一 个 SC 网 络 ， 它 满足 完全 确定 开关 函数 
F=oftbdftcdef +cgtbeg todeg 
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4. 综 合 一 个 SC 网 络 ， 它 满足 一 个 不 全 定 开关 阔 数 ， 其 对 应 
集合 {RR 小 和 {1 让 是 
{Ry 三 fkaydyeyy (byd,f), Cb,e), Cc)} 


(fii} = {{a,¢,e), (a,f)} 


图 P-11-1 
{a) SC 网 络 人 《bp) 网 络 C” 


略 P-11-2 
(8) SC 网 络 侣 ，(b)5C 网 络 G? 
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5，、Fi;; = ab+as#*be+ad 是 一 个 SC 网 络 的 开关 奖 数 吗 ? 

6. 假 定 下 | 不 是 SC 网 络 的 开关 函数 ， 而 Fs 是 SC 网 络 的 开 
关 函 数 。 居 = 下 :+ 是 SC 网 络 的 开关 泊 数 取 ? 

7 . 综 人 台 一 个 满足 以 下 完全 确定 开关 浮 数 的 SP 网 络 : 

本 = YY2Z 中 区 yyZ 十 YUE + YU 

8. 假 定 下 , 是 一 个 SC 网 络 的 完全 确定 开关 函数 , 严 = x+ 
x 下 | 是 一 个 SP 网 络 的 完全 确定 开关 少数 码 ? 

9,. 在 SC 和 赔 络 G 中 ， 设 疡 5 是 1 和 7 之 问 的 开关 国 数 ， 乒 证 
i 和 之 间 的 开关 函数 。 假 定 我 们 把 一 个 新 的 变量 x* 加 在 CC 中 误 
和 了 之 问 ， 那 么 在 所 得 的 SC 网 络 中 ，; 和 j 之 间 的 开关 函数 是 
什么 ? 

10. 设 G 是 一 个 SP 网 络 ， 又 设 i， 和 上 是 GG 中 任意 三 项 
点 。 在 让，Fia 和 下 之 间 ， 存 在 什么 关系 ? 其 中 下 ps 是 ?和 
4 之 闻 前 开关 函数 ， 记 96(i 7 有 ， 
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第 十 二 章 ”传输 网 理论 一 一 边 权 例 


12-1 无 向 边 权 (EWC) 网 中 的 单 流 


我 们 来 考虑 从 一 站 向 另 一 站 传送 信息 的 介质 ,例如 电话 线路 、 
公路 ,电力 线 , 公 用 管道 等 等 。 单 位 时 间 内 这 种 介质 所 能 传输 的 信 
息 是 有 某 种 最 大 限量 秧 。 每 站 所 能 处 理 的 信息 也 会 有 一 个 最 大 的 
限量 ， 这 种 介质 网 络 称 为 传输 网 (comniunication net)。 我 们 可 
以 用 线 图 来 表示 它 ， 其 中 每 个 顶点 代表 一 个 站 ， 而 每 条 边 代表 一 
个 在 两 站 之 问 传 送信 息 的 介质 〈 链 ) . 若 各 站 都 不 限制 所 传 信息 的 
数量 时 ， 这 样 的 网 络 称 为 边 权 情 输 网 (Edge Weighted Com- 
munication Net)， 或 记 为 EWC 网 。 当 每 条 边 所 能 传输 信息 的 最 
大 限量 足够 大 ， 使 得 信息 的 传输 量 仅 受到 项 点 《站 ) 的 限制 时 ， 
这 样 的 网 络 称 为 点 权 传 输 网 (Vertex Weighted Communication 
Net) ,或 记 为 YWC 网 .本章 只 讨论 EWC 网 ,YWC 网 在 下 一 章 讨论 ，。 

在 EWC 网 中 ， 因 为 内 有 边 才 限制 信息 的 传输 量 , 所 以 只 有 边 
具有 容量 〈 权 ) 一 一 边 所 能 
传送 信息 量 的 最 大 限量 ， 这 
些 权 称 为 边 容量 。 当 所 有 边 
均 未 定向 的 时 候 ， 就 称 网 络 
为 无 向 EWC 网 。 另 一 方面 ， 
当 所 有 边 均 定 了 向 时 ， 就 称 
之 为 有 向 EWC 网 。 例 如 ,图 
12-1-1 中 的 线 图 是 无 向 图 12-1-1 一 个 无 向 EWC 网 
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EWC 哆 ， 其 中 ， 给 每 条 边 赋 的 权 代表 该 边 的 边 容量 ， 

为 了 方便 ， 我 们 用 “从 守 分 本 到 7 的 流 ” 这 样 的 说 法 来 代替 
“从 顶点 计 传输 到 顶点 ij 的 信息 ”这 句 话 。 这 里 我 们 要 困 色 下 面 
的 术语 。 

定义 12-1-1 设 书 , 是 无 启 图 由 顶点 宇和 7 之 间 的 一 条 有 路径， 
从 i 到 i 的 对 应 有 向 路 径 是 这 样 得 到 的 给 吕 . 的 每 条 边 定 一 个 方 
扇 ， 使 路 径 P, 变 成 一 条 从 i 到 i 的 有 向 路 径 。 

例如 ， 在 图 12-1-2(a) 所 示 的 无 向 线 图 中 ， 路 径 忆 = (a,b,c) 
的 从 ?到 的 对 应 有 疝 路 径 如 图 12-1-2(b) 所 示 。 


(2) (by 


图 12-1-2 
(ay 线 图 GG 和 路 径 P， (by 户 的 从 [到 了 的 对 座 有 向 路 乱 


定义 12-1-2 符号 纪 ,， 者 示 从 项 点 了 到 预 点 了 的 流 《〈 注 意 下 
标 代表 这 些 顶 点 ) 

将 流 少 ， 分 配给 一 条 路 径 的 意思 是 由 这 条 路 径 中 的 过 传 输 
多 
定义 12-1-3 设 忆 是 无 向 图 中 顶点 工 和 了 之 间 的 一 条 路 径 ， 
分 配给 路 径 已 一 个 流 多 的 意思 是 把 ,分 配给 P. 的 每 条 边 ， 其 定 
向 与 P. 的 从 i 到 7 对 应 的 有 疝 路 径 方向 一 致 。 

例如 ， 分 配 几 ,= 1 给 路 径 卫 = (a, 5，c)， 也 就 是 说 ， 我 们 把 
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1 个 单位 的 流连 园 适 内 的 堂 遍 革 给 成天 短 条 边 ， 如 轿 12-1-3(a) 
所 示 。 交 了 简化 ， 通 党 用 一 条 委 于 代表 和 划 风 12-1-3(b) 有 所 
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多 12-1-3 toiz 的 分 配 
48》 分 配 多 :给 好 的 每 第 过 (by 用 线 表 示 共 i ; 


当 我 们 说 将 一 个 流 居 ,分 配给 一 个 无 向 EWC 网 G 时 ,一 般 是 指 
i= Sy {12-1-1) 


其 中 ， 流 yy 的 每 一 部 分 如 是 分 配给 G 中 二 和 之 间 一 条 蚁 径 
已 的 ，r= 1,2， yn 而 季风, 是 指 对 由 ,1 的 数量 求 和 例如、 

在 图 12-1-4 所 示 无 向 EWC 网 中 有 三 个 流 由 ,= 1 加 =2 和 ow = 
3 ， 分 别 分 配给 路 径 P,，P, 和 已。 因此， 我 们 说 Hi= > p= 


分 配给 了 G， 
根据 边 容量 的 定义 ， 必 须 注意 将 流 冰 -,; 分 配给 路 径 P(r= 
1,2……9) 时 ， 不 应 出 现 分 本 给 一 条 边 的 流量 超过 该 边 容量 的 情 
况 .。 例 恕 ， 在 图 12-1-4 所 示 的 EWC 网 中 ， 边 5 必须 承 报 加 ,二 
zr = 3。 如 果 65 的 边 容量 小 于 3， 那么 图 12-1~4 所 示 要 承担 
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;=6 的 分 配方 式 就 不 适当 

了 . 换 句 话说， 给 一 条 路 径 

也: 分 配 流 Yr 是 有 一 定 限 制 

的 。 
假定 加， (3=1，2，…， 

及 是 分 配给 从 了 到 了 的 路 径 

了 P,， (对 所 有 的 s) 的 流 。 那 

么 对 于 边 容 量 为 /的 任 一 边 


图 12-1-4 ”和 如; 的 分 配 


e'， 必 须 满足 下 式 
cy Phfe) (12-1-2) 
其 中 
¥ (el) = Yo,Ce Vy (12-1-3) 
而 
1 车 边 e' 在 路 径 吕 ,中 
6 (e7) ={ (12-1-4) 
0 车 边 e' 不 在 路 径 P, 中 


式 (12-1-2) 中 的 符号 y le') 表示 将 流 1 给予 路 径 已， (s = ty 
2,……… 的 分 配方 式 中 ， 分 配给 过 e” 的 总 流 。 
假定 流 $., 已 分 配给 路 径 已 ，，s= 1，2，……，A， 于 是 我 们 知 
道 ， 式 (12-1-2) 对 EWC 网 G 的 每 条 边 都 应 满足 。 要 给 路 径 己 ,分 
怒 一 个 附加 的 流 内 ,;，P 中 的 每 条 边 es 就 必须 满足 
Pen) + pen (12-1-5) 
其 中 (en) 是 按 式 (12-1-3) 给 出 的 边 ex 的 总 流 ， 面 cs 是 边 eu 的 容 
其 。 式 (12-1-5) 可 以 改写 为 
久生 Ca 一 及 (2 (12-1-6) 
这 是 忆 ,, 中 每 条 边 都 必须 满足 的 公式 。 换 旬 话 说 ， 
bn 人 Smin {ec, — plen); es EP (12-1-77 
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此 式 的 右 端 为 通过 一 条 路 径 已, 能够 给 EWC 网 分 配 的 附加 流 的 
上 界 . 


图 12-1-5 流 %r = 


例 12-1-1 假定 我 们 给 图 12-1-1 中 的 EWC 网 一 个 流 几 
刻 图 12-1-5 所 示 。 那 么 只 有 一 条 路 径 Pi; = (e,, es) 可 以 分 配 到 一 
个 从 i 到 了 的 非 零 流 。 因为 min{4 一 (te); 2 一 ee) 是 1， 所 
以 附加 流 ;, 不 能 大 于 1， 

定义 12-1-4 所 调 “ 流 可 以 被 分 配 ” 的 意思 是 说 存在 一 个 
路 径 P,,, (r=1, 2,.…,h) 的 集合 ， 《其 中 每 条 路 径 都 是 在 顶点 
i 和 j 之 阅 的 一 条 路 径 ) ， 以 及 一 个 流 gruil bn = 六 br) 的 集合 ， 
使 得 对 于 >=1，2，…， 包 可 以 硕 次 分 配给 路 径 己 ，. 

在 例 12-1-1 中 ， 我 们 可 以 看 由， 区 =2 可 以 分 配给 图 12-1-1 
中 的 传输 网 。 但 是 ， 如 果 我 们 不 是 如 图 12-1~5 那 样 分 本 Yi,,= I， 
那么 就 可 以 如 图 12-1-6 那 样 把 Yi =4 分 配给 同一 网 络 。 这 就 说 
肖 ， 我 们 所 能 分 配 的 流 印 的 数量 是 根据 流 的 分 配方 式 来 决定 的 。 
另 一 方面 ， 如 果 一 个 EWC 网 由 有 限 条 边 组 成 ， 并 且 每 条 边 的 容 攻 
是 有 形 的 ， 那 么 我 们 知道 ， 只 能 给 它 分 配 有 限 的 流量 。 因 此 从 顶 
点 工 到 顶点 了 所 和 分配 的 流 必 定 有 一 个 最 大 人 ， 这 个 最 大 流 称 为 从 
i 到 了 的 端 限 容 后 (terminal capacity)， 记 为 三， 
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Ws = Pu + Bz + Pai = 和 
图 12-1-6 扫兴 :jy =4 分 配给 一 个 已 太 C 网 


定义 12-1-5 一 个 EWC 网 G 的 端 限 容量 二; 就 是 所 能 分 配给 G 
的 从 i 到 i 的 最 大 流 ， 

假定 一 个 流 ,; 可 以 分 配给 一 个 EWC 网 G， 并 且 假 设 $; 就 是 最 
大 流 。 也 就 是 说 ，#; 等 于 从 ;i 到 ) 的 端 腿 容量 好 。 那 么 ， 任 何 一 
个 满足 疼 ; 志 ;的 流 久 ; 都 可 以 分 配给 G， 这 是 因为 对 于 *=1， 
2 hh 把 7 = a 分 配给 路 径 Pj 是 满足 式 (12-1-2) 的 ， 
其 中 


i 2-1-8 
a {12-1-8) 
且 


k 
Pi = DD (12-1-9}) 


因此 ， 知 道 一 个 EWC 网 的 端 限 容 量 t; 是 非常 重要 的 为 了 讨论 
端 限 容量 ， 我 们 需要 以 下 定义 、 

定义 12-1-6 我 们 说 一 条 边 在 流 上 的 一 种 分 配方 式 下 是 饱和 
移 (或 称 为 饱和 边 ) ,如 果 通 过 这 条 边 的 流 等 于 该 边 的 容量 。 

例如 ， 图 12-1-5 中 ， 在 流风 ; 的 这 种 分 配方 式 下 ， 边 e: 和 e; 古 
饱和 的 。 图 12-1-6 中 ， 边 e1, e; 和 和 es 都 是 饱和 的 。 

定义 12-1-7 在 流风 的 一 种 分 配方 式 下 ， 如 果 件 集 S 由 饱和 
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边 组 成 ， 那 么 就 称 S 为 饱和 割 集 . 

"例如 ， 在 图 12-1-6 中 ， 边 e， 6 和 es 是 已 和 的 . 因此 SS = (el 
es，e5) 在 流 %j 的 这 种 分 配方 式 二 是 饱和 割 集 。 我们 选择 侈 和 制 集 
揭 定 向 为 割 集中 一 条 边 上 一 个 流 苗 方向 。 注 意 ， 分 配给 一 条 边 的 
刀 个 流 交 方向 可 能 不 尽 相 网 

考 虚 图 12-1-7 申 的 EWC 了 网 。 在 这 es 中 有 两 个 方向 祖 反 前 流 ， 
取 其 中 的 一 个 《比如 说 多)， 作 为 割 集 S 的 定向 ， 我 们 可 以 说 ， 
边 e: 中 流 的 方向 与 5 的 定向 
不 一 致 。 辐 样 ， 我 们 可 以 看 
出 ， 这 es 中 流 的 方向 与 5 的 
定向 也 不 同 . 

定义 12-1-8 好 果 一 条 
边 是 饱和 的 ， 并 且 这 条 边 中 


所 有 的 非 零 流 都 是 同方 向 
《定向 ) 的 ， 我 们 就 说 这 条 图 12-1-7 一 个 EWC 赔 ， 当 
边 是 一 条 基本 饮 和 和 按 。 甸 7=3 时 包含 一 个 侈 和 着 集 和 


例如 ， 在 图 12-1-7 中 ， 边 e: 是 饱和 网， 但 非 巷 本 人 饱和 边 。 而 
el 和 ee 是 基本 饱和 边 。 

定义 12-1-9” 当 一 个 已 和 制 集 中 的 所 有 边 都 是 基本 饱和 边 ， 
且 制 集 的 定向 与 制 集中 每 条 边 上 徇 非 零 室 方向 一 致 时 ， 就 称 此 割 
集 为 基本 恤 和 割 集 。 

” 显然 ， 图 12-+-7 中 的 人 
不 是 基本 饱和 割 集 ! 同 祥 ， 
图 12-1-8 中 的 饱和 割 集 5 也 
不 是 基本 饱和 着 集 ， 而 图 
12-1-6 中 和 愧 和 制 集 (e152: 
， 多 e5) 是 基本 饱和 调集 。 

图 12-1-8 岷 和 类 桌 宁 考虑 图 12-1-9 所 示 的 


“475 


项 12-1-9 饱和 制 集 和 流 


EWG 网 ，S 是 一 个 人 饱和 割 集 ， 但 非 基 本 饱和 割 集 . 容易 看 出， 
存在 一 条 从 ， 到 了 的 路 径 ,;， 分 配给 它 的 非 零 流 为 4,， 并 县 这 
5S 是 一 个 基本 饱和 制 集 ， 则 每 一 条 从 i 站 到 的 路 径 卫 (分 配给 
它 的 非 誉 流 为 W,) 必定 怡 包含 $ 的 一 条 边 ， 如 图 12-1-10 所 示 。 


图 12-1-10 ”基本 由 和 揭 信 与 流 


在 把 最 大 说 和 基本 饱和 割 集 联系 起 来 之 前 ， 我 们 来 研究 饱 币 

割 集 的 存在 对 分 配 附 加 流 的 影响 ， 
， 引 理 12-1-1 对 EWC 网 采用 了 分 配 流 由 的 一 种 方式 之 后 ， 

车 不 存在 饱和 割 集 ， 则 从 : 到 i 的 附加 流 基 可 以 分 孔 的 。 

证 明 : 因为 不 存在 饱和 制 集 ， 如 果 我 们 在 EWC 网 中 把 每 条 
过 e 前 容量 c 变 成 o = 6 一步 (e,) ， 其 中 由 (er) 是 已 给 边 c 的 总 流 ， 
并 苏 去 新 容量 oc 为 零 的 边 ， 那 么 在 所 得 的 网 络 中 一 定 至 少 存在 一 
条 从 二 到 的 路 径 了,， 否 风 必 有 一 个 饱和 割 集 。 因 为 路 径 Pi; 中 
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每 条 边 的 每 个 边 容量 非 零 ， 所 以 我 们 可 以 分 配 一 个 非 零 流 给 这 条 
路 径 ， 其 中 
$j min{cr: e EP ‘12-1-10) 
《证 毕 》 

根据 引 理 12-1-1， 如 果 不 能 对 一 个 EWC 网 6G 分 配 任 何 更 多 的 
流风;j， 那 么 我 们 就 知道 ， 至 少 存在 一 个 分 离 顶 点 i 和 i 的 饱和 
齐集 ， 

下 面 是 一 个 关于 最 大 流 的 重要 定理 。 

定理 12-1-1 对 有 限 条 边 的 EWC 网 G 采 用 了 流 芭 的 一 种 分 配 
方式 之 后 ， 若 存在 一 个 饱和 割 集 但 非 基本 饱和 割 集 ， 钾 

Pty {12-1-11) 
注意 ft; 是 从 1 到 j 的 况 限 容量 ， 它 等 于 从 i 到 7 的 最 六 流 。 

证 明 ， ”因为 侣 的 边 数 是 有 限 的 ， 故 G 中 的 制 集 数 也 是 有 限 
的 。 设 {Sati; 门 } 是 所 有 分 离 i 和 的 害 集 的 集合 | 又 设 由 5,， 
3 594 组 成 的 全 yr (让 } 是 {966 让} 中 在 办 ;的 一 种 分 也 
方式 下 所 有 侈 和 荐 集 的 集合 。 则 我 们 可 以 看 出 ， 在 妇 v 人力 } 中 
存在 一 个 最 接近 顶点 1 的 《〈 割 集 》 5S,。 也 就 是 说 ， 如果 35s = 
XD 9 =1， 2 其 中 JE 那么 对 所 
有 的 9/ ， 有 3. 一 忆 . 

考虑 图 12-~1-11 所 示 的 EWC 网 C， 3 由 边 elyez， …*， 6B; 组成， 
它 是 最 接近 顶点 j 的 ， 则 在 {wt 力 }) 中 的 饱和 制 集 没 有 一 个 
包含 go 欧 边 ， 其 中 gu 前 顶点 妓 为 囊 中 的 顶点 。 并 注意 到 gc, 和 
gx 是 从 G 删 去 5 中 所 有 边 后 得 到 的 一 对 子 图 。 

因为 $. 是 饱 和 希 集 ， 但 非 基本 饱和 市 集 ， 故 存在 一 条 路 径 
Pj， 它 包 合 9- 中 一 条 以 上 的 边 ， 且 对 它 分 访 了 非 零 流 思 ,,。 不 失 
一 般 ( .， 设 Le 是 从 丫 到 的 路 径 Pi 的 边 列 中 所 出 现 的 写 。 的 第 


业 网 定 饼 2-2-4 和 5-1-1。 
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一 条 边 ， 如 图 12-1-11 所 示 。 设 v4 和 wv: 是 边 ei 所 联 的 端点 ， 并 设 
局 于 g.,， 因 为 在 gs 中 没有 分 离 顶点 v 和 和 j 的 饱和 害 集 ， 所 以 我 
们 可 以 找 出 一 条 从 vi 到 j 的 路 到 忆 ， 因 而 从 zy 到 了 可 以 给 它 分 配 
非 直 流 6 。 


Se 人 


图 12-1-11 EWC 网 G 及 Sci 


如 果 我 们 不 把 Pre 分 配给 Ps 而 把 (yr — 6) 分 配给 Ps 并 
把 5 分 写 给 路 径 Pij= Pw,U (CeD)U Pui 其 中 忆 o, 是 从 ?到 vv 的 


牙 径 ， 它 是 P, 的 一 部 分 ， 如 图 12-1-11 所 示 。 这 样 ， 我 们 正好 就 
得 到 从 i 到 7 的 同样 数量 的 流 ， 也 就 是 yy, 但是， 因为 对 Pi 人 nn 
S.: 中 《 除 ei 外》 的 边 所 分 配 的 流 都 减少 了 6 ， 所 以 5. 不 再 是 饱和 
割 集 。 只 要 选择 充分 外 的 3 ， 仍 不 会 产生 任何 新 狗 和 割 集 。 因 
此 ,. 对 流沙 ;的 这 种 新 的 分 配方 式 最 多 给 出 -1 个 饱和 制 集 . 

我 们 可 以 重复 这 个 过 程 ， 直 到 在 流 y, 的 一 种 分 配方 式 下 ， 不 
再 有 她 和 着 集 。 落 不 再 有 已 和 制 集 , 则 我 们 可 以 根据 引 理 12-1-1， 
分 配 附 加 的 流 、 固 此 ，9,; 就 不 是 给 定 EWC 网 所 能 分 配 到 的 从 ， i 
到 7 的 最 大 流 。 

《证 毕 》 
由 定理 12-1-1， 我 们 可 以 得 到 以 下 定型 。 
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定理 12-1-2 ” 当 且 仅 当 央 的 一 种 分 配方 式 至 少 产生 一 个 分 离 
1 利 了 的 基本 饱和 割 集 肘 ， 
i= ti 《12-1~12) 
证 明 ， 考虑 任 一 分 离 二 和 了 的 制 集 ， 如 图 12-1-10 所 示 ， 
则 我 们 可 以 看 出 ， 流 ,一定 通 过 割 集中 的 边 。 因 此 从 顶点 i 到 顶 
点 7 所 龙 输送 的 最 大 流量 不 可 能 超过 市 集中 所 有 边 的 边 容 量 之 
和 、 四 为 这 个 结论 对 任何 分 离 i 和 的 割 集 都 是 对 的 ， 所 以 它 对 
分 离 了 和 了 的 基本 饱 积 制 集 也 是 对 的 。 并且， 通过 一 个 基本 饱和 
割 集 的 总 流 等 于 这 个 割 集 中 所 有 边 的 边 容 时 之 和 , 故 式 (12-1-12) 
为 真 、 这 样 就 由 定理 12-1-1 给 出 了 这 个 定理 的 证 有明， 
《证 毕 ) 
定义 12-1-10 割 集 $ 的 值 是 指 S 中 所 有 过 的 边 容量 之 和 ， 
用 VCESJ 爱 示 。 
考虑 分 离 顶点 工 和 了 的 所 有 制 集 的 集合 19 人 六) ， 注 意 ， 
对 传 。G 旋 } 中 任 一 割 集 3 来 说 ， 扩 [91 不 可 能 小 于 最 大 流 多 。 
如 果 流 多 ; 的 一 种 分 配方 式 产 生 了 一 个 基本 愧 天 割 集 3 《 它 分 离 
i 和 了)， 那 么 3 7 在 {S601 站} 内 。 分 配给 基本 饱和 制 集 $/ 中 边 
流 之 和 必定 等 于 上;、 因 此 我 们 可 以 根据 定理 12-1-2 的 结果 得 出 结 
论 。 
定理 12-1-3 《最 大 流 - 最 小 制定 理 ) 对 于 一 个 EWC 网 ， 


ti=min{y [LSJ; SE {SN)} 《12—1-13) 
例 12-1-2 考 虞 图 12-1-12 中 的 EWC 网 。 分离 1 和 2 的 割 集 
集合 大 


{Casb), (ascse), (b,c,d),(d,e)} 
因此 
this:= min{y Lesb)y 斑 Cacye] 天 [bcyd], 和 [de 
=min7,6,10,7} =6 
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假定 由 4 5 的 两 种 分 配方 式 得 到 了 分 离 顶 点 1 和 /7 的 两 种 不 何 
的 基本 侈 和 割 集 的 集合 1 与 力 ] 和 {G7 G 力 》 ， 并 令 Y 是 一 种 
分 配方 式 ， 而 邮 ) 是 另 一 种 方式 。 设 总 好，= 凡 1 其 中 骸 ， 是 分 本 
给 路 径 pb,,, 的 ， 设 227, = Wi 其 中 Pr, 是 分 配给 有 路径 Pr 的 ， 


f=1,2,*…*, 名， 注 间 六 ,或 57 可 以 为 等 。 如 果 我 们 不 分 配给 
Ps 也 可 以 分 配 apr,i+t - 

《1 一 0 区， 给 路 径 己 ,，，7= 
1,2,***,R， 其 中 0 之 a 之 1， 

这 种 分 配方 式 也 给 出 从 i 到 

7 的 相同 的 流 。 在 这 样 的 分 ， 
配 下 ，1S3* (5 站} 中 任 一 割 

和 集 $* 不 再 是 基本 人 饱和 割舍， 4 

除非 这 个 制 集 同时 也 是 图 12-1-12 一 个 EWC 网 

他: 人力; 中 的 基本 饱和 制 集 。 因 此 ， 据 定理 12-1-2, 妥 使 如 ;和 
儿 /两 者 都 给 出 从 i 到 j 的 最 大 流 ， 必 有 {Seti; 站 ) NM 457(5; 让} 
所 节 。 同 理 ， 可 以 证 明 在 所 有 的 集合 {5S,(ii 1)} 中 ， 至 少 有 一 个 
割 集 是 公共 的 ， 其 中 15 人 G 门 } 是 在 从 i 到 i 的 最 大 流 的 一 种 分 
访 方 式 下 产生 的 分 离 ? 和 i 的 基本 饱和 荐 集 的 集 人 台 ， p=1， 
2,…*。 这 个 公共 割 集 称 为 对 应 于 4 的 割 集 ， 或 二 芍 对 应 割 集 。 
例如 ， 图 12-1-12 中 的 割 集 (a, cy e) 就 是 4; 的 对 应 制 集 ， 对 于 
下 一 节 要 讨论 的 端 限 容量 之 间 的 关系 来 说 ， 端 限 容量 的 对 应 割 集 
是 非常 重要 的 。 


12-2 无 向 EWC 网 的 端 限 容 景 矩阵 


确定 一 个 EWC 网 的 方法 之 一 是 给 出 这 个 网 的 所 有 可 能 的 项 
点 对 之 间 的 庙 限 容量 。 这 可 以 由 一 个 称 为 端 限 容量 矩阵 芍 矩 阵 
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了 = [tj] 来 作 到 ， 

定义 12-2-1 EWC 网 G 的 端 限 容量 和 矩阵 了 = [i] 是 一 个 方 
跨 ， 它 的 第 * 行 和 第 ” 列表 示 顶 点 7 ， 它 的 元 吾 古 为 

= 从 六 到 了 的 端 限 容量 〈 当 i 夺 j 时 ) 

t=d (对 所 有 的 1》 (12-2-1) 

对 于 一 个 EWC 网 ， 这 个 定义 中 的 d 可 以 是 任意 的 ， 除 非 我 
们 对 从 项 点 i 到 它 自 身 的 端 限 容量 同 子 了 某 种 意义 ， 有 有 时候， 定 
义 d 为 零 可 能 要 简便 些 。 记号 d 是 diagonal entry (对 角 元 ) 
的 第 一 个 字母 。 

例 12-2-1 考虑 图 12-1-12 中 前 EWC 两 G. 我 们 已 经 知道 
#2 = 6。 其 余 的 端 限 容量 是 


tis= min{V [a,bj, Viaycse], Vloscsdl}y =6 
tu=min{y [ob]; VIBcsd), Vb,c,el}=7 
t= min {VLd,e], VLib,c,dj, V[la,c,d)} = 了 


tu=6 
ta4=@ 
因此 G 的 端 限 容量 第 阵 了 为 
1 2 3 4 
1 dd 6 6 7 
T=2 6 d 7 6 
3:6 7 d 8 
4| 7 6 6 dj 


为 了 讨论 EWC 网 的 端 限 容量 矩阵 的 性质 ， 我 们 定 义 矩 阵 的 
主 分 块 如 下 . 
每 一 个 非 对 角 元 都 是 实数 。 太 的 一 个 分 块 
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Ma Me 
2 (12-2-2) 


Af = | 机 
Na Ms 
称 为 主 分 其 ， 如 果 ; (1) M, 中 每 一 个 元 素 是 相同 的 ， 并 且 是 除 d 
外 好 中 的 最 小 数 ，(2) M ,和 M; 都 是 方 子 隆 ， 其 中 每 一 个 对 角 元 
都 是 d 。 册 :和 闻 , 称 为 由 M 几 的 主 分 块 划 分 得 到 的 结果 主子 阵 ，。 
这 一 节 中 所 讨论 的 EWC 网 都 是 无 向 的 ， 我 们 可 以 看 出 ， 
好 = 她 。 困 此 端 隐 容 量 矩 阵 了 基 对 称 的 。 为 了 研究 靖 限 容量 矩阵 
的 狂 质 ， 我 们 回忆 上 节 所 讨论 的 ， 对 于 每 一 个 端 限 容量 i,， 存 在 
一 个 分 离 i 和 7 的 对 应 制 集 5,， 并 且 它 的 值 等 于 tf;。 设 
91 = 他 (0 x 2,) 《12-2-3》 
因为 Si 是 的 对 应 割 集 ， 故 i EQ,，j E53 假定 是 EWC 网 G 
的 所 有 端 限 容量 中 最 小 的 一 个 ， 那 么 对 于 9! 中 任 一 项 点 bp 和 到 中 
任 一 项 点 9，tw = i， 这 十 因为 根据 式 (12-1-13》 
to=minV [LS]; SE {SCp; gq)}} (12-2-47 


又 因为 Si 分 离 p 和 9 ， 记 以 51 是 式 (12-2-4) 中 的 一 个 割 集 。 此 
外 ，S, 是 ti; 的 对 应 割 集 ， 而 十 根据 假设 是 局 中 最 小 的 端 限 容量 ， 
VLS,j 也 在 所 有 分 离 了 和 9 的 割 集 的 慎 忠 基 最 小 的 ,因此 #4 = i. 
于 是 、 经 过 行列 调整 ， 式 (12-2-2) 所 示 的 端点 容量 矩阵 的 主 分 块 
划分 是 可 能 的 ; 
T= [7 | (12-2-5) 
T! TT, 


其 中 ， 了 ,由 对 应 于 2 中 的 顶点 的 行 和 列 组 成 ，7 由 对 应 于 如 1 中 
的 项 点 的 行 和 列 所 组 成 ， 并 注意 了 ,中 每 一 个 (r,s) 元素 表示 端 限 
容量 加。 为 此 也 中 每 个 元 素 等 于 大 。 

设 ## 是 结果 主子 阵 7。 和 7 中 最 小 的 元 素 。 不 失 一 般 人 性 ， 设 
te!' 福 Ts: 中。 设 
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2= 克 (1 x 0,) (12-~2-6) 
紧 423 的 对 应 割 集 , 则 任 一 端点 容量 fo，xE(oa 站 只)，z2E 
(二 介 人 2)， 一 定 等 于 tm:， 这 是 因为 ， 分离 # 和 v 的 割 集 类 中 包 
含 5:， 而 据 假 座 ，S; 的 值 在 这 一 类 的 所 有 割 集 的 值 中 是 最 小 的 ， 
现在 ，? ,的 主 分 所 有 可 能 为 


| 
7 =| 了 了 | (12-2-7) 


其 中 了 由 对 应 于 昌 , 由 ,中 顶点 的 行 和 列 组 成 ,Tw 由 对 应 于 
站 0 中 项 点 的 行 和 列 组 成 。 这样 ，7, 的 诸 元 素 是 相同 的 ， 并 
且 在 T, 的 所 有 元 素 中 是 最 小 的 ， 

类 似 地 ， 我 们 可 以 挑选 一 个 端 限 容量 , 它 在 结果 主子 阵 T,， 
?2 和 丈 的 所 有 元 素 中 是 最 小 的 ， 使 得 我 们 可 以 应 用 主 分 块 划分 
法 。 如 此 类 推 ， 直 至 所 有 的 结果 主子 阵 都 内 有 一 个 元 素 为 止 。 这 
个 性 质 也 是 一 个 矩阵 为 端 限 容量 矩阵 的 充分 条 件 . 

定理 12-2-1 一 个 坟 阶 的 对 称 泄 阵 了 是 一 个 无 向 WC 网 的 
端 限 容量 矩阵 ， 当 且 仅 当 我 们 可 以 得 到 这 个 柴 阵 的 一 个 主 分 块 ， 
以 及 所 有 包含 一 个 以 上 元 素 的 结果 主子 阵 的 主 分 决 ， 

证 明 : ”从 上 面 的 讨论 我 们 知道 ， 算 阵 了 必然 具有 定理 给 出 
的 性 质 ， 所 以 我 们 只 带 证 明定 理 条 件 的 充分 性 即 可 。 即 存在 一 种 
求 出 什 阵 工 的 主 分 块 ， 以 及 所 有 包含 一 个 以 上 元 素 的 结果 主子 协 
的 主 分 块 的 方法 。 现 在 ， 我 们 要 证 明 ， 存 在 一 个 无 向 EWC 网 ， 
它 的 端 限 容量 矩阵 就 是 所 给 的 窍 阵 全 。 从 主 分 氧 的 定义 可 以 姥 
出 ， 当 对 扩 阵 7 作 主 分 据 划 分 时 ， 即 


7 了 
| | (12-2-8) 
Ti Tw 
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就 是 把 与 7 的 行 对 应 的 顶点 集合 分 成 两 个 集合 ， 一 个 由 与 ,的 
行 对 应 的 项 点 组 咸 ， 另 一 个 由 与 Tw 的 行 对 应 的 顶点 组 成 。 次 
此 ， 对 于 所 给 矩阵 了 所 施行 的 一 系列 主 分 块 划 分 ， 直 至 所 有 结果 
主子 降 仅 由 对 角 元 d 组 成 ， 于 是 我 们 得 到 一 个 顶点 集合 类 的 序 
列 ， 设 这 个 集合 类 的 序列 是 站 0, 三 -…,,.-1。 例 如 ， 对 于 已 知 
答 阵 了 


1 2 34 
ird 1 1 17 
2 .1d 332- 
2 
3 1 34 2 
4 1 224. 
可 以 施行 以 下 一 系列 主 分 块 划分 ; 
1 2 3 4 123 14 
ldll il ldll1l1l 人 
2 1Id 3 2 :2/1|ld 312 11d|3|2, 
sls a 2 sils dl 1132 
4ii|l22d: 4tl2 2|d! 1!11|2 2|d) 


因此 ， 顶 点 集合 类 序列 是 ， 


了 = {C1 ,2,3,4)}, 7 三 {C1), (2,3,4)}, 
了 ， = {1), {2,3), (4)}, Ts= {1), (2), (03), (4)} 


显然 ， 六 :里 恰 有 两 个 集合 不 在 站 -中 ， 而 个 -1 里 恰 有 一 个 集合 
不 在 中 ,我 们 把 六 .里 的 这 两 个 集合 称 为 生成 亿 ， 而 把 个 -1 里 
不 在 症 : 中 的 一 个 集合 称 为 生成 元 于是， 我 们 本 以 这 样 说 ， 除 
六 ,和 丫 ,.-, 外 ， 在 每 一 类 站 ,中 ， 存 在 一 个 生成 元 和 两 个 生成 集 ， 
而 六 "是 由 一 个 生成 元 组 成 前 ， 六 -: 不 含 生 成 元 。 对 于 每 一 对 生 
成 集 ， 就 存在 一 组 相亲 的 端 限 容量 ， 它 们 是 从 这 两 个 生成 集 之 一 
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的 项 点 到 另 一 个 顶点 的 。 这 些 相同 的 端 限 容量 就 是 由 主 分 块 划 分 
而 得 到 的 两 个 子 矩 阵 的 全 部 元 素 。 我 们 称 这 些 端 限 容量 中 的 任何 
一 个 为 古 ; 的 两 个 生成 集 的 对 应 端 限 容量 ，p =1, 2，…，m-i。 例 
如 ， 在 上 面 给 出 的 站 中， 集合 (1)》 和 (2，3，4) 是 生成 
集 ， 它 们 的 对 应 讽 限 容量 是 1 。 在 厂 中 ，(2，3) 和 (4) 是 
生成 集 ， 它 们 的 对 应 端 限 容量 是 2 。 在 站 中 , (2) 和 (3) 是 
生成 集 ， 它 们 的 对 应 端 限 容 量 是 3 . 

现在 ， 我 们 就 可 以 给 出 一 个 构造 EWC 网 的 方法 了 。 这 方法 
荐 从 给 定 乱 阵 出 发 的 ， 它 要 利用 到 站, 天， 也,.-: 这 一 顶点 
集合 类 的 序 询 ， 并 须 注意 mo 是 所 给 矩阵 的 列 数 ， 

设 呈 i 和 ,是 站 ,的 两 个 生成 集 ， 然后 我 们 将 人 Q,， 省 作 一 个 项 
点 而 将 器 ,看 作 另 一 顶点 ， 关 在 它们 之 间 连 一 条 边 ， 其 边 容量 等 
于 这 两 个 生成 集 的 对 应 端 限 容量 。 其 次 ， 设 人 2 各 42 为 让 ,中 两 个 
生成 集 ， 和 9 为 站 ,中 的 生成 元 。 这 就 相当 于 把 顶点 Qu 切割 开 ， 使 
4 和 9:: 这 两 个 生成 集成 为 两 个 顶点。 原来 连接 到 顶点 的 边 
可 以 与 这 两 个 新 顶点 人 2,, 和 人 js 中 任何 一 个 相连 。 在 这 两 个 新 顶点 
之 间 ， 我 们 连 上 一 条 边 ， 其 边 容量 等 于 ,中 两 个 生成 集 的 对 应 
端 限 容量 。 现在， 整个 步 又 已 经 很 明显 了 ， 这 就 是 ， 抬 了 ,中 代 
这 生成 元 的 项 点 切割 成 两 个 顶点 vj, 和 vw,a， 用 来 夫 示 站 ,+ 中 的 两 
个 生成 集 ， 然 后 改变 原来 与 顶点 几 关 联 的 边 的 连接 方法 ， 使 它 与 
vi1 或 wes 关联， 并 在 wi 和 ts 之 间 连 一 条 新 的 边 ， 其 边 容 量 等 于 
矿 ,+: 中 两 个 生成 集 的 对 应 端 限 容量 ，p = 1,2，… mw 一 1， 用 这 个 
步 又 最 终 得 到 一 个 由 1% 一 1 条 边 和 % 个 顶点 组 成 的 EWC 网 。 显 
然 这 个 EWC 网 是 一 个 连通 的 无 向 线 图 。 因此， 就 其 结构 而 言 ， 
这 个 EWC 网 是 一 个 符 。 这 意味 着 ， 每 一 个 割 集 由 一 条 边 构 成 ， 
并 且 容 易 看 出 ， 这 个 EWC 网 的 端 限 容量 矩阵 等 于 所 给 的 矩阵 。 

《证 毕 ) 
例 12-2-2 有 从 一 个 给 定 抢 阵 
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人 
[J 
[~ 二 时 ~ 本 时 有 一 和 
人 


1. 
7 = 2 
3 
4 | 


Pm 


2 


以 及 上 面 给 出 前 类 序列 Po 六 六， 我们 可 以 构造 一 个 
EWC 网 如 下 。 

1， 从 六 = {(1),《2，3，4)} ,我 们 得 到 一 个 由 一 条 边 组 成 的 
EWC 网 ， 如 图 12-2-1(a) 所 示 ， 其 边 容 量 为 《1) 和 《2，3， 
4 ) 的 对 应 端 限 容 基 。 

2。 从 本 ,= {4(1),，(2，3), (4)} ,我 们 将 顶点 (2，3，4》 
切割 成 两 个 顶点 《2 ，3) 和 《4), 并 在 这 两 个 顶点 之 间 添 加 一 
条 边 ， 其 边 容 晤 等 于 (2 ，3) 和 4》 的 对 应 彝 耻 容 量 ， 如 图 
12-2-1(b) 所 示 ，。 

3。 从 本 ,= {C1),，(2),，(3)，(4)} ， 我 们 将 顶点 (2，3) 若 
割 成 机 个 顶点 〈2) 和 《3 ), 并 在 这 两 个 顶点 之 间 添 加 一 条 边 ， 
其 边 容 量 等 于 六 :中 生成 集 的 对 应 端 限 容量 。 所 得 的 EWC 网 如 男 
12-2-1(c) 所 示 ， 它 的 端 限 容 其 矩阵 等 于 所 给 的 矩阵 . 


1 


(1) 112 


tay 人) 《67 
图 12-2-1 构造 一 个 EWC 了 网 
在 用 厂 ,中 的 生成 元 名, 和 本 ,+; 中 的 生成 集 人 .与 24 来 移 造 一 
个 EWC 网 的 过 程 中 ， 我 们 只 把 硕 点 中 ,切割 成 两 个 顶点 介 和 名 ，。 
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除了 切割 顶点 以 外 ， 如 果 把 与 硕 点 人 ,连接 的 边 也 分 成 两 组 ,我们 
就 可 以 得 到 一 个 不 同 的 已 WC 网 。 考 虑 图 12-2-2 中 的 顶点 只 ,， 边 
ely ez 984 与 它 连 接 。 假 定 我 们 把 顶点 0 切割 咸 两 个 顶点 
昌 : 和 0， 同时 把 边 es 分 成 eo, 和 es,， 它们 的 边 容量 等 于 cs/2， 其 中 
ca 是 边 e, 的 边 容量 ，g = 1，2，…… ,kk， 如 图 12-2-3 所 示 。 


emtcif2) 
图 12-2-3 一 个 带 顶 点 全 及 名 ;的 EWC 网 


然后 ， 我 们 在 这 两 个 新 顶点 之 间 添 加 一 条 边 e',e' 的 边 容 量 c7 不 
等 于 生成 集 0。 和 4 的 对 应 端 限 容量 1 ， 而 等 于 
在 
Cg 
ft 之 二 
例 12-2-3 假定 所 给 的 和 托 泗 谍 是 例 12-2-2 中 的 所 阵 ， 我 们 


收 改 构造 已 WC 网 的 步骤 如 下 ， 
1。 在 顶点 《1)》 和 “(2 ，3，4) 之 闸 添 加 一 条 边 el， 其 边 
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窗 量 等 于 丫 , 中 生成 集 《1) 和 《【《2，3，4) 的 对 应 端 限 容量 ， 
如 图 12-2-4ta) 所 示 ， 


40/4) 
~ | \, 《173) , 


21938 4 3/2) 4 34) 3 


(a) Cb) 
图 12-2-4 ” 构 洁 一 个 EEWC 网 的 步 娶 


2, 把 项 点 《2，3，4) 切割 成 两 个 项 点 (2，3) 和 
(4 )， 因 为 六 中 的 生成 集 为 《2 ，3) 和 《4)。 同 时 把 边 el, 分 
成 ej 和 el,， 它 们 的 边 容量 等 于 si 边 容 量 的 一 半 。 然 后 ， 在 顶点 
《2，3)》 和 《4) 之 间 深 加 一 条 这 ez， 其 边 容量 等 于 (2， 

3) 和 《4) 的 对 应 端 眼 容 量 减 去 1/2， 如 图 12-2-4(b) 所 示 ， 

3. 把 顶点 《2 ，3) 切割 成 两 个 顶点 《27》 和 《3)， 则 时 
将 边 ea 和 ez 分 成 e121，eirs， es: 和 ess， 这 些 边 中 每 一 条 的 边 容 量 
都 等 于 对 应 边 的 边 容 量 的 一 半 。 然 后 添加 边 ee， 其 边 容 量 等 于 生 
成 集 (3) 和 《4) 的 对 应 端 限 容 量 减 去 与 顶点 《 2》 相连 的 各 
边 的 边 容量 总 和 的 一 半 ， 如 图 12-2-4(e) 所 示 。 所 得 前 结果 即 为 
一 个 EWC 网 ， 其 端 限 容量 候 阵 等 于 所 给 的 矩阵 。 

从 上 面 的 例子 我 们 可 以 看 出 ， 可 以 有 很 多 EWC 网 ， 其 端 限 
容量 矩阵 都 等 于 所 给 的 什 阵 、 因 此 ， 规 定 一 些 指标 来 宕 明 这些 
EWC 网 的 差别 是 合理 的 . 这 些 指标 之 一 是 

1I= > goicy 《12-2-9) 
ep 
其 中 c, 是 边 e, 的 边 容量 ， 求 和 是 对 传输 网 作 中 所 有 的 边 容量 进行 
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的 ，2 , 称 为 边 ez, 边 容量 的 单位 价值 。 当 9 ,= 1《〈 对 所 有 的 疙 ) 
时 ， 指 标 7 变 成 
1 = > ec 《12-2-10) 
cEG 
假定 我 们 对 相同 端 限 容量 矩阵 的 全 部 EWC 网 计算 指标 I， 
则 将 有 一 个 EWC 网 的 指标 元 为 最 小 。 这 就 意味 着 在 考虑 单位 价 
值 的 条 件 下 ， 这 个 EWC 网 的 构造 费用 最 低廉 。 找 出 最 廉价 的 
EWC 网 的 一 种 方法 是 求 出 指标 了 的 下 界 1,， 并 构造 一 个 EWC 
网 ， 使 其 指标 1 等 于 T,。 为 此 ， 我 们 定义 三 为 
1。= min {所 有 满足 给 定 端 限 容量 矩阵 的 EWC 网 的 1 
(12-2-11) 
为 了 求 得 1。， 我 们 在 EWC 网 G 中 取 一 个 顶点 + 。 设 二 ;是 端 
温 容 量 #。 中 最 大 的 一 个 〈 对 所 有 郊 顶 点 9 让 r}。 因 为 我 们 可 以 分 
配 一 个 流沙 ;， 它 等 于 G 中 来 自 项 点 7 的 二， 故 
-VCS (rr)] (12-2-12) 
其 中 SCr) 是 与 项 点 + 有 关 的 关联 集 〔 见 2 一 1 节 )。 换 句 话说 ， 
为 了 使 一 个 EWC 网 G 能 够 负载 流 ;， 与 顶点 + 相连 的 边 的 边 容 
量 之 和 必须 至 少 等 于 内 ;。 
设 r=1,2，…, 是 一 个 卫 WC 网 的 全 部 顶点 ， 则 我 们 可 
以 看 出 ，G 中 全 部 边 容量 的 和 是 


了 SYS (r)] 
者 


下 


1 < 
.= 之 FTS(D] 《12-2-13) 


考虑 端 限 容 晤 矩阵 个。 设 t, 是 了 中 第 + 行 最 大 的 庙 限 容 
车， 则 由 式 (12-2-12)， 对 任 一 满足 了 的 EWC 殉 就 有 
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加 VLS(r)J 《12-2-14》 
设 了 定义 为 


_ 1 
Lt {12-2-15) 


由 式 (12-2~13) 和 式 (13-2-14)， 我 们 可 以 大 出 ， 任 何 一 个 (满足 
给 定 竟 限 容量 窍 阵 T》EWC 网 的 指标 1 不 可 能 小 于 1 也 就 是 
说 ， 
IT<I,<l, (12-2-16) 
假定 存在 一 个 EWC 网 G。， 对 于 G, 中 所 有 的 顶点 r ， 来 自 顶 
点 上 最 大 的 端 限 容量 ( 邑 对 于 Gs 中 所 有 的 顶点 9 ,ti 中 最 大 的 端 
限 容量 ) 等 于 与 顶点 * 有 关 的 关联 集 S(r) 的 值 。 故 对 所 有 的 顶 
点 7 ， 式 (13-2-14) 变 为 


t= VESCr)] (12~2~17) 


于 是 和 的 攻 等 于 了 T,， 问题 在 于 ， 这 样 和 的 EWC 网 是 否 存在 。 管 案 
是 肯定 的 。 事实 上 ， 用 上 面 讨论 的 修改 步 又 所 得 的 EWC 网 G ( 它 
是 一 个 完全 图 ) 对 于 所 有 的 顶点 都 能 满足 式 (12-2-17) .这 可 以 用 
如 下 的 方法 证 明 , 首先 注音 到 ， 对 于 任何 一 个 顶点 * ， 在 系列 
六 -中 存在 类 六 ， 使 得 两 个 生成 集 里 有 一 个 仅 由 
顶点 7 组成， 设 2 是 另 一 个 生成 集 ，#s 是 生成 集 《r) 和 24 的 对 
应 端 限 容 基 . 

现在 考虑 用 修改 的 过 程 得 到 刁 WC 赔 的 步骤 ， 这 就 是 ， 对 
于 网 络 中 任 一 顶点 v ， 就 存在 一 个 将 顶点 v 从 顶点 集合 中 分 离 
出 来 的 步 又 9 。 因 此 我 们 可 以 假设 图 12-2-5 中 的 EWC 网 就 
是 由 步 台 ql1 得 到 的 网 络 ， 其 中 G 与 生成 元 人 2-1 对 应 . 注意 
人 eo-1== 《7 U4， 从 而 项 点 7 是 在 步 缀 9 中 从 器 :-1 中 分 离 遇 来 
的， 如 图 12-~2~6 所 示 、 为 了 完成 步骤 9 ， 我 们 给 连接 在 顶点 r 
和 集合 0 之 间 的 边 赋 一 个 容量 ， 使 得 与 项 点 * 有关 的 关联 乐 
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3(r) 的 值 等 于 与 。 其 余 的 步 允 都 是 把 集合 9 或 G, 的 顶点 分 开 ， 
它们 都 不 会 改变 关联 和 集 SCr) 的 值 . 


办 12-2-5 在 步骤 g-1 时 的 EE 太 C 网 


FOG YX OG)) 
“. { 。 下 

Slr) 

VIS(r)] ty 


图 12-2-6 在 步 台 9g 时 的 EWC 网 


端 限 容量 在 来 自 顶点 7 的 所 有 端 限 容量 中 必定 是 最 大 的 ， 
因为 据 式 (12-2-12)， 要 分 配 比如 更 大 的 流 是 不 可 能 的 。 于 是 我 
们 可 以 看 出 ， 

外 = 了 [SCr)] (12-2-18) 
可 见 ， 上 述 结果 对 于 GG 中 任何 顶点 都 适用 。 因 此 ， 由 修改 步 也 所 
得 的 GG 的 1, 等 于 IT， 同时 用 式 (12-2-16) 也 就 证 明了 7 = 了 

例 12-2-4。” 例 12-2-2 给 出 的 端 限 容量 矩阵 了 是 
2 3 4 
1 


ti 
了 -2 
3 


PP 
ha 吧 及 于 
by RN 0 


4 
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每 一 行 的 最 大 端 限 容量 如 下 表 所 示 ，; 


行 最 大 端 跟 容量 
1 1 
2 3 
3 3 
4 2 


所 有 这 些 最 大 端 限 容 量 的 和 是 9 ， 因 此 
_1e _§ 
7 = 2 i = > 


在 例 12-2-3 中 ， 我 们 已 经 用 修改 步骤 得 到 图 12-2-4 (c) 中 前 
EWC 网 。 这 个 EWC 网 满足 以 上 端 限 容量 矩阵 .这 个 网 络 的 指标 
7. 是 


它 等 于 了 


12-3 ” 端 限 容量 之 闻 的 关系 


端 限 容 量 的 对 应 割 集 有 一 个 非常 有 趣 的 性 质 . 设 i ,j,k> 
经 是 一 个 无 向 忆 WC 网 的 顶点 。 设 S$,= 5(0;x 505) 是 端 很 容量 
tj 的 对 应 割 集 , 而 5 = 李 (号 xx 页) 是 端 限 容量 fi 的 对 应 制 集 。 
又 设 


DO.= 0... 1.) {12-3-1) 
0 = (0,, 1) {12-3-2) 
R= (0,, Oe) (12-3-3) 
B= (0,, On,) (12-3-4) 
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其 中 i 人 ，jE2，k 人 全， mE mn， 如 图 12-3-1 所 示 ， 因 此 

SI=F0, XA) I ER DIU EDX NU ED, x )) 
(12-3-5) 

Ss= EX ON) UFO XO UE Qn UE DX 1)) 
(12~3-6) 


(OX ON pF Ox 0) 


Ss 


Das 


ie 人 x 总 让 
图 12-3-1 由 人 2i, 人 Dj， 04， 和 mn 组 成 的 EWC 网 


当 丙 个 割 集 处 于 这 种 情况 时 (如 图 12-3~1 所 示 )， 我 们 说 这 两 个 
基 集 互相 交叉 。 换 句 话说 ， 当 我 们 删 去 两 个 割 集 的 所 有 边 时 ， 若 
最 大 连通 子 图 的 数目 增加 了 二 个 以 上 ， 我 们 就 说 这 两 个 割 集 互相 
交叉 。 为 了 简便 ， 我 们 定义 
Fa,xpD)]= > ec (12-3-7) 
erErp t,x 0) 
也 就 是 说 ，V[ 四 (0,x 2,)] 等 于 集合 中 所 有 边 的 边 容量 之 和 。 
”因为 S, 是 端 限 容 量 #; 的 对 应 制 集 ， 所 以 当 从 顶点 i 到 顶点 
了 分 配 到 最 大 流 (等 于 tf) 时 ，5, 就 是 一 个 基本 饱和 荐 集 ， 
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因此 ， 无 论 S: 在 zi 的 这 一 包 配 方式 下 是 否 是 基本 人 和 割 集 ， 我 
们 都 有 
V[GC(D X QO)I +HV LE ,Xx QI EV LE Xx 全 


(12-3-8) 
VIS (OQ, x QTEV LIE x 0 (12-3-9) 

同 理 
VIS (0,x 0.) IV LEQ, Xx)] (12-3-10) 


另 一 方面 ， 当 我 们 从 项 点 大 到 顶点 凡 分 配 最 大 流 Wim( 它 等 于 tm) 
册 ，5: 是 一 个 基本 饱和 割 集 ， 所 以 我 们 有 
VI8(O, x QVIE(D, x (1,)] 《12--3-11》 
以 及 
VLE xX ON EV LGN, x 全 7 (12-3-12) 
因此 ， 由 式 (12-3-9)，(12-3-10}，(12-3~11)，(12-3-12)， 我 
们 有 
FL x QO EVIE CQ x QJ EV LG, x (1)] 
VLE Nx I EVILS DN, x O11 
(12-3-13) 
当 5$: 和 3 相互 交叉 时 ， 这 些 式 子 必定 相等 ， 并 且 有 
VIZ(C x QI=V G(X QJ1=0 {12-3-14) 
注意 ， 如 果 式 (12-3-13) 中 的 等 式 满足 ， 而 且 式 (12-3-14) 世 满 
足 ， 由 式 (12-3-5) 和 (12-3-6)， 则 4; = tm。 然 而 在 这 种 情况 
下 ， 由 图 12-3-1 我 位 可 以 看 出 ， 如 果 我 们 不 用 S$: 作为 i 的 对 应 
割 集 ， 也 可 以 用 


S$=G0, x OAV UE x A (12-3-15) 
作 ft 的 对 应 割 集 。 注 意 在 这 个 条 件 下 
iD xO) = 


因此 可 以 得 到 下 面 的 引 理 。 
“ 9 


引 理 12-3-1 设 S$: 是 端 限 容量 的 对 应 害 集 ， 则 对 于 任何 
端 限 容量 fw， 存在 tw 的 一 个 对 应 割 集 ， 使 这 个 割 集 与 5 不 互相 
交叉 。 

有 了 这 个 结果 ， 我 们 就 可 以 来 讨论 端 限 容 量 的 一 个 有 趣 的 性 
质 。 这 就 是 下 面 定理 给 出 前 三 角 关 系 。 

定理 12-3-1 设 i，7， 上 是 一 个 EWC 网 络 中 的 项 点 ， 则 

ti 之 min(fis txi) (12-3-16) 

证 明 ， 设 $, 是 二 的 对 应 割 集 ， 此 处 5 =B(0 ,x51), 1€E 0， 
feED,. 设 kEQ1， 如 图 12-3-2 (a) 所 示 。 根 据 上 面 的 引 理 ， 存 
在 一 个 ;的 对 应 制 集 S$S'， 使 得 S' 和 S, 不 互相 交叉 。 现 在 ， 怒 图 
12-3-2(b) 所 示 ， 若 3, = 3 7 的 条 件 不 满足 ， 那 么 9 必定 分 离 顶点 
i 和 让， 而 当 S1=S' 时 ,定理 的 证 明 是 显然 的 。 因 此 ， 在 分 配 
等 于 tu 的 最 大 流 时 ， 为 了 使 5 7 成 为 基本 人 饱和 市 集 ， 必 有 : 


《ay》 Cby 
图 12-3-2 顶点 i 外 ,j 的 位 置 
VIS'JEVLS] (12-3-17) 
或 
th; (12-3-18} 


因而 式 (12-3-16) 是 正确 的 。 

当 EB 时 ， 如 图 12-3-3(a) 所 示 。tii 的 对 应 制 集 5S* 不 与 
9 刻 叉 ， 且 一 定 分 离 顶 点 7 和 站， 这 是 由 于 假设 52 失 S,， 故 3S? 
必 处 于 图 12~3-3(b) 所 示 的 位 置 。 因 而 ， 在 流 “等 于 ti) 的 
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分 配 下 ， 为 使 “是 基本 侈 和 制 集 ， 必 有 


VIS*]<<V [LS] (12-3-19) 
或 
下 < 本 (12-3-20) 
因此 ， 式 (12-3-16) 是 正确 的 。 《证 毕 》 


容易 看 出 ， 定 理 12-2-1 和 定理 12-3-1 是 等 价 的 。 


图 12-3-3 项 点 i 下 直 的 位 置 


12-4 割 集 的 六 类 


考虑 由 m 个 顶点 构成 的 连 御 已 WC 网 G. 设 S1,52,… ,3S,,-! 是 
分 离 和 了 的 线性 无 关 割 集 。 假 定 我 们 将 流 Vi 分 配给 GG， 使 这 些 
割 集 Sp= 1 2y° "sn"1) 都 变 成 基本 饱和 制 集 ， 那么 很 明显， 
存在 闭 一 个 流风.,, 的 集合 ， 它 构成 流沙 ;， 并 且 每 条 咯 径 P,,， (其 
中 的 流沙 , 非 零 》 通过 每 一 个 割 集 S, 正 好 一 次 *. 一 般 地 ， 在 一 
个 EWC 网 中 ， 总 有 一 类 线性 无 关 割 集 ， 如 果 我 们 只 把 非 零 流 
;分 配给 路 径 PP.,,、 而 这 些 路 径 都 通过 每 一 个 割 集 正 好 一 次 ， 
那么 就 可 以 得 到 一 个 从 i 到 j 的 最 大 流 。 如 果 一 个 这 样 的 类 不 是 
另 一 个 这 样 的 类 的 子 类 ， 这 样 的 类 就 是 割 集 的 态 类 。 我 们 可 以 用 
下 面 的 步 怠 来 每 至 割 集 询 歼 类 。 Ss S ,23 ” ”9 Si 等 撩 集 的 类 是 
”es “一 条 路 径 忆 台 过 一 个 割 入 5 正好 一 次 ”， 演 名 话 的 意思 是 说 P 人 NS 正好 有 一 

双边 ， 
5496。 


这 样 的 类 ， 它 们 的 值 > c, 在 分 离 | 和 1 的 全 部 割 集 的 信 中 是 最 


EpEs 
小 的 注意， 我 们 现在 只 考虑 分 离 i 和 上 的 割 集 . 假定 在 割 集 
S112 "ys Sims “°° »S i 中 ， S11 12 ” 29in, 是 线性 无 关上 的 ， 
显然 当 把 一 个 从 ; 到 j 的 最 大 流 赋 给 GG 时， 这 如 个 害 集 就 变 成 了 
基本 饱和 制 集 . 

我 们 用 来 乘 刁 克 4 网 G 的 所 有 这 种 边 的 边 容 量 ， 这 种 边 是 
属于 制 集 S51,(p=1,2,…, mi) 中 任 一 个 割 集 的 ， 这 样 就 修改 了 
殉 络 如 。 设 所 得 的 也 WC 网 是 CG(c:)。 然 后 我 们 选择 满足 1 和 ai< 
co 的 最 小 的 w: ， 从 而 得 到 一 些 新 交割 集 $s1， 92， at 使 它 
们 的 值 在 Gta') 的 所 有 分 离 i 和 i 的 割 集 的 值 中 是 最 小 的 。 设 这 
个 值 是 a， 而 这 个 al = 的 EWC 网 是 GCai), 福 意 , 在 Gtas) 中 ， 
Si S12 "sp Si 等 割 集 的 值 也 是 最 小 的 。 设 割 党 Szls S29" “ys 
Szms 和 割 集 Si qi Sm 是 Sis es Sity Sa 9 Sn 
… 9 中 线性 无 关 的 割 集 。 

再 来 重复 这 个 步骤 ， 用 来 乘 所 考虑 的 割 集 的 所 有 边 的 边 容 
妖 ， 然 后 选取 最 小 慎 a;， 由 它 产生 一 些 新 的 寄 集 ， 这 些 新 割 集 的 
值 在 所 得 网 络 Gtai cs) 的 全 部 分 离 : 和 了 市 集 的 值 中 是 最 小 的 。 

现在 ,一般 的 模式 已 经 很 清楚 了 。 设 

150) = {S11s"** Dim S21s “0 1 2am “oy 
Sm {12-4-1}) 
假定 Caaoi os 1) 中 的 Sy 9p Sp 在 a"!=a3"! 时， 
是 该 EWC 网 的 全 部 分 离 ;和 的 割 集 中 其 值 最 小 的 割 集 ,并且 
在 or"1=as ! 时 没有 值 更 小 的 割 罕 。 设 Spt， 5 mCm, 握 和,》 
以 及 {So} 中 的 制 集 在 所 有 被 考虑 的 制 集中 是 线性 无 关 的 ， 则 我 
们 把 人 Sp Sms 也 包括 在 {So} 类 中 ， 

我 们 继续 进行 刚才 描述 的 步骤 ， 直 至 下 面 两 种 情况 之 一 出 

现 ， 
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情况 1 在 G(ai ct~!) 中 不 存在 上 既 能 分 离 和 了， 但 又 
不 能 由 {Ss} 中 割 集 的 线性 组 合 得 到 的 割 集 。 这 时 ， 割 集 的 矿 类 
邑 为 式 (12-4-1) 中 的 1 ， 

情况 2 ”至 少 存 在 一 个 CCai…ai 1 中 能 分 离 i 和 站 ， 却 
不 能 由 式 (12-4-1) 中 {So} 内 割 集 的 线性 组 合 得 到 的 荐 集 。 要 出 
现 情 况 2 ， 就 必须 不 存在 这 样 的 双 ，(1 私 办 <co)， 它 在 
Gai at 1) 中 至 少 产生 一 个 关于 式 (12-4-1) 中 的 全 线性 
无 关 的 新 割 集 S,， 而 该 新 割 集 的 值 在 分 离 和 17 的 割 集 的 值 中 
是 最 小 的 。 假 定 Cal…… at 1) 中 的 割 集 S5，50 So 的 值 
对 于 ci (1<e <eo) 的 任何 一 个 值 都 不 可 能 是 最 小 的 ， 又 假 
定 在 Ss 129 9 Sns 09 四 pg Sp-ikp_1s Splsr es 
Spnp 中 ， Sp19 ps ”> ;mp 以 及 {So} 中 的 害 集 是 级 性 无 关 的 ， 项 
关于 顶点 i 和 的 荐 集 的 历 类 由 {So} 中 的 所 有 割 集 和 害 集 So 
Spa 本 Spmp 组 成 。 

为 了 说 明确 定 割 集 的 所 类 的 方法 ， 考 虑 图 12-4-1 中 的 EWC 
网 。 我 们 可 以 看 出 ， 在 分 离 i 和 的 所 有 制 集中 , 只 有 荐 集 5,, = 
《a, 5) 的 值 最 小 。 把 a, 5 边 的 边 容量 屠 以 中 =2， 我 们 就 得 到 一 
个 新 害 集 S21= (c, e), 它 的 值 在 Gtas=2) 中 是 最 小 的 ,如 图 
12-4-1(b) 所 示 、 将 Glas) 中 Si 和 Ssi 各 边 的 边 容 量 乘 以 cz， 并 
置 吧 =3， 我 们 得 到 Cai=2，oi=3)， 刀 图 12-4-1(c) 所 示 。 现 
在 ， 存 在 一 个 新 的 割 集 Ss = (a, d, e)， 它 的 值 在 目前 所 有 可用 
的 着 集中 是 最 小 的 。 前 面 说 过 ， 我 们 只 讨论 分 离 顶点 i 和 的 制 
集 . 因此 ， 关 于 i 和 / 的 割 集 的 所 W 类 由 Ca, 引 , (a, d，, e), (c, e) 
组 成 

以 下 定理 给 出 了 荐 集 的 矿 类 和 流 9;; 之 间 的 一 个 明显 关系 。 

定理 12-4-1 对 于 一 个 给 定 的 WC 网 C， 存 在 分 离 ; 和 
的 一 类 线性 无 关 制 集 ， 以 及 一 个 从 到 了 路 径 的 类 {Pn ， 其 中 每 
一 条 路 径 通 过 这 个 割 集 类 中 每 个 割 集 一 次 ， 从 而 可 用 分 配 非 零 流 


。 498 。 


给 {P,} 中 的 路 色 的 方法 ， 给 出 任意 一 个 不 超过 端 限 容量 十; 的 可 
行 流 bi, 


图 12-4-1 EWC 网 
ta GG by Ge (C0) G tal a) 


证 明 ， ”我们 考 虚 前 面 描述 的 割 集 的 所 类 和 从 所 络 EWC 网 
G 导出 的 修改 网 络 Glas: as ， 有 两 种 可 能 出 现 的 情况 。 

情况 1 在 这 种 情况 下 ， 厂 类 中 的 割 集 就 是 式 〈12-4-1)》 中 
4So} 的 制 集 。 在 Gui 中， 当 我 们 分 配 一 个 最 大 流 凡 ;时 ， 
到 类 中 所 有 的 着 集 都 是 基本 饱和 割 集 。 因此， 存在 着 流 办 ;的 一 
个 集合 ， 它 用 这 样 的 方法 给 出 Ce as ID) 中 从 到 于 的 最 大 
流光， 以 致 带 有 非 零 流 的 每 一 路 径 通过 每 个 制 集 正 好 一 次 。 设 
iite) 是 与 流 r, 的 集合 对 应 的 边 流 集合 . 用 

A=a0 -oat-! (12-4-2) 

去 除 每 个 这 样 的 路 径流 与 用 4 去 除 分 配给 每 和 杀 边 的 流 是 等 效 的 。 
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因此 ， 边 。 的 流 灾 成 少 ;(e)/ A, 另 一 方面 ，G 中 任 一 条 边 的 边 容 
量 不 小 于 修改 网 络 忆 (Qa).……as- ,中 边 的 述 容 量 有 习 以 1/4。 这 
样 ， 路 径流 y',,,/ 4 的 集合 可 以 分 配给 GG。 很 明显 ， 这 就 在 人 中 给 
出 了 一 个 从 到 > 了 的 最 大 流 。 可 得 型 其 他 任何 一 个 从 到 了 的 
流 ， 给 每 个 流 分 配 由;/ 4 的 玫 售 即 可 〈 这 里 0 所 扩 去 1)。 因 此 对 
于 这 种 情况 定理 为 真 。 

情况 2 ” 当 制 集 的 歼 类 包含 不 属于 式 (12-4-1) 的 {$4 中 的 
割 集 Sp pe "9s S pm 时 ,在 GlQ):**at-?) 中 至 少 存 在 一 条 
这 ， 其 近 容 量 和 原来 的 网 络 全 的 这 容量 相同 。 设 这 些 边 是 elye:， 
"ea 又 设 Ga 是 从 Glal-…-a3-?) 中 移 去 这 些 边 得 
到 的 EWC 网 ， 闭 么 ， 在 Gt@)……as-”) 中 ， 在 同 Sy Si 
"Sp-imp-1 变换 各 同 的 条 件 下 ， 与 5p1， 信 pz，Spm, 对 应 航 
部 集 变 成 基本 侈 和 荐 集 ， 这 是 因为 , 要 从 GG 得 到 G Cal 047)， 
在 Sp ;pm 中 凡是 未 用 a*"? 习 的 每 条 边 玲 村 物 走 。 内 此， 
欧 Go pet 5) 而 言 ， 可 以 应 用 请 闹 1 。 二 为 分 淘 给 Ga-… 
ai 2 中 的 路 径 的 一 类 流 也 可 以 分 配给 G 让 的 间 一 路 径 ， 故 对 这 
种 情况 定理 为 真 ， 《证 上 毕 ) 


《3) 《py 


图 12-4~2 用 Gfala?) 分 配 流 多 
(ay GG ob a tb) 
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考虑 图 12-4-1(c) 中 的 EWC 网 Gaia?) .我 们 要 分 配 最 大 流 
全 给 这 个 传输 网 的 叭 一 方式 是 分 配 流 久 ,=6， 玖 =6 和 弗 ,= 
6 ， 如 图 12-4-2(a)? 所 示 。 所 为 aiat=6， 所 以 如 图 12-4-2(b) 所 
示 ， 分 配 流 Bis=1, p=1, $s =1 给 出 最 大 流放 ;i 并 生 显 然 割 
集 (a,b)，(a,d,e)，(c,e) 是 线性 元 关 制 集 ， 而 分 配 了 非 零 流 的 
这 些 路 径 ， 对 每 一 个 割 集 每 一 条 都 只 通过 一 次 。 


12-5 有 问 EEWC 网 - 


当 一 个 EWC 网 的 每 边 都 有 一 个 定向 ， 表 示 通 过 该 边 的 流 只 
按 规 定 的 方向 流动 时 ， 就 称 这 个 网 络 为 有 向 EWC 网 。 把 流风 ,分 
配给 从 顶点 i 到 顶点 二 的 一 条 路 径 P.,,， 除了 肝 色 必须 是 从 i 到 
7 了 的 有 向 路 径 外 ,其 余 的 情况 都 与 无 向 WC 网 中 芍 情况 相同 . 同 
样 ， 分配 流 纱 ,, 给 一 个 有 向 WC 网 和 分 配给 无 向 EWC 网 是 一 样 
的 ， 并 且 从 ;i 到 j 的 端 限 容量 是 从 ;到 /所 能 分 配 到 的 最 大 流 ， 
我 们 应 该 注意 ， 在 有 向 EWC 网 的 情况 下 ， 端 限 容量 1 有 可 能 不 
等 于 端 限 容 重 4;，。 

为 了 讨论 有 向 EWC 网 的 性 质 ， 我 们 定义 半 制 如 下 、 

定 兴 12-5-1 设 Si=FCQXD)UGLGx 502) 是 一 个 有 向 
线 图 的 车 集 ， 其 中 i€ 旬 :，j EB， 则 5, 的 半 割 5; 和 55 分 别 为 


$= x 0) (12-5~1} 

si=8 0X 1,) (12-5-2) 
注意 $1 和 和 si1 是 无 重 边 的 集合 ， 并 且 

Sy Us 9; (12-5-3) 


与 无 向 EWC 网 的 情况 一 样 ， 一 个 有 向 EWC 网 的 边 称 为 饮 
和 的 ， 如 果 这 条 边 的 边 流 等 于 它 的 边 容量 .但 是 在 有 向 EWC 山 
中 分 配 流 生 ; 时， 与 之 有 关 的 基本 愧 和 割 集 的 定义 与 元 向 EWC 
网 中 相应 的 定义 有 一 点 不 同 。 
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定义 12-5-2 在 一 个 有 向 三 只 C 两 中 ， 如 果 制 集 Su 的 半 制 
Bis 中 每 条 边 都 是 饱和 的 ， 而 Ss 芍 半 制 Sf 中 每 条 边 都 没有 非 零 
流 ， 那 么 割 集 5S; 就 是 流沙 ;的 (从 站 到 了) 一 个 分 配方 式 下 的 
基本 饱和 制 集 , 


图 12-5-] 一 个 有 向 WC 网 和 流 yi; 


例如 ， 如 果 我 们 分 配 流 办 ; 如 图 12-5-1 靳 示 ， 那 么 割 集 35 = 
(a 5 c,d) 中 每 一 条 边 都 是 饱和 的 。 但 是 ，S 不 是 基本 已 和 制 
集 ， 这 是 因为 Si 的 半 制 3 和 5i 为 
Sij= {tasb,d), sa= (0) 


而 给 边 “ 分 配 了 一 个 非 零 边 流 bi;(0). 

当 我 们 如 图 12-5-2 所 示 那 样 分 配 流 办; 时， 割 集 5= (a 
b,c，d) 变 成 了 基本 饱和 制 集 。 根据 上 面 这 些 定义 ， 我们 可 以 证 
明定 更 12-5-1。 

定理 12-5-】 当 且 仅 当 存在 一 个 分 离 和 i 的 基本 饱和 割 集 
村 ， 分 配给 有 向 EWC 网 的 流 贞 ; 是 最 大 的 。 

， ”这 个 定理 的 证 明 与 定理 12-1-2 的 证 明正 好 相同 ， 只 不 过 要 
用 到 有 向 EWC 网 的 基本 饱和 割 集 。 很 容易 看 出 ， 对 于 最 大 流 
$8; 的 每 一 种 可 能 的 分 配 方式 ， 至 少 存在 一 个 分 离 和 i 的 基本 
饱和 制 集 。 我 们 称 这 个 割 集 为 端 限 容量 三 的 对 应 割 集 ， 

从 定理 12-5-1]， 我 们 得 到 另 一 个 定理 。 
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定理 12-5-2 端 限 容量 节 等 于 
t= min{V [sp]; Sy 的 半 害 55,,€ SG; 让} (12-5-4) 


图 12-5-2 ”在 加 12-5-1 中 的 有 疝 图 12-5-3 有 向 EWC 网 GG 
坊 WC 网 之 内 分 配 流风 ;的 不 同方 式 


例 12-5-1 在 图 12-5-3 欧 有 向 EWC 网 G 中 ，{5Gi; 站 } 由 以 
下 分 离 和 了 的 制 集 组 成 
Sy,= (asgsh}, 9 = (apcsd)， 
Say= Cd,e3f)}, Si= (bc ef ,0,8) 
这 些 割 集 的 半 制 so 为 
3111= (9 和， Sa (0,b,d), 
si = (dse)， and 3 = 《eye 有 


因此 

b= min{Y (Sp)} = min(5,4,5,9) = 4 
舅 一 方面 

sip = (0), 8321 = (€), 

ssn = Cf), and su= Cb,f ,9) 
斯 以 


ti 二 和 hn 他 (sz 一 mint1,2,2,4) =1 
显然 ， 一 个 有 向 EWC 爽 的 端 限 容量 盾 阵 一 般 是 不 对 称 的 。 
但 是 ,利用 证 明定 理 12-2-1 中 条 件 的 必要 性 时 所 采用 的 步 怠 ,我 们 
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可 以 求 得 端 限 容 量 矩 阵 的 主 分 拨 以 及 所 有 包含 一 个 以 上 元 素 的 结 
困 主 子 阵 的 主 分 块 . 

定理 12-5-3 一 个 有 向 WC 网 的 端 限 容量 矩阵 可 以 作 主 分 
抉 划分 ， 并 且 所 有 包含 一 个 以 上 元 素 的 结果 主子 阵 也 可 以 作 主 分 
块 划分 。 

例 12-5-2 图 12-5-4 中 有 向 EWC 网 的 端 限 容量 矩阵 7 以 及 
所 有 的 结果 主子 阵 都 可 以 作 主 分 其 划分 ， 如 下 所 未 ， 


(3) 
图 12-5-4 有 向 全 WC 网 


在 无 向 EWC 网 的 情况 下 ， 端 限 容 量 和 矩阵 是 对 称 的 。 基 此 ， 
一 个 网 络 所 能 有 的 不 同 端 限 容量 的 最 大 数目 为 ",-1， 凑 中 忆 是 
该 网 络 的 顶点 数 。 另 一 方面 ， 不 难看 出 ， 一 个 有 向 EWC 网 中 不 
同 端 眼 容 量 的 最 大 数目 是 大 于 mr-1 的 。 

考虑 图 12-5-5 中 的 有 向 CWC 网 ， 其 中 了 和 9 都 是 项 点 。 又 
“504。 


考虑 一 个 由 pipss Bap Pases 区 ,组 成 的 流 Pr = tor 《 即 Vp = 
ip + $2 + 到 十 ps) ;其 中 流 Bip 通过 欠 Pp 到 4a 的 边 ， 流 细 s,s 通 


于 


b 。 
2 -py Ce -有 " 0 分 al 
: tu- rr- Cer “0 W) 


疼 12-5-5 有 向 BWC 网 


过 从 顶 虚 了 到 顶点 +r' 沁 p 的 边 ， 流 办 ;通过 从 顶点 了 到 顶 虑 s 之 4 
的 边 ， 流 ,通过 从 顶点 请 到 顶 虞 17 (gt 所 ) 的 连 。 因为 从 
顶点 到 顶点 4 的 边 的 边 容 量 为 wr***， 所以, =?*。 流 
4 一 定 要 通过 从 顶点 户 到 顶点 p+1 的 边 ， 而 从 顶点 p+1 到 顶 
虚 了 的 边 的 边 容量 大 于 从 顶点 上 到 顶点 p+ 1 的 边 的 边 容量 。 这 
一 事实 告诉 我 们 ， Ps, = vu— p. 对 于 apes 考 虚 从 了 到 s'(< 过 gq) 
的 所 有 有 向 路 径 。 因 为 这 些 路 径 都 必 包 含 从 顶点 9-1 到 顶点 9 的 
边 ， 该 边 的 边 容 量 为 vu-g-1， 而 从 户 到 9g-1 的 边 铝 边 容量 大 于 
v-q-1， 所 以 ,=v-g-1。 最 后 ， 每 一 条 从 顶点 了 到 顶点 9 ， 通 
过 顶点 而 不 过 顶点 7' 和 s' 的 有 向 路 径 ， 包 含 从 顶点 上 到 顶点 
1 的 边 ， 其 边 容量 为 2?'*， 而 对 于 所 有 网 tf ， 从 六 到 顶点 4 的 
边 的 边 容 量 大 于 wr**?， 所 以 
pips = Cp -a 1?+2 
因此 too= pra， 而 
tno= (p-qu tt2+2y—-p~q—1 
pp 不 uv， 9 志 1 {12-5-5) 
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当 pp=v 或 gs=1 时，y1,, 或 加,; 为 零 。 因 而 
(p-qyu +ov—gq—l1 p=v dd 于 1 
tp =p- DU tou-p pv gqg=1 (12-5-6) 
Cp— Dt p=v, gq=1 
出 此 我 们 可 以 看 出， 仅 当 p,= pb; 自 gi=9: 时 ， 
1py93 = fpsgs (12-5-7) 
还 可 以 看 出 ， 所 有 的 foo4p>>g) 都 大 于 v。 对 于 ts 我 们 有 
trs=tp-1=u~p-—1 (12-5-8) 


它 是 小 于 v 的 。 因 此 ， 我们 得 到 图 12-5-5 中 网 络 的 端 限 容量 矩 
阵 ， 和 矩阵 的 主 对 角 线 上 方 的 元 素 由 wv - 1 个 不 同 的 值 组 成 ， 而 主 对 
角 线 下 方 的 苑 素 都 不 相同 。 现 在 我 们 可 以 说 ， 存 在 一 个 m, 个 顶 
点 的 《连通 的 ) 有 向 EWC 网 ， 正 好 有 (ns 一 1) (n+ 2)/2 个 不 了 同 
前 端 限 容量 ， 

端 限 容量 矩阵 有 一 种 特殊 子 矩 阵 ， 称 为 S 于 阵 ， 与 (9 (6:7)? 
中 的 集合 有 密切 的 关系 ， 并 且 ， 这 种 子 阵 对 于 研究 一 个 算 阵 作为 
有 向 EWC 网 的 端 限 容 量 矩 阵 的 可 实现 性 是 非常 重要 的 . 

定义 12-5-3 设 个 ,和 如 是 一 对 不 相交 的 顶点 集合 ， 且 2 U 
多 ,= 和 介 ， 此 处 虽 是 网 络 中 所 有 顶点 的 集合 。S 子 阵 是 工 的 子 阵 ， 
是 将 本 划 去 对 应 于 名 ,中 所 有 顶点 的 行 与 对 应 于 虽 , 中 所 有 顶点 的 
列 而 得 到 的 。 

重要 的 是 要 注意 在 9 子 阵 的 元 素 中 是 不 包含 4 的 、 例 如 ， 考 
虚 例 12-5-2 中 所 给 的 端 限 容量 矩阵 ， 吕 = (1，2，3， 人 全。 设 只 ,= 
《1,2)， 则 如 , = (3,4) ， 关 于 这 两 个 集合 的 $ 子 阵 为 
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如 果 取 1) = (3,4)， & = (1,2), 风 我 们 有 


设 S 是 有 向 E WC 网 中 的 一 个 制 集 。 于 是 利用 S=o(9,x 
BY USD, x 0) 之 中 的 全 和 名 |， 就 可 以 得 到 了 前 一 个 S 子 阵 ， 
因此 ， 在 了 的 端 限 容量 及 其 S 子 阵 之 名 有 一 定 的 关系 ， 这 由 下 面 
的 定理 给 浊 。 

定理 12-5-4 对 于 了 除 d 外 的 每 个 元 素 ， 至 少 存在 一 个 S 子 
阵 ， 使 这 全 元 素 成 为 该 S 科隆 中 最 大 的 元 未 。 

证 明 ， 设 ts 是 端 限 容量 ， 显 然 它 是 端 限 容 量 和 矩阵 人 中指 
一 个 元 素 。 又 设 So = 史 人 (xx 吕 )UE(ZxgD) 是 5 的 对 应 制 
集 ， 其 中 p€ 0,，g EB。 很 明显 ， 从 了 中 划 去 对 应 于 5, 中 所 有 
顶点 的 行 和 对 应 于 8 中 所 有 顶点 的 列 ， 所 得 到 的 S 子 阵 必 包 合 
ta 假定 在 此 5S 于 阵 中 存在 一 个 比 5 太 的 元 素 二 .。 而 要 使 在 
此 5S 了 于 隆 中 ， r 一 定 在 只 ,中 ， 人 一 定 在 已 中 ， 因此 害 集 S$。 分离 r 
和 +# 。 这 就 意味 着 半 割 sse 在 式 (12-5-4) 中 是 确定 fo 和 的 半 制 之 
一 。 因 而 不 可 能 有 ftp 《证 毕 ) 

定理 12-5-$ 设 fs 是 端 限 容量 。 如 果 对 于 之 1， 存 在 个 
包含 io 的 S 了 于 阵 ， 并 且 ts 在 这 上 个 5S 子 阵 的 每 一 个 子 阵 中 都 是 
最 大 元 素 ， 那 么 在 这 个 S 子 阵 中 ， 至 少 有 一 个 确 定 foo 的 对 应 
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割 集 .【 一 个 4 子 阵 确 定 一 个 震 集 ,如 果 cB(O x 8) UG x 0) 
是 一 个 割 集 ， 其 中 避 是 与 S 子 阵 的 行 对 应 的 所 有 顶点 的 集合 ， 
总 是 与 S 子 阵 的 列 对 应 的 所 有 顶点 的 集合 ,] 

这 个 定理 的 证 明 是 明显 的 ， 因 为 我 们 知道 ， 存 在 一 个 子 阵 ， 
它 是 由 tv 的 对 应 宕 集 

Sp = OX 0 UE 0, x 0,) 

中 的 8 和 所 所 得 到 的 . 

根据 定理 12-5-4 和 定理 12-5-5 所 给 出 的 S 子 阵 的 性 质 ， 我 们 
可 以 证 明 ， 定 理 12~3-1 所 给 的 关于 无 向 EWC 网 的 端 限 容量 矩阵 
的 必 机 充分 条 件 ， 对 于 有 向 EWC 网 并 不 正确 。 首 先 ， 我 们 注意 
到 ， 在 定理 12-3-1 中 ， 对 二 任意 三 个 顶点 ; ，7 , 所 满足 的 

tij>min(tis tii) (12-5-9) 

对 于 有 向 WC 网 是 适用 的 。 可 以 用 与 定理 12-3-1 几 乎 相同 的 方 
法 来 证 明 这 一 点 。 但 是 ， 式 (12-5-9) 给 册 的 关系 对 于 有 向 EWC 
网 的 端 限 容量 矩阵 的 可 实现 性 却 不 是 充分 的 ， 这 可 以 由 证 有 明 下 述 
矩阵 不 能 实现 为 端 限 容量 矩 涟 来 闹 明 。 


个 
a 1 
bt qd 1 (12-5-10) 
ci 1, d 
dt tote 4 | 
在 失 泛 中 中 ， >>>>f>>t6+e>h>3, 且 0<a<1, 可 以 看 
出 ， 忆 满足 定理 12-5-4 和 式 (12-5-9) 给 出 的 关系 。 以 1 为 最 大 元 


素 的 S 子 阵 只 有 一 个 ， 即 


R= |} 7] 《12-5-11 
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与 R, 对 应 的 项 点 集 吕 , 和 ,是 
人 = a, b) (12~5-12) 
@1= (ce, qd) (12-5-13) 
它们 给 出 对 应 的 割 集 Se = ZCQ1xXB) UZ x 9.), 如 图 12-5-6 
所 示 。 注意 Ser =F(0) x 避 ) 是 半 制 ， 它 的 信 等 于 tows tecytis 和 和 foe 


一 一 各 See 


| Ac) i 


SS 


I 
图 12-5-6 与 R 对 应 的 有 向 EE 到 网 


同样 ， 以 2 为 最 大 元 素 的 S 子 阵 只 有 一 个 ， 即 有 Ra: 以 3 为 最 
火 元 素 的 S 子 阵 也 只 有 一 个 ， 即 尽 :, 它 们 分 别 为 


d 
af 1 
R,= | (12-3-14) 
cL2 
利 bped 
R,=a[3 1 1] (12-5-15) 


这 两 个 S$ 子 阵 给 遇害 集 Swm 和 Sw， 如 图 12-5-6 所 示 , 其 中 VLscsl = 
2 5 Vissl]=3. 因此 
» 5109“ 


tax=1=ce+coee 二 ep 十 Ci 《12-5-16?》 

tap =3= Ct+ Cet Coe (12-5-17) 
由 于 下 面 的 S$ 子 阵 R, 是 R 中 唯一 的 以 为 最 大 元 素 的 S 子 阵 ， 
因此 如 的 对 上 应 制 集 必定 是 Sic = (04x2D), 其 中 人 D = (0,b,d)， 
2 = te)， 如 图 12-5-? 所 示 。 


(12-5-18》 


(een) 
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图 12-5-7 E 久 C 网 以 及 Ss， Sob 


雪 此 fo = Cet Coct Cae 《12-5-197》 
又 由 于 只 有 一 个 S 子 阵 只 以 看 +e 为 其 最 大 元 ， 
6b Cc 
R= | 3 1 ] (12-5-20) 
dittote #o 
于 是 图 12-5-? 中 的 3z 是 to +e 的 对 应 害 集 。 因 此 
tuo+e=cw tC tia t Cie ‘(12-56-21》 


=。 人。 


册 式 (12-5-19) 和 式 (12-5-21)， 我们 有 


abt Ca — Cp {12-5-22) 
因为 每 一 个 边 容量 都 是 非 负 的 ， 故 由 式 (12-5-16) 得 
Cut Cul (12-5-23) 
于 是 由 式 (12-5-17) 和 式 (12-5-23)， 得 
3>cw>2 《12-5-247 
由 式 《12-5~16) 得 
CoS1 (12-5-25) 
二 此 ， 由 式 (12-5-24), (12-5-25) 和 (12-5-22)， 我 们 有 
和 DR 十 十 {12-5-26) 


因为 cos 是非 负 的 ， 故 s 之 1， 这 与 0<e<1 的 假设 矛盾 ， 所 以 丸 
不 能 实现 成 为 有 向 下 WC 网 的 端 限 容重 矩阵 。 因 此， 式 (12-5-9) 
给 出 的 端 限 容量 之 间 的 关系 对 于 有 向 EWC 网 的 端 限 容 量 矩 阵 并 
不 是 可 实现 性 的 充分 条 件 . 

为 了 得 到 有 向 己 WC 网 的 端 限 容量 矩阵 的 可 实现 性 条 件 , 我 们 
介绍 一 种 修改 WC 网 的 特殊 方法 ， 称 为 移 量 算法 .为 了 便于 说 
明 这 种 算法 ， 我 们 规定 用 符号 QC9) 表 示 线 图 9 中 作为 边 的 端点 
的 所 有 点 的 集合 .例如 ， 考 刚 图 12-5-7 所 示 的 有 向 也 克 C 网 ， 设 
8 是 由 边 容 量 分 别 为 ccs Cod 和 cac 的 那些 边 组 成 的 子 图 ， 则 

Q(g) = (be,d), 

为 了 看 出 怎样 用 移 量 算法 来 修改 一 个 上 EWC 网 ， 我 们 设 局 = 
《e,， ea Bp) 蚌 有 向 EWC 网 的 一 个 有 向 回路 ,又 设 C'= 
e162，""*s89) 是 另 一 个 有 向 加 路， 使 得 对 于 +=1, 2,………, p， 
边 w 和 e* 是 相互 平行 且 反 向 的 ， 如 图 12-5-8 所 示 。 可 以 看 出 ， 
有 向 回路 C 和 C' 的 性 质 是 : (1) 人 (C) = 2CCMY; (2) C 和 C' 的 定 
向 相反 . 现在， 从 有 向 回路 忆 的 每 一 条 边 的 边 容 量 波 去 容 革 5 ， 
在 有 向 回路 C' 的 每 一 条 边 的 边 容量 中 加 上 6 ， 就 得 到 一 个 新 的 
EWC 网 G'/。 如 图 12-5-9 所 示 ， 其 中 ，c, 和 ce; 分 别 为 边 e, 和 er 的 
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边 容量 ，- = 1,42，…，95。 这 种 改变 边 容量 的 算法 称 为 移 置 算法 ， 
利用 这 种 等 法， 可 以 证 明 ，G 和 G/ 的 任意 两 顶点 间 的 端 限 容量 均 
相同 。 


图 12-5-9 ”有 向 EWC 网 G" 


根据 式 (12-5-4)， 如 果 我 们 能 征明 GG 中 每 一 个 半 割 的 什 等 于 
G!' 中 对 应 半 制 的 什 ， 那 么 就 可 以 保证 ， 避 和 GG’ 中 任意 两 顶点 间 
的 谐 限 容量 都 是 相 辣 前 。 任 取 一 个 半 希 s ， 若 C 中 的 边 都 不 在 s 
中 ， 则 局 和 G' 中 举荐 的 值 这 (s) 显然 是 相同 的 。 现 在 ， 设 S$ 是 割 
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集 ，s 是 $ 的 两 个 半 割 之 一 。 因 为 C 是 一 个 回路 ， 故 C 中 有 偶数 

(2 有 ) 条 边 在 S 中 ， 又 因 C 是 一 个 有 向 回 路 ， 故 这 些 边 有 一 半 在 半 

斋 5 中， 即 C 有 训 条 边 在 s 中 。 同 样 ，C' 中 将 2& 条 边 在 5S 中 ， 

有 请 条 边 在 s 中 。 因 此 ，5s 中 容量 增加 6 的 边 的 数目 与 容量 减少 

6 的 边 的 数目 相等 。 这 就 说 明 , G 和 G' 中 半 割 s 的 值 了 (s) 相 等 ， 
定理 12-5-6 移 景 算法 保持 端 限 容量 不 变 。 

可 以 看 出 ， 运 用 移 量 算法 可 尽 抱 一 个 卫 WC 网 的 边 容量 变 为 
负数 。 然 而 根据 定义 ， 任 何以 负数 为 边 容量 的 网 络 都 不 能 称 为 
EWC 网 ， 因 此 我 们 引入 伪 EWC 了 两 的 概念 . 

定义 12-5-4 一 个 线 图 G 是 伪 EWC 网， 如果; (1) 在 G 
中 每 条 边 《 被 称 为 边 容量 》 的 权 都 是 实数 ;( 2 ) 缺少 一 条 边 就 相 
当 于 该 边 前 权 为 零 ，《3》 对 于 G 中 每 对 顶点 ?和 了， 从 i 到 j 
的 端 限 容量 二; 非 负 ， 其 中 证; 定义 为 

t= min4V (spi); 对 于 所 有 分 离 i 和 /的 割 集 5;; 的 半 割 } 

(12-5-27) 


(2) (by 
图 12-5-10 
《ay 僵 正 WC 网 ， (pb) 非 纵 EWC 网 
例如 ， 图 12-5-10(a) 中 的 线 图 是 一 个 仿 EWt 网 ; 图 12-5-10 
《by 中 的 钱 图 不 是 伪 EWC 网 ， 因 为 有 一 个 半 荐 ss 的 信和 是 负数 
入 EWC 网 的 狂 质 将 导出 端 限 容 量 算 阵 的 可 实现 性 条 人 忻 。 在 
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研究 该 性 质 之 前 ， 我 们 来 看 看 ， 是 否 可 以 通过 逐次 运用 移 量 算法 
来 使 任 一 伪 EWC 网 变 成 传输 网 络 . 换 句 话说 ， 能 用 移 量 算 法 使 
一 个 伪 王 WC 网 中 负 的 边 容量 变 成 非 负数 吗 ? 答案 是 否定 的 ， 因 
为 如 图 12-5-11 所 示 的 伪 EWC 网 便 不 能 用 移 量 算法 变 成 EWC 
网 。 但 是 ， 下 面 的 定理 说 明 ， 任 何 一 个 满足 一 简单 约束 条 件 的 伪 
已 WC 网 ， 可 以 用 对 移 基 算法 作 简单 限制 的 方法 来 变 成 传输 网 络 。 


图 12-5-11 伪 EWC 网 
定理 12-5-7 当 且 仅 当 伪 EWC 网 6G 满足 
coq+ Cop 之 0 ”对 所 有 的 顶点 上 了 和 9 (12-5-28》 
则 GG 就 可 以 用 移 量 算法 变 成 EWC 网 。 

证 明 ， 根据 移 量 算法 的 定义 ， 必 变性 是 显然 的 ,也 就 是 
说 ， 从 一 个 EWC 网 出 发 ， 经 过 移 量 算法 得 到 的 任何 伪 EWC 网 
都 满足 上 述 条 件 。 

为 证 明 充 分 性 ， 我 们 定义 伪 EWC 网 的 伪 指 标 7 为 


{= -(> «) (12-5-29) 


其 中 c, 是 负 的 边 容量 ,> 表示 “对 所 有 的 可 能 性 求 和 ”. 换 句 话 说 ， 
-I 是 所 有 负 边 容量 之 和 。 采 用 这 个 定义 ， 若 能 证 明 ， 用 移 量 算 
法 由 任 一 具有 非 零 伪 指 标 7 的 伪 EWC 网 G 产 生 伪 EWC 网 G1， 
并 使 得 G' 的 伪 指 标 1' 小 于 了， 那么 就 能 证 明定 理 。 

设 ey 是 一 条 边 容量 为 负数 的 边 。 则 存在 一 条 从 顶点 到顶 
"S14°« 


点 9 的 有 向 路 径 忆 ， 使 每 条 边 的 边 容量 都 为 正 数 。 如 若 不 然 ， 就 
会 有 一 个 半 割 se， 其 值 为 负数 。 设 卫 = (er et exkp)， 如 图 
12-5-12 所 示 ， 又 设 ci ca， es 分 别 为 边 eglyelzy…，eke 的 
边 容 量 。 注 意 据 假设 co 是 正 的 。 由 于 6519 c42; ,cis 和 cap 都 
是 正 的 ， 于 是 存在 正 数 5， 使 得 

d= minkcplycl "sci 0pe) >0 (12-5-30) 


caf 
~ 


图 12-5-12 檀 EWC 网 和 路 径 忆 


现在 ， 我 们 可 以 把 各 边 eop,ep1 B12，"… exp《 它 们 组 成 一 个 有 光 回 
路 》 的 记 有 按 容 量 都 减 去 右 ， 而 将 各 边 eps Ext9***， Exs els《 它 
们 组 成 对 应 的 有 向 回路 ) 的 所 有 边 容 量 都 加 上 5 ， 如 图 12-5-13 
所 示 。 以 上 的 步 缀 就 是 移 量 算法 ， 而 疡 得 网 络 的 伪 指 标 最 然 小 于 
原 网 络 的 伪 指 标 , 注 意 我 们 所 考虑 的 坊 EWC 网 的 边 数 是 有 限 的 ， 
因而 有 向 回路 的 数目 也 大 有 限 的 。 因 此 ， 若 逻 次 将 移 基 算法 应 用 
有 限 次 ， 就 研 以 把 伪 指 称 减 到 零 。 (证 毕 》 

由 定理 12-5-7， 我 们 就 可 氢 述 定理 12-5-8。 

定理 12-5-8 如 果 存 在 一 个 满足 式 (12-5-28) 的 伪 忆 双人 网 ， 
其 端 限 容量 矩阵 为 个 ， 则 了 可 以 实现 为 有 向 EWC 网 的 端 限 容量 
和 矩阵, 
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《cas ~ 的 


图 12-5-13 用 移 量 算法 所 得 的 网 络 


为 了 证 明定 理 12-5-8 的 着 记 是 正确 的 ， 我 们 采用 一 种 特殊 的 
和 板 EWC 网 ， 称 为 基本 结构 网 络 (fundamental structure) , 为 定 
义 这 种 网 络 ， 我 们 用 符号 ers 表示 从 顶点 上 了 到 项 点 4 的 边 (注意 
边 的 定向 是 从 上 到 4 》. 同样 地 ， 符 号 cs 用 来 表示 边 ep4 的 边 容 
量 。 我们 说 顶点 为 1， 2,.…,n 的 伪 EWC 网 G 是 基本 结构 网 络 

(或 基本 伪 EEWC 网 } ,如 果 避 满足 以 下 条 和 件 ， 

1, 对 于 了 < 之 89， 不 存在 从 上 到 9 (gq>>p+1) 的 边 。 

2. 除 了 边 8pri ptp=1,2,.**,n-1) 外 ， 所 有 的 边 容量 都 龙 
正 的 。 

3, 对 于 p=1, 2 一 1 Cpris 十 Cp p+1 庆 0。 例 如 ， 图 12- 
5~14(3}) 的 网 络 是 基本 结构 网 络 ， 而 图 12-5-14(b) 和 (cy 的 网 络 
却 不 是 。 这 是 因为 ， 对 于 (b) 中 的 网 络 ，ca + ca<0， 这 就 违反 
了 条 件 3 ; 对 于 (ce) 中 的 网 络 ， 存 在 一 条 边 e(4:， 这 违反 了 茶 件 
1 ， 耐 6s 的 边 容量 是 负 和 的， 违反 了 条 件 2 。 注 意 一 个 有 向 EWC 
网 疗 时 也 是 慷 EWC 网 。 

根据 上 面 敬 定义， 一 个 有 + 个 顶点 的 菇 本 女 EWC 网 必定 有 
图 12-5-15 所 示 的 结构 。 注 意 这 个 结构 正好 与 图 12-5-5 中 的 有 疝 
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了 双人 汉 利 辕 。 


2 (27 3 人 i 4 20 4 


C2) [| (cy) 
图 12-5-14 伪 修 输 淹 的 俩 子 


网 12-5-15 基本 铺 枸 网 络 


为 了 说 明 任 何 一 个 有 向 EWC 网 都 可 以 用 移 量 算 法 变 成 基本 
伪 上 WC 网， 首先 回忆 一 下 ， 我 们 可 以 对 端 限 容量 矩阵 了 和 所 有 
结果 主子 阵 施行 主 分 卖 划分 。 假 定 有 向 EWC 网 G 的 端 限 容 量 什 


阵 荆 已 被 主 分 块 划分 为 
1 2 3 + nn-l » 
1 ra 
2 i lal | | 
3 ， ial | 
上 一 一 -一 一- 一- : : ; 
T= | — 
， (i 
nl | i 一 
| | idl 
fn | | Tia, 
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图 12-5-16 一 种 画 出 @ 的 特殊 方法 


我 们 这 样 来 画册 已 WC 网 G， 将 其 所 有 顶点 画 在 一 条 直线 
上 ， 项 点 排列 顺序 与 上 面 斥 阵 的 列 序 一 致 ， 如 图 12-5-16 所 示 。 
例 12-5-3 ” 考 碟 图 12-5-17 中 的 有 向 下 克己 网 G .GG 的 端 限 容 


景 矩阵 划 分 的 主 分 块 为 


i jp 
‘ras14127 
j Ti 2 | 
T= ~ 
k 6 6ldl2 
pb 5 5 51a | 


车 按照 端 限 容量 算 阵 的 列 序 把 网 络 重 画 出 ， 则 上 面前 EWC 
独 就 变 成 图 12-5-18 所 示 的 样子 。 


Gil》 


图 12-5-18 ”GG 的 一 种 画 法 ， 其 顶 
图 12-5-17 一 个 有 向 WC 网 点 顺序 由 了 的 列 序 给 出 
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在 图 12-5-16 的 EWC 网 G 中 ， 我们 任 取 一 条 边 eps， 其 中 
4 之 p+1， 该 边 的 边 容 星 大 于 零 。 为 了 进行 移 量 算法 ， 我 们 选择 
回路 已 汶 《ep Eg 4-19 3-14-29 sp+r1p) 3 如 图 12-5-19 所 示 。 


图 12-5-19 有 向 回路 CC 利 对 应 有 向 回路 C* 


对 应 的 有 向 回路 C' 也 示 于 图 中 。 现 在 我 们 运用 移 量 算法 ， 从 CC 的 
每 条 和 边 的 边 容量 中 喊 去 co， 使 边 er 的 边 容量 变 为 零 ， 如 图 12- 
5-19 所 示 。 福 意 ， 我 们 同时 在 C' 的 每 条 边 的 边 容量 .上 加 cps， 按 
照 这 个 步骤， 我 们 可 以 从 网 络 中 删 去 任意 的 边 ere，9>>2+1. 反 
复 运 用 上 述 步骤 ， 我 们 就 可 以 删 去 所 有 边 epe，(g>>p+1)， 从 而 
得 到 一 个 伪 忆 WC 网 。 注 意 ， 在 运用 该 步骤 时 ， 网 络 中 有 可 能 产 
生 负 的 边 容 量 ， 然 而 ， 容 量 为 负数 的 边 仅 是 从 项 点 连接 到 顶点 
p-1 的 边 ，p=2,3，，…'，n。 并 且 ， 在 一 个 有 向 EWC 网 中 ， 边 
epp-1 和 5p-19 的 边 容量 之 和 和 S=csr1+co-ip 是 非 负 的 。 而且 ， 
按照 上 述 步 怠 ， 当 Cpp-1 的 边 容 量 减 去 60 时， 过 er 的 这 
容量 就 要 增加 6 ， 因 此 总 和 3 不 变 ， 而 所 得 前 伪 下 WC 网 就 是 基 
本 结构 网 络 了 。 

定理 12-5-9 ”任何 一 个 有 向 EWC 网 G 都 可 以 变 成 基本 坊 
EWC 网 G’, 并 且 G 和 G' 中 边 Cpg 和 Eap 的 边 容量 之 和 租 等 。 
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，。 (crop Forekepispe err 
1 2 p 


十 ql 4 
(cpprlt ch; (Cprip+rs + Coa) Ca-ta + cpe) 
图 12-5-20 移 量 算法 的 结果 


例 12-5-4 考虑 图 12-5-18 中 的 EWC 网 ( 例 12-5-3). 取 有 
向 回路 C 和 C 如 图 12-5-21 所 示 ， 我 们 可 以 用 移 重 算法 瓯 去 边 b， 
期 图 12-5-22 所 示 《注意 图 cll1) 
中 边 容量 的 变化 ) ,现在 利用 . 
如 图 所 示 前 有 向 回路 C; 和 
CI， 就 可 以 通过 移 量 算法 
删 去 边 a， 得 到 如 图 12-5- 
23 疡 示 的 基本 伪 EWC 网 。 

我 们 知道 ， 任 何 一 个 有 
疝 EEWC 网 都 可 以 变 成 基本 图 12-5-21 有 向 若 路 必 和 C” 


(0) 

一 ~、 
A 
CC ~ 

Ad CA 


1 
可 (3) xtl), 


ji hs 
gt5y dt4) x(2) 
al1) 

图 12-5-22 窒 向 问 名 CC 和 C1 条 12-5-23 ”一 个 基本 伪 E 玉 C 网 
=- 5920 。 


伪 EWC 网 ， 因 此 可 以 将 定理 12-5-% 修 改 为 以 下 定理 

定理 12-5-10 ” 当 且 仅 当 存 在 一 个 满足 式 (12-5-28》 的 伪 
EWC 网 ， 其 端 限 容量 矩阵 为 给 定 从 阵 人 了 时， 则 了 可 实现 为 有 向 
匡 WC 网 的 端 限 容 量 和 矩阵 。 


12-6 损耗 EEWC 网 


在 某 些 物理 系统 中 ， 江 非 所 有 的 流 都 能 到 达 其 终点 ,一 个 原 
因 是 ， 在 系统 中 可 能 有 亏损 存在 ， 例 如 管道 的 泄漏 。 为 了 表示 这 
样 的 系统 ， 我 们 来 定义 损耗 有 间 王 WC 阿 ， 网 络 的 每 一 条 边 赋 以 
边 效 率 cr (0 志 as 专 1)。 为 理解 这 效 率 wze 的 含 义 ， 我 们 假设 边 
2; 是 连接 在 顶点 上 和 mm 之 间 的 ， 其 定向 是 由 到 澡 。 若 流 少 出 顶 
点 上 进入 e,， 那 么 流 a 邮 经 过 边 6, 后 到 达 顶 点 m。 因此 ， 流 
《1 一 cp) 细 就 可 以 看 成 边 e* 所 损耗 的 流 ， 

为 讨论 损耗 下 WC 网 的 性 质 ， 我 们 定义 半 锦 3 的 值 了 [sfc)] 
和 矿 [stcc)] 如 于， 


矿 [s(c)]= > Cp (12-6-1) 
CpEs 
VIs(g0)1= > arcp (12-6-2) 


epEs 


其 中 ay 和 cy 分 别 为 边 ez 的 过 效率 和 边 容量 。 

宙 于 流 的 损耗 是 在 边 中 发 生 的 ， 于 是 可 对 损耗 下马 网 G 分 
写 流 如 下 ， 设 书 ,, 是 @ 中 一 条 从 顶点 和 顶点 7 的 有 疝 路 径 ， 其 
边 列 为 “elyes，……ye)， 则 分 陀 一 个 流 网， 给 路 径 ,就 意味 着 
对 边 e,tp=1, 2,"…*,n) 增加 的 边 流 ep) 为 

be) = pir’ (er) = ap! (er) +++, P(e) = 0 te) 
{12-6-3} 
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这 里 (ep) 必须 满足 以 下 条 件 ， 
及 《es) cp— boles) p=1,2,." "nn {12-6-4) 
其 中 gotes) 是 原来 已 分 配给 边 es 的 流 。 四 此 ， 分 配给 边 ey 的 全 
部 流 变 成 区 (ep) + Yo(ep)。 
设 Ps P23» “9 也 是 很 中 从 项 点 到 顶点 了 的 所 有 可 能 


有 向 路 径 ， 那 么 为 分 配 总 流 ;= > 01;， 就 可 以 将 流 4 Yo4， 


~ 名 分 别 分 配给 P,,,， 了 了 Pr 显然 ， 分 配给 很 的 
任何 流 gx 都 可 以 分 解 为 分 别 分 配 纵 有 向 路 径 已 Po 
Puy 的 流 piss Lo 由 Pr 

为 为 车 设 一 个 损耗 有 向 已 WC 了 的 所 有 边 效 率 cr =1, 它 就 变 
成 〈 无 损耗 ) 有 向 卫 WL 网 ， 所 以 损耗 下 WC 网 的 任何 依赖 于 a 
的 性质 ， 都 与 无 损耗 网 络 的 性 质 密切 相关 。 我 们 将 要 说 明 ， 和 无 
损耗 网 络 一 样 ， 在 损耗 EWC 网 中 ， 存 在 一 个 确定 最 大 流 的 割 
集 。 在 损耗 EWC 网 中 ， 饱 和 边 ， 饱 和 制 集 和 基本 人 饱和 割 集 的 定 
义 与 无 损耗 EWC 网 的 相 应 定义 是 一 样 的 。 也 就 是 说 ， 若 进入 边 
2 的 总 边 流 多 e) 等 于 该 过 的 边 容量 ， 则 说 这 条 边 是 饱 和 的。 如 
果 分 离 1 和 i 的 割 5;; 的 举荐 si 中 每 条 边 都 是 饱和 的 ， 则 说 
55 第 饱和 的 。 并且， 如 果 饱 和 割 集 55 的 半 制 si 的 各 条 边 上 所 
通过 的 流 为 零 ， 则 说 535 是 基本 饱和 割 集 ， 利 用 这 些 定 义 ， 我 们 
就 可 以 于 论 损 耗 EWC 网 了 。 

定理 12-6~1 假定 已 将 从 顶点 1 到 顶点 /的 流 加 ;分 配给 损耗 
EWC 网 G .如 果 不 存在 分 离 ; 和 f 的 饱和 割 集 ,那么 必 存 在 一 条 
从 :到 7 的 有 向 路 径 ， 使 得 可 以 将 一 个 附加 流 节 >0 分配 给 这 条 
路 径 ， 

这 个 定理 的 证 明 与 引 理 12-1-1 的 证 明正 好 相同 。 从 该 证 明 可 
清楚 地 知道 ， 当 我 们 分 配 一 个 流 Wi 时， 如 果 存在 一 个 分 离 i 和 
i 的 饱和 制 集 ， 那 么 就 不 能 青 分 配 任 一 从 到 的 附 部 非 零 流 . 
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定理 12-6-2 存在 一 个 从 i 到 j 的 流 z， 如 果 将 它 分 配给 
一 个 损耗 有 向 WC 网， 那么 至 少 会 产生 一 个 基本 饱和 荐 集 . 

证 明 ， ”假定 把 一 个 流 wi 分 配给 一 个 损 厅 有 向 EWC 网 全 ， 
得 到 一 些 物 和 割 集 $41， 但 这 些 割 集 都 不 是 基本 饱和 赂 集 。 那 
么 ， 采 用 与 定理 12-1-1 的 证 明 相 同 的 步 台 ， 就 可 以 修改 分 配 流 
;的 方式 ， 使 我 们 能 够 分 配 从 i 到 j 的 附加 流 。 可 以 证 明 , 我 们 
能 够 增加 从 ;i 到 六 的 流 ， 直 到 出 现 一 个 分 离 顶 点 i 和 i 的 基本 忽 
和 割 集 为 止 ， 《证 毕 》 

对 于 无 损 冰 EWC 网 的 情况 ， 若 我 们 得 到 一 个 基本 饱和 补 集 
53; 那么 流 必 ; 就 是 最 大 流 。 另 一 方面 ， 如 果 WC 网 是 有 栅 冰 
的 ， 即 使 分 配 流 由; 产生 了 一 个 基本 饱和 割 集 ， 这 个 流 也 不 一 定 
就 是 最 大 流 。 这 一 点 容易 从 下 面 的 例子 看 出 。 考 典 图 12-6-1 所 示 
的 损耗 EWC 网 ， 图 中 每 条 边 前 旁边 括 弧 中 的 第 一 个 数字 是 边 容 
最 ,而 第 二 个 数字 是 边 效 率 。 通 过 分 配 一 个 如 图 所 示 芍 流 ， 使 割 
集 5;= (0) 成 为 基本 饱和 制 集 。 但 是 ， 无 论 是 进入 顶点 ; 的 流 还 
是 离开 项 点 了 的 流 ， 都 不 是 最 大 流 ， 因 此 我 们 可 以 分 配 一 个 从 ; 
到 的 更 大 的 流 ， 如 图 12-6-2 所 示 ， 


at4,0.5) dt1,1) 
ct2,0.5) 


. -i 
Pi=2 A a=0.5 
~ et210.5) 

财 12-6-1 损耗 亚 克 忆 网 
a{t4,0.5) 加 
~ ZN i= 
$y=4 和 
i 1 


(2,0.5) 
b(2,1) e(2,0.5) 
图 12-6-2 分 配给 损耗 EWC 网 的 流 pir 
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这 个 例子 表 角 ， 可 以 有 许多 种 流 wy 可 供 分 配 ， 使 我 们 都 能 
得 到 基本 饱和 割 集 S， 并 且 ， 在 分 配 流 各; 时， 从 顶点 i 进入 的 
流 i 与 从 顶点 7 出 来 的 流 不 同 。 因 此 我 们 定义 损耗 EWC 网 的 端 
限 容量 如 下 ， 它 与 无 损耗 EWC 网 的 端 限 容量 的 定义 稍 有 不 同 ， 

定义 12-6-1 为 了 在 顶点 接收 到 最 大 流 ， 对 网 络 CG 所 能 分 
配 的 从 1 到 /的 最 大 流 y;; 称 为 源 端 限 容量 ， 记 为 fy。 当 分 配 了 一 
个 最 大 流 时 ， 在 顶点 1 所 能 接收 到 的 最 大 流量 称 为 汇 端 限 容量 ， 
记 为 ty. 

必须 注意 ， 若 网 络 中 存在 一 个 市 集 S$S;;， 以 致 在 分 配 任 何 罕 
少 甬 产生 一 个 基本 饱和 市 集 的 流 $i; 时 ， 就 可 以 使 5;; 变 成 基本 饱 
和 筹集 ， 那 么 这 个 割 集 称 为 流 Wi 的 对 应 割 集 。 因 为 在 分 配 最 大 
流 Vi 时 ，S4 鼻 然 是 一 个 基本 饱和 害 集 ， 所 以 我 们 说 , 5S; 是 源 端 
限 容量 二 和 汇 端 限 窒 量 5; 的 对 应 制 集 。 根 锯 这 个 定义 ， 我们 有 
另 一 个 定理 。 

定理 12-6-3 ”对 于 一 个 损耗 有 向 卫 WC 网 的 任意 三 顶点 i， 
isk: 
有 

fs 之 th 《12-6-57 
或 有 
tj (12-6-6} 


证 明 ; 设 Si;=2(0, x 0) Us (0, X 1) 是 ss 和 二 的 对 应 
割 集 ， 其 中 ?EPE5. 设 3S4= 罗 (0X 人 Li(G xx 人) 是 
i4 的 对 应 制 集 ， 其 中 1E8，RE 王 .又 设 5u= 李 (9 x 瑟 )U 
如 (0xg) 是 抽 的 对 应 制 党 ， 其 中 REOa，1E 人 ， 
情形 1 项 点 R 在 只, 由。 这 里 又 分 丙种 情况 ， 取 决 于 JE8 或 
1 EN 

a， 当 jE 时， 有 iE2 或 1E 恕 ， 如 图 12-6-3 所 示 。 对 于 
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iE 0, Sw 和 3 都 必定 是 最 大 流 的 基本 饱和 割 集 ， 因 此 
fi = (12-6-7) 


图 12-6-3 ”和 作 和 字 集 的 位 置 


对 于 iE 6,，55 可 能 是 最 大 流 Wu 的 基本 饱和 着 集 ， 但 也 可 能 不 
”是 。 因 此 

Eile (12-6-8) 

b。 当 jE 0 时， 情况 取决 于 iE 0 或 iE 吏 ， 邵 图 12-6-4 所 

示 。 对 于 iE 9，Ss 必定 也 是 最 大 流 gu 的 基本 人 饱和 制 集 ， 于 是 


就 有 
后 = 办/ (12-6-9) 


萎 12-6-4 愧 和 割 储 的 位 置 
525 4 


对 于 iE8，55 不 一 定 是 如; 的 基本 侈 和 出 集 ， 因 此 

i (12-6-10) 

情形 2 顶点 上 在 5 中 。 我 们 只 需 沽 虑 ,C5 的 情形 ， 这 样 

或 有 jE 4, 或 有 jEDB,. 假定 7fE9:， 如 图 12-6-5 所 示 ， 则 
34 不 须 是 bx 的 基本 饱和 割 集 ， 因 此 . 

了 了 (12-6-11) 


本 所 
去 $ 
了 ~ 
1 全 :| 
入 7 

、 


和 二 2 


氛 12~6-5 基本 怕 和 割 集 的 位 置 


如 果 j EB,，55 也 必定 是 对 于 Vii 的 基本 侈 和 和 制 集 ， 因 此 
Fis 二 8 《12-6-12} 
“证 毕 》 
下 面 ， 我 们 来 定义 与 无 损耗 EWC 网 的 端 限 容量 矩阵 类 似 们 
矩阵。 
定义 12-6-2 源 端 限 容量 矩阵 了 定义 为 
T={[ia] (12-6-13) 
而 汇 端 限 容量 年 阵 了 定义 为 


T= [4] (12-6-14) 

其 中 大 = 二 =d、 注 意 ， 即 使 损耗 EWC 网 是 无 向 前 ， 了 和 工 一 般 
也 不 是 对 称 的 。 

还 如 在 无 损耗 EEWC 网 中 所 定义 的 一 样 ， 我 们 定义 了 的 S 子 阵 

衣 为 ， 对 所 有 的 1 ， 划 去 的 i 行 或 1 列 得 到 的 子 阵 ， 对 T 的 5 子 

阵 好 也 可 用 同样 的 方法 下 定义 。 我 们 把 S 子 阵 让 和 邓 称 为 地 和 了 
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的 “S$S 于 阵 对 ”， 如 果 它 们 满足 ，(1) 若 了 的 i 行 在 好 中 ， 则 了 的 
f 行 也 在 村 申 ; (2) 若 元 的 列 在 六 中 ， 则 的 j 列 也 在 MM 中。 根据 
这 些 定 义 ， 我 们 可 以 得 到 源 端 限 容量 矩阵 与 汇 端 限 容量 矩阵 的 性 
质 如 下 。 

定理 12-6-4 对 于 了 工 积 工 的 任何 元 素 #, 和 z， 存 在 工 和 了 的 
一 对 5 子 阵 凡 和 计 ， 使 得 如是 对 中 上 列 〈 对 所 有 的 户 ) 的 最 大 元 
素 ，ju, 是 对 中 9 行 〈《 对 所 有 的 2 ) 的 最 大 元 素 。 

证 明 ; 设 5,,=Z(O.x2)UGZ(G,x0,) 是 i 的 对 应 割 集 ， 
其 中 rE09，s EG, 设 籽 和 对 是 7 了 和 忒 的 S$ 子 阵 对 ， 它 们 的 行 对 应 
于 ;中 的 项 点， 它们 的 列 对 应 于 2. 中 的 顶点 。 那 么 ， 由 定理 12- 
6-3 的 证 明 ， 我 们 有 

二 之 hh， 对 所 有 kED, 《12-6-15) 
以 及 

之 fr。 对 所 有 kED (12-6-16) 
因此 ， 对 性 的 列 s 和 并 的 行 ” ， 定 理 是 正确 的 。 

考 厌 #， 其 中 pE9, 设 Si=2(0OwXD1) UB(D'x 0m) 是 
村 :的 对 应 割 集 ， 其 中 rE fm， p Er'， 如 果 人 5,, 不 是 对 于 r 的 其 本 
饱和 制 集 ， 那 么 束 ' 是 名 的 子 集 。 因 而 对 所 有 RE 人 DCC, 有 不 
务 一 方面 如果 S,, 是 在 如 下 的 基本 饱和 割 集 ， 我 们 将 S$.。( 而 
不 是 将 5,,) 看 作 是 ,的 对 应 割 集 ， 因 此 


to 之 ti ”对 所 有 E00 (12-6-17) 


所 议 #,, 是 寿 中 上 列 (对 所 有 记 》 的 最 大 元 素 。 对 于 7. 之 iox 《对 
记 有 &E 如 的 证 明 与 上 上面 的 证 明 几 乎 是 相同 的 。 《证 毕 》 
注意 ， 对 于 无 损耗 情况 ， 定 理 12-6-4 变 为 在 定理 12-5-4 中 所 
给 鱼 的 端 限 容 量 插 阵 的 S 子 阵 条 人 忻 。 
现在 ， 我 们 已 经 介绍 了 损耗 EWC 网 的 一 些 基 本 性 质 ， 然 而 
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还 有 许多 问题 尚 待 解 决 ， 其 中 最 重要 的 问题 之 一 是 确定 一 个 矩阵 
实现 为 损耗 EWC 网 的 人 或 二 的 可 实现 性 条 件 ， 复 计算 和 的 
值 ， 述 没有 简单 的 方法 。 在 某 些 损耗 EWC 网 中 ， 一 个 从 ; 进入 
的， 比 坊 小 的 流 ， 到 达 7 时 有 可 能 变 或 与 切 相 等 的 流 。 因此 ， 
我 们 可 以 定义 三 为 要 使 了 点 接收 到 的 流 舌 于 蕊 ， 在 ;1 点 需 进 入 的 
最 小 流 。 那 么 容易 看 出 ， 定 理 12-6-3 对 和 二 也 是 成立 的 。 如 
果 我 们 定义 = [5]， 则 定理 12-6-4 对 于 六 各个 痢 将 成 立 。 

显 热 ， 本 节 给 出 的 每 个 定理 都 可 应 用 于 无 向 损 首 EWC 网 . 
但 是 ， 在 定义 上 必须 作 某 些 修 改 ， 例如， 基本 饱和 制 集 的 定义 就 
应 修改 。 


12-7 EWC 网 的 流 可 靠 度 


当 一 个 玉 WC 网 的 边 在 传输 中 可 能 失效 时 ， 就 不 能 指望 一 个 
给 定 的 流 总 能 全 部 到 达 终 点 。 但 是 ， 在 大 部 分 时 间 里 ， 这 个 流 中 
的 一 部 分 有 可 能 到 达 终 点 。 在 网 络 可 能 失效 的 情况 下 ， 一 个 给 定 
流 可 以 期 望 它 到 达 终 点 的 部 分 所 占 的 百分比 叫做 流 可 合 度 ， 它 依 
赖 于 EWC 网 的 (拓扑 》 结 构 ， 边 可 排 度 ， 流 量 以 及 所 给 流 的 起 
点 和 终点 等 因素 。 为 了 得 到 流 订 靠 度 的 央 达 式 ， 考 患 一 个 代表 实 
际 系统 的 EWC 网 G ,例如 数据 传输 系统 。 在 这 样 的 系 统 中 ， 流 
纱 ; 表示 单位 有 时间 内 从 i 到 7 的 数据 传输 量 。 假 定 内 是 由 全 在 时 
期 了 内 传输 的 流 ， 则 @ 在 了 时 期 内 所 处 理 的 总 流 应 为 
B= Ty (12-7-1) 
如 果 二 ;; 等 于 GG 中 从 i 到 了 的 最 大 流 即 端 限 容量 二 ,) ， 刚 兽 
流 为 
Di = Tt (12-7-2) 
显然 ， 这 就 是 了 时 期 内 从 i 到 i 的 最 大 流量 。 
假定 在 了 时 期 内 ， 有 AT 时 段 , 边 < 因 和 失效 不 能 传输 数据 了 ， 
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而 在 同一 时 期 了 内 其 他 所 有 边 都 工作 正常 那么， 在 连续 传输 最 
大 流 的 情况 下 ， 总 流 加 nz) 为 ， 

Dd) = TH — ATLts -tia)] (12~7-3} 
其 中 二 (2) 是 从 G 中 去 掉 边 e 后 由 ;i 到 5 的 最 大 流 。 在 AT 时 刁 
内 边 。 失效 时 的 总 流 @i(E) 与 无 失效 的 总 流 Bi 之 比 尼 tf) 为 


R(ts) =1- AT 人 1- S| (012-7-4) 


例 12-7-1 考虑 图 12- 
7-1 的 EWC 网 ， 假 定 在 7 = 
10 的 时 间 内 传输 的 流 %r = 
t=3， 则 总 流 DD =30。 假 
定 边 a 在 了 时 期 内 失效 的 时 
间 AT =3， 则 总 流 多 ;(2) = 
27， 这 种 情况 的 尽 (tn) 就 
是 9.9. 图 12-7-1 于 鸡心 网 

车 用 边 。 的 失效 概率 F(e) 代替 AT77T， 式 【12-7-4) 就 变 为 

R(ti) =1— fe)Ll—T(a)] (12-7-5) 


其 中 
Ta = i. (12-7-6) 


这 里 T(z) 称 为 边 e 失效 时 的 阅 级 。 为 了 求 出 在 阁 干 条 边 都 可 能 
失效 的 情 祝 下 的 Rf 六 我 们 定义 符号 了 (ep Eps” " “Eps) 如 下 . 
定义 12-7-1 符号 T 《esi pr $4) 表示 边 ey,， pays "" 6 和 失 
效 时 的 闪 级 ， 它 等 于 
Te 
其 中 tijtep, pa " "eps) 古 在 删 去 边 Cp? Epys “9 PK 时 从 1 到 了 的 
最 天 流 ， 
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例如 ， 在 图 12-7-1 中 ， 边 e 失效 时 的 阔 级 为 T(z) = 也 .在 同 


.一 图 中 ， 边 。 和 都 失效 时 的 网 级 为 (35) = 十 


当 网 络 G 中 每 条 边 的 失效 概率 为 f(e) 《或 可 拿 度 rer) = 
1-fles)) 时 ,传输 最 大 流 时 的 R(t) 为 
RUD=1- SPle enep) [1 一 了 (en era° es)] 
{12-7-8) 
其 中 (ep,ep,'''eps) 是 恰 有 边 2,， ep,，。 ;ers 失效 的 概率 ， 忆 
表示 对 边 失 效 的 所 有 可 能 情况 求 和 。 式 (12-7-8) 称 为 “传输 最 大 
流下 的 流 可 靠 度 ?”. 
殉 12-7-2 考虑 图 12-7-2 中 的 EWC 网 ， 设 输入 点 为 i ， 输 
出 点 为 了 了 ， 半 级 为 


7(a) = 车， TD) =#, TW) =0, Tab) =0, 
T(ac)=0， TE)=0, T(opcy =0 
(4) 


人 
aC nl 
图 12-7-2 EWC 网 
设 每 一 条 边 的 失 数 概率 为 
fla)=0.1, f(b)=0.2, f(c)=0.3 
风 在 式 (12-7-8) 中 用 镜 的 类 效 概率 为 
F(a)=0.056, FCb)=0,.126, F(e)=0.216 
Flgb)=0.014, F{aoc)}=0.024, Fi(be)=0.054 
| Flabc) =0.006 
因此 传输 最 大 流 世 =5 下 的 流 可 靠 度 为 
Rs) =0.616 
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假定 我 们 不 大 传输 最 大 流 而 是 传输 流 $;; 专 ti;, 又 假定 只 有 一 
条 边 。 在 A7 内 失效 ， 则 式 (12-7-3) 变 为 
号 1(E) = 了 信和 一 及 了 [人 一 和 BE)] {12~-7-9) 
其 中 
pai(8) = min {ps til)} (12-7-10) 
此 式 之 所 以 正确 是 因为 车 和 ; 专 二 (8)， 则 再 分 配 一 个 给 定 流 时， 
边 。 的 失效 不 会 影响 四; 的 传输 。 另 一 方面 ， 若 四 ;之 ty(2)， 则 网 
络 除 e 外 的 剩余 部 分 所 能 负荷 的 最 大 流 显 然 就 不 是 9 而 是 二 (2) 
这 个 结果 是 假设 网 络 中 没有 储存 流 的 地 方 而 得 到 的 。 换 句 话 说 ， 
如 果 有 储存 流 的 地 方 ， 就 可 以 把 因 边 失效 而 不 能 传输 的 那 一 部 分 
流 储存 起 来 ， 直 到 边 e 修复 ， 郑 么 只 相生 ;< 在 修复 边 。 后 传 
输 这 些 储存 的 流 还 是 有 可 能 的 ， 因 此 ， 带 有 储存 感 的 总 流 D(z) 
比 式 (12-7-9) 所 给 出 的 流 要 大 些 。 但 是 在 实际 情况 中 ， 妥 储存 的 
流量 AT[9i; 一 ;(2)] 可 能 太 大 而 处 理 不 了 。 如 果 匡 ; 一 很 小 ， 
在 收复 边 * 后 ， 可 能 要 用 很 长 的 时 间 传 痊 A7 [一 拓 (z)]. 因 此 
在 本 节 中 ， 我 们 假定 没有 储存 的 地 方 。 根据 这 一 假设 ， 在 传输 给 
定 流下 ， 式 (12-7-4) 中 的 RC) 为 


RY) -1 人 1-min 人 《12-7~11)》 


用 边 的 失效 概率 来 代 蔡 AT/T， 上 式 变 为 
Res) =T- 了 FF(erieps ep 


x [1-min 世间 人 CR (12-7-12) 


这 是 在 传输 流 多 下 的 流 可 靠 度 。 例 加， 车 尔 ; = 4, 则 图 12-7-2 中 
EWC 网 的 流 可 人 乐府 RR (Yi; = 4) 为 
Rg =4) =0.644 
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它 比 最 大 流 于 的 流 可 靠 度 要 大 些 。 

从 式 〈12-7-12》 可 以 看 出 ， 提 高 流 可 舍 度 有 三 种 不 同 的 方 
法 。 第 一 种 方法 是 在 阅 络 中 采用 更 可 靠 的 介质 ， 使 每 条 边 的 失效 
赣 床 Fe) 较 小 。 但 是 ， 一 般 地 说 ， 当 一 种 介质 的 可 合 度 已 经 足 
够 高 时 ， 随 着 介质 可靠 性 [1 - Je)] 的 进一步 提高 ， 其 价格 将 按 
指数 律 冀 长 。 因 此 用 这 种 方法 提高 流 可 上 党 性 是 相当 昂 类 的 。 第 二 
种 方法 是 ， 在 式 (12-7~12) 中 ， 用 减少 %i 的 方法 来 增 大 min {1， 
《gen Ep es)》 的 项 ， 世 就 是 说 ， 减 少 网 络 传输 的 流 
有 量 。 但 是 ， 这 也 不 是 经 济 的 办 法 ， 因 为 减少 要 传输 的 流 就 疙 味 着 
提高 单位 流量 的 传输 价格 。 

第 三 种 方法 是 改变 网 络 的 配置 。 这 里 又 有 两 种 方法 。 一 种 是 
改变 蔬 给 网 络 的 结构 ， 换 句 话 说 ,就 是 重新 设计 一 个 网 络 , 使 在 某 
一 给 定 规范 下 ， 流 可 靠 度 变 大 一 些 。 当 一 个 网 络 正 处 于 设计 阶 
段 时 ， 这 种 方法 可 能 是 很 有 用 的 。 然 而 ， 这 对 于 实际 改造 一 个 现 
有 网络 来 说 可 能 是 不 现实 的 。 另 一 种 方法 是 保持 其 结构 ， 而 交换 
一 些 边 上 分 配 的 失效 概率 Fe)。 这 相当 于 交换 同类 介质 的 位 置 。 
这 种 作法 有 可 能 改变 


DF (enen,: :ed LL- mintl, Cy/$) T (ep opr ora)}] 


因而 有 可 能 利用 这 种 方法 来 提高 流 可 靠 度 ， 
例 12-7-3 ”考虑 图 12-7-3 的 EWC 网 ， 阅 级 为 ; 


了 | 1 万 -3 万 ~ 3 ~ 2 
TD=3, TD=I, TOO=T, TO 
一 一 、 1 ,1 二 3 
T (ab) =0, T (00) =T, Td) = 本， 人 (55) = 于 
Td) = 和， Ted) =0，T (55c) =0, Tabd)=0 


Ttacd) =0, Ted) =0, and T (abed}=0 
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出 于 各 边 的 失效 概率 是 
fla)=0.1, f(b)=0.2, at(3) dg(3) 


flo) =0.3, fl(d)=0.4 :GX ， 
故 传输 最 大 流 时 的 流 可 大 度 R (to) 为 
R(t) = 0.621 图 12-7-3 EWC 网 


如果 把 流量 9 减少 到 3 ， 则 流 可 靠 度 提 高 为 
Rb =3) =0.7273 
进一步 将 办 分 别 泸 少 到 2 和 1 ， 得 到 
ROf;=2) = 0.823 
Rp =1)=0.8582 
邵 果 不 是 减少 i;, 而 是 把 边 4 换 到 一 个 新 位 置 ， 邵 图 12-7-4 
所 示 ， 则 传输 最 大 流 时 的 流 可 靠 度 〈 各 边 仍 有 同样 的 失效 概率 ) 
变 为 
新 网 络 的 民 (t) = 0.8648 
这 是 一 个 很 大 的 改进 . 
如 果 我 们 不 改变 网 络 的 结构 ， 而 只 是 交换 边 a 和 边 d 的 失效 
概率 ， 使 1(a) =0.4，Fd) =0.1， 则 最 大 流 天 的 流 可 车 度 变 为 


RU} =0,.704 
了 与 9,621 相 比 ,这 也 是 一 个 相 
' Cd03)》} 可 疯 的 改进 . 


c(2) 假定 允许 交换 任何 边 失 
图 12-7-4 调整 边 a 效 概率 ， 那 么 怎样 才能 得 到 
最 大 的 流 可 靠 度 呢 ? 这 个 问题 的 答案 可 能 并 不 简单 。 但 是 ， 如 果 
我 们 假设 按揭 失效 概率 都 很 小 ， 那 么 下 面 的 定理 所 给 出 的 答案 就 
变 得 非常 简单 了 . 
定理 12-7-1 设 e, 是 一 个 EWC 网 中 的 一 条 边 ，r=1，2， 
.5m。， 候 定 各 边 的 失效 概率 /(e,) 都 很 小 ， 如 果 


fie fe ft(e,) 
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从 而 
TleD T(Ee) ET) 
那么 流 可 靠 度 R(Wi) 是 最 大 的 。 
例如 ， 在 图 12-7-3 所 示 的 EWC 网 中 ， 设 Fay =0,.1, f(b) = 
0.2, fe) =0.25, fd) =0,.15, 则 fo ef fDi 。 


闪 级 为 人 (2) = 地， T(B) =3, T (6) = T(D=4. 故 据 上 


述 定理 ， 交 换 概率 1(o)，f (8)，f(c) 和 Fad) 不 增加 流 可 靠 度 
尼 (为 了 说 明 这 一 点 ， 设 冰 ;=3， 则 RCs =3)=0.939。 如 
果 我 们 交换 a 和 d 的 失效 概率 ， 使 1(a) =0.15，f(d) =0.1， 那 
么 流 可 靠 度 RCw;; = 3) 就 变 为 0.929， 

定理 12-7-1 的 证 明 ， 根据 假设 ，f (ze,) 都 很 小 《对 所 有 的 7) 
式 (12-7-12) 训 简化 为 


R$)T1- SFle,) [1-Q(zo)] (12-7-13) 
其 中 
Fey) = (ep Sr1~ fe)] (12-7-14) 
7 
Q (209) =min[L 和 Tao] (12-7-15» 


从 式 (12-7-14)， 显 然 由 关系 式 

f lef (le) fe.) 
得 到 

Fled)<PF (le) EF (ee,) 
出 式 (12~7-13) 显然 有 ， 忆 Flep)[1 一 Q(z5)] 越 小 , 可 得 到 的 
RY) 越 大 ， 因 此 ， 若 我 们 能 证 明 ， 当 T(5D) 所 IT(za) 委 … 所 
T(z.) 的 关系 满足 时 ， 王 F (ep)[1 -Q(B5)] 最 小 ， 定 理 就 得 到 了 
证 明 。 
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考虑 两 个 正 数 的 集合 fay; p=1, 2 由 和 {bp; p=1, 2， 
-09 撞 。 抽 和 0 和 gb bbb 
设 总 和 5S; 定义 为 
Si = Sanb, (12-7-16) 


rel 


其 中 (六 产 …7) 是 (12…-0 的 置换 。 设 1 是 用 (1 2:……n) 
.的 所 有 可 能 的 置换 所 产生 的 总 和 91 的 集合 。 设 总 和 5S, 为 


So = Sao, (12-7-17) 
可 以 看 出 ，{5)} 中 除 S。 外 任 一 和 S， 均 可 表 为 


S,= ar b+ ~> Grbr 《12~7-187 
其 中 (77 是 (1 2 mm) 的 置换 ， 且 7 关中 。 当 二 =n 时 ， 式 
《12-7-19 的 右 端 第 二 项 将 不 存在 。 设 ji 委托 的 为 如 则 5S 可 以 
.改写 为 


和 一 工 


由 
Sp= Sair br + omas + ainbm + > ob, (12-7-19) 
r=l TFT 一 病 十 1 
人 网 睛 


交换 mw。 和 cw， 我 们 得 到 一 个 新 的 和 54: 
Ss 三 So, 已, 十 Cin bit Ombm 村 > a,b, (12-7-20) 
反 为 Gm Um» bs 显然 SpES,, 同样 如 果 Sp 不 是 Sos 又 元 
羽 得 到 另 一 个 和 Ss， 使 得 $5 志 S9。 因此 再 以 说 ， 全 让 中 任 一 个 
:和 5; 都 满足 SiZSo， 换 名 话说， 和 3 在 {5i} 中 是 最 小 的 . 
以 a= 了 (er)， ar=[1 一 Qa,] 代入 ， 我 们 再 以 说 ， 若 满足 
[1-Q(z)]J>[1-Q(zo)] 莹 …[1 -和 (ZJ 
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其 .FCe,) [1 一 Q(z,)1 就 是 最 小 的 因为 [1 一 Q(z)1 是 非 久 的、 
故 上 面 结果 给 出 


QE) EQ,) A <Q.) 
由 式 (12-?7-15) 中 QCE,) 的 定义 ， 这 个 关系 导出 
T(E ETIE) ET(E) 


这 就 证 明了 定理 。 (证 毕 ) 

根据 这 个 定理 ， 我 们 可 以 分 配 边 的 失效 概率 ， 使 流 可 靠 度 变 
得 最 大 ， 在 实际 的 系统 中 ， 并 不 是 所 有 的 边 失效 概率 都 是 可 以 交 
换 的 。 但 是 ， 如 果 我 们 只 考虑 可 以 交换 的 边 ， 这 个 定理 就 是 成 立 
的 例如， 如 果 边 e1, es，…，ek 的 概率 可 以 交换 ， 在 边 ei， es， 
-…， 6% 中 也 有 一 些 可 交换 的 边 概率 。 那么 ， 我 们 可 以 先 交 换 el， 
es，,……， 24 的 概率 来 求 得 此 时 可 能 达到 的 最 大 流 可 靠 度 ， 然 后 交 
换 e1, es，,"…, 的 的 概率 来 得 到 最 大 流 可 靠 度 。 

为 增加 最 大 流 ， 在 网 络 中 插入 一 个 附加 介质 的 办 法 是 常 采用 
的 。 现 在 我 们 来 研究 这 样 的 捅 入 法 对 流 可 千 度 的 影响 首先 看 一 
个 例子 。 在 图 12-7-2 《 例 12-7-2)7 中 有 个 EWC 阿 ， 我 们 已 算出 ， 
当 二 =5 时 ， 这 个 网 络 的 流 可 靠 度 为 0.616。 假定 在 i 和 j 之 间 
插入 一 条 边 d ， 其 边 容量 为 1 ， 失 效 概 率 为 0.4， 如 图 12-7-5 所 
示 . 于 是 ， 流 可 和 茹 度 就 变 为 0.6091， 说 明 流 可 靠 度 降 低 了 ，。 另 一 
方面 ， 要 传输 的 流 却 增加 到 6 。 如 果 我 们 保持 所 传输 的 流量 不 
谈 ， 则 流 可 靠 床 己 ( 罗 一 5 为 

Rep =5) =0.6713 ftd)=0.4 
这 说 明 流 可 驹 度 因 边 4 的 插入 而 增 
加 。 显 然 ， 只 允 所 传输 的 流 不 变 , 插 “J 
入 一 些 边 不 会 降低 流 可 靠 度 ， (0 Ys f 

揪 入 一 些 边 既 能 提高 流 可 草 度 ， b(1) 

又 增加 流量 吗 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， “四 13-?-5 握 入 边 d 
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我 们 来 研究 两 个 EWC 网 并 联 时 的 流 可 靠 度 ， 

定理 12-7-2 在 陶 12~7-6 所 示 的 并 联网 络 中 ， 设 尺 和 忆 R, 分 
别 为 EWC 网 G, 和 G: 在 从 了 到 的 最 大 流下 的 流 可 靠 度 ， 又 设 
三 和 让 分 别 为 Gi 和 GG 前 端 限 容量 。 则 整个 网 络 Go 在 从 i 到 
的 最 大 流下 的 流 可 和 僻 谋 RR, 为 


R= HR +tRl 
f+ 


(12-7-21》 


Gi i 到 的 诺 限 容量 为 1 


Gs i 到 站 的 吴 限 容量 为 i 


图 12-7-6 两 不 网 络 并 联 


证 明 : 一 个 WC 网 在 流下 的 流 可 靠 庭 由 式 (12-7-12) 
给 出 ， 又 可 以 改写 为 
R$ =P+ DF leen :em min {1, tuee Cpe en) So eo) 
“(012-7-22) 
其 中 
P= icrl-Fceo] (12-7-23) 
epEG 
利用 这 个 等 式 ，Gos; Co G; 在 从 i 到 | 的 最 大 流下 的 流 可 靠 度 
民 o, Ri, 六 可 以 分 别 表示 为 
.537 。 


Ro= P+ ST (12-7-24) 
R,=P,+ ST (12-7-25) 
R,=P,+ ST (12-7-26) 


其 中 二 是 Ge 的 从 ; 到 1 的 端 限 容量 ，F,。 和 ,Cr =0, 1 2) 分 
别 为 以 下 两 式 的 缩 记 表 示 ; 


Fs=F (ep ep.** “Epk) (12-7-27) 
ts =#i(ep pa Eph) (12-7-28) 
注意 ， 对 r=0, 1, 2， 
P= [I ci-f (en)] (12-7-29) 
epEOs 
因为 
P= P,P, {12-7-30) 
六 Fw=P FutPh SPFit DFSFw (12-7-31) 
Fou = tw + tour (12-7-32) 
所 以 流 可 僻 度 Ro 可 以 表示 为 
fint+t tnt+t 
R=PP rtP SP 2) + Pi SFtmtth 四 
十 DF ,Fan (tie ) 《12-7-33) 
0 
我 们 可 以 看 出 ， 整 个 网 络 Go 的 端 限 容 蜂 ,可 以 表示 为 
to=h+ts (12-7-34) 


因此 式 (12-7-33) 变 成 
“538 。 


R= rip Pt PYF + Pp, DF 


+ PD Fo Fa +t SF SF 


= MPEP + 


BPE Fs 
加 
4 
如 
= Pt+ Br) + 2( Ps + > Fye 


~ hh +hRh, 
让 十 起 


) 


(12-7-357 


(证 毕 ) 

如 果 我 们 把 G, 看 成 给 定 的 网 络 ， 把 G, 帮 成 村 插入 的 网 络 ， 
那么 据 式 (12-7-35)， 适 当地 选择 R; 和 +t， 就 有 可 能 在 增加 流 的 
同时 得 到 较 高 的 流 可 靠 度 。 这 就 回答 了 我 们 在 上 面 提出 的 问题 ， 
例 12-7-4 图 12-7-7(a) 中 芍 EWC 网 从 ,可 以 看 作 如 图 12-7- 


7(b) 所 示 的 两 个 网 络 GL. 和 G, 的 并 联 。 

al1) ~ ‘atl1y 

fla) =0.4 i Pa ; 
i , 

6(2) i i Mo 

f(D =0.1 .b(2) 
fb 0.1 
(a) ‘b) 


图 12-7-7 出 岗 个 网 络 并 联 组 碾 的 网 络 
《a) 一 个 芋 WC 网 络 ; 《ob) 两 个 网 络 G1 ,G2 
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G1 和 Gs 在 从 i 到 ji 的 最 大 流下 的 流 可 靠 度 天 和 下: 分别 为 
R=0.6 
R=0.9 


Cl 和 G6; 的 端 腿 容量 为 


因此 据 定理 12-7-2， 所 给 网 络 在 从 到 了 的 最 大 流 如 =3 下 
竟 流 可 靠 度 中 为 
用 3 站 


当 两 个 EWC 网 G, 和 人 Gs 串联 有 时， 整个 网 络 的 流 可 靠 度 与 9 和 


局; 的 流 可 谷 度 之 间 的 关系 由 以 下 定理 给 出 。 
定理 12-7-3 在 图 12-7-8 记 示 的 溃 联 网 络 中 ， 设 R 是 局 ,在 

流 i 下 的 流 可 靠 度 ， R, 是 G, 在 流下 的 流 可 靠 度 ， 是 = By. 

出 整个 网 络 C 在 流 B= 和 4 于 的 流 可 靠 度 屎 满足 下 面 的 不 等 式 


人 ~ 一 一 一 一 ~ CG, 


/ \ 
《 


图 12-?-8 两 个 网 络 串 联 


RR,<RS<min {BR, 十 (CR, 一 1)P,, Rs+ CR 一 17 疡 》 
《12-7-36) 


其 中 
p= [fi-feo3 r=1,2 (12-7-37) 


epEC 
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证 明 : 在 捉 联 网 络 中 ， 整 个 网 络 在 流 和 下 的 流 可 靠 度 
只 可 以 表示 为 
R=P,P,+P, SPF min(1 ,各 
1 UU 
+ 下 之 min( 1， 2 


二 DF, SFwmin( 1， a ,3) (12-7-38) 


因为 
min (1 ) min (1, fe )<min (站 至 ) (12-7-39) 


其 中 据 假 设 区 = 和 j=;， 所 以 式 (12-7-38? 可 议 谈 为 


R,>P,P, + PS Fa min(1, 和 + Ps SF min(1, j) 


+ [Sr ins )] [Sr min, )] 


= RR, (12-7-40) 
这 就 证 明了 式 (12-7-36) 的 左 端 。 
由 于 t t i 
min 1)>min Qe 如 (12-7-41) 


式 (12-7-38) 谈 为 
RPP, + PFs min(1, 关 ) 十 PF, mia(1, 二) 
十 > Fs > Fn min(1, 到 ) 
= P, Pi+ PDF, min(1, 加 人 + SF min 人 1 六 各) 
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交换 下 标 ， 式 《12-7-42) 变 为 


RS<P,(R, -1)+R, (12-7-43) 
肥 然 以 上 两 式 都 必须 泣 足 ， 故 式 〈12-7-36) 右 端 是 正确 的 ， 这 就 
证 明了 定理 。 《证 毕 ) 
_ 一 一 一 et ~“ 
;7 /= 0 /fe) =0 3 
了 ct3) ~ 
全 了 > .| 
~ (ad) =0.4A 20 
~ 


图 12-7-9 两 个 网 络 Gi 和 @G :时 联 


例 12-7-5 图 12-7-9 中 的 EWC 网 Go 由 两 个 网 络 G, 和 各: 囊 联 
组 成 。 计 算 G, 在 流 x=4 下 的 流 可 靠 度 RR 得 


R,=0.875 
在 Vi;=4 下 的 流 可 靠 度 RR 为 

R,=0.72 
因此 RR, 和 R, 的 积 为 

FRR,=0.63 
由 于 

Pl=0.72 

P,=0.42 
我 们 有 


P(R;-1)+R,=0.6734 
PR.—1)+R,=0.6675 
因此 所 给 网 络 G, 在 Vi = 4 下 的 流 可 靠 论 满 足下 而 不 等 式 ( 据 定 
理 12-7-3) : | 
0.63<R,<0.6675 


+542* 


我 们 从 式 〈12-?7-12) 和 式 (12-7-22) 可 以 看 出 ， 计 算 一 个 
EWC 网 的 流 可 靠 谋 是 一 项 非常 费 肘 的 工作 。 定 理 12-7-2 给 出 了 
可 将 一 个 网 络 君 作 两 个 网 络 并 联 时 ， 求 流 可 舍 度 的 一 种 方法 ， 而 
却 疫 有 给 出 在 分 配 的 流 小 于 最 大 流 时 求 流 可 车 性 的 方法 ， 另 一 方 
面 ， 定 理 12-7-3 给 出 了 训 将 一 个 网 络 看 作 弟 两 个 网 络 串联 时 ， 流 
可 第 性 的 上 界 和 下 界 。 同 样 地 ， 这 个 定理 不 一 定 能 帮助 我 们 得 到 
一 个 足够 精确 的 流 可 靠 庶 。 况 且 ， 一 个 网 络 不 一 定 能 分 解 为 岂 联 
或 并 联网 络 。 因 此 ， 这 两 个 定理 对 于 求 网 络 流 可 靠 度 的 近似 值 不 
一 定 有 多 少 帮 助 。 到 目前 为 止 ， 还 没有 求 网 络 流 可 车 性 的 简单 方 
法。 但 是 ， 在 某 些 约束 条 件 下 ， 我 们 可 以 如 下 面 定理 记 给 的 那 
样 ， 求 得 流 可 党 度 的 合理 近似 值 。 

定理 12-7-4 设 RR 是 BWC 网 G 在 从 i 到 7 的 流 9 下 的 流 可 
车 度 。 设 $= {bi, b,, """» b.) 是 局 多 端 限 容 量 ti 的 对 应 割 集 。 
设 (e1,e1，,"…, em) 是 G 一 S 的 折 有 边 的 集合 《 即 G 去 掉 $ 的 边 后 所 
余 按 的 集 台 ) 。 假 定 以 下 条 件 满 足 : 

1. 对 r=1y2……，1 边 w 的 失效 概率 fte,) 很 小 ，。 

2. 山 去 任何 边 e,， 不 减少 从 1 到 了 的 端 限 容 量 。 
那么 ，G 在 95 下 的 流 可 靠 旗 非常 接近 于 G“ 在 Wi 下 的 流 可 车 度 ， 
其 中 人 G' 是 将 G 中 边 e 的 失效 移 率 /er) 置 零 (r=1,2,*…,1m) 后 
得 到 的 网 络 。 

除 满足 条 件 1 ， 2 外 ， 如 果 对 s=1，2，……，n， 边 5 的 失误 
概率 1(5,) 也 很 小 ， 则 CG 在 最 大 流下 的 流 可 靠 度 可 近似 为 


Re Se (12-7-44) 


其 中 r+(b,) 是 边 的 可 靠 度 ， 它 等 于 1 一 2) 。 
例 12-7-6 考虑 12-7-10 所 示 的 下 上 WC 网。 我们 可 以 看 出 ， 
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对 于 这 个 网 络 ， 条 件 1 和 条 性 2 是 满足 的 。 注 意 端 限 容 量 弛 郊 
对 应 割 集 $S 由 边 4a, b,c 组成。 因为 边 o b,c 的 失效 概率 很 小 ， 
可 用 式 (12~7-44) 作 为 从 i 到 j 的 最 大 流下 欧 流 可 于 度 R, 的 近似 
信 ; ’ - 


+ 0. 二 人 


用 式 (12-7-12) 计 算 RR, 克 实际 值 为 0.9047。 因 此 式 (12-7-44) 给 
出 的 近似 式 可 求 得 合理 的 流 可 靠 度 值 ， 


i all),f(o) = 人 0 .1 


cl3)sfle) =0.05 了 
图 12-7-10 EWC 网 


定理 12-7-4 的 证 明 ， 握 条 件 1 ， 我 们 有 
SF (es,ep.° 。 -eol ~ min 世间 《ep ep。 2 


~ DZ Fbnbr . -bof1 -min ft 如 T (By Bor bo 5 | 
声 


+ (ed) |1 -min 和 ,并 G0}] 012-7-45) 


并 且 据 条 件 2 多 (81) 三 hie 因此 
。 fy 7 
f (es — min 六 Ta =。 (12 7-46) 
须 注 意 
.544 。 


Ts) = 如 6 (12-7-47) 


因而 由 式 (12-7~12) 给 出 的 流 可 靠 度 尺 变 为 
Rs“1- Fsbobre bso) [1- 
bes 
mtn{1 ' T (by brs bre) | | (12-7-48) 
这 就 是 将 所 有 e, 边 的 失效 概率 /le,) 置 等 后 所 得 的 网 络 G 前 流 可 
草 度 ， 于 是 定理 第 一 部 分 得 证 。 


当 5S 中 所 有 的 边 8, 的 f(b,) 也 很 小 时 ， 式 (12-7-48) 还 可 进 


RY1~ FFs6)l1 -min 和 ,二 705)}] 
s1- Sf 1- min 生 直 T7655 (12-7-50) 


当 多 三 后 《 即 最 大 流 ) 时 ， 


T(E) =1~ -2 《I2-7-51) 
之 2 
其 中 心 和 分 别 为 边 久 和 所 欧 边 容量 ， 须 注意 
tj = De (12-7-52) 
因此 在 最 大 流下 的 流 可 靠 度 中 (加 ) 为 


ROUNDT1- Sf bi- -一 
De 


LE 


*。545。 


文 /diJc 六 [1-160Jes 
1— “= =*-l 二 


这 就 证 明了 定理 。 


习 题 


> 


rel 


(12-7-63) 


《证 毕 ) 


1. 对 图 PP-12-1 中 的 EWC 网 ， 求 从 ?到 了 的 流 9 =6 的 一 个 


分 配方 式 ， 


图 天 -12-1 EWC 网 
(a Gs 《白人 2 多 (cGy 


"S46. 


2. 在 图 P-12-2 的 EWC 网 中 ， 从 i 到 j 能 够 传送 的 最 大 流 是 
多 少 ? 


阁 P-12-2 EWC 飓 
(2G (byGy 


3, 求 出 图 P-12-3 中 每 个 EWC 出 的 端 限 容 量 矩 阵 ， 


(3) 《5) br ae 
En 要 
\/2 
ta) ® 


凡 P-12-3 EWC 网 
(ay Gi (hy Go 《ec Le ‘dd Gs 
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4. 综 合 无 向 EWC 网 ， 其 端 限 容量 些 阵 为 


1 2 3 4 


1 2 3 4 (6) 
d 2 3 2 


(a) 


1 


2d 24 


di2 42d. 


5. 在 以 下 各 端 限 容量 矩阵 的 单位 价格 相同 的 条 件 下 ， 由 它们 


综合 最 谤 价 的 逃 向 EWC 网 . 


1 2 3 4 .5 
:qd 3 223 
3d 2 .25 


(6) 


1 2 3 4 


{a) 


2 2 .3d 2 


2 2.d 3 2 
5 3 5 2 2 d., 


| 


4 


T=3 


6. 求 出 查 忆 -12-6 中 每 个 有 向 己 WC 隔 的 端 腿 容量 矩阵 ， 


(a) 


,548 。 


Cc) 
图 PP-12-6 有 向 EE 和 WC 奖 
(IG Gs (Gs 


7 ,图 忆 -12-7 中 哪 一 个 网 络 是 伪 忆 WC 网 ? 


图 P-12-7 网 络 
(a) G) ’ (hy 他 


8. 求 出 图 P-12-8 中 每 个 有 沿 EWC 网 的 基本 伪 EWC 网 。 
6B 6 
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《c) 
图 P-12-8 及 以 人 网 
{ay Ys 《5) G 《ce) Gs 


9. 用 移 量 算法 从 图 P-12-9 的 各 伪 EWC 网 ， 求 出 有 向 EWC 


隐 P-12-9 ” 伪 人 WC 网 
{ay Ci (by Gs 


10,. 求 出 图 P-12-10 中 损耗 EWC 网 的 端 限 容量 炬 区 和 了 


{10,0.9} 


(4,0.5) (1,1) 


d 0 
C003) C0 3) 


a b i 
{2,1) (210.5) 


(a) (by 


图 已 -12-10 焕 耗 EE 训 C 网 
{a) G1 by Gy 
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11. 设 丸 是 已 WC 网 C 在 流 ;下 的 流 可 第 度 ， 设 G' 是 在 G 中 
添加 边 e 得 到 的 EWC 网 ,证 明 当 边 。 的 容量 非 零 ， 且 边 。 的 失 
效 概率 fe) 小 于 1 时 ，G' 在 么 ;下 的 流 可 靠 讼 RR' 不 小 于 R. 

12. 计 算 图 P-12-12 中 EWC 网 在 从 i 到 二 分配 最 大 流 时 的 流 
可 举 度 下， 其 中 括号 内 第 一 个 数字 是 边 容量 ， 第 二 个 数字 是 边 的 
失效 概率 。 


《1:0.2) | 
上 {2,0.4) 


(04,0.4) 


《ay 《3) 


图 P-12-12 


13, 计 算 图 P-12-12 中 EWC 网 在 ;=4 和 i=2 下 的 流 可 和 佛 
度 尺 。 
14, 根 据 定理 12-7-3， 求 出 图 P-12-14 中 EWC 网 在 从 i 到 j 
的 最 大 流下 的 流 可 华 度 中 的 上 界 和 下 界 。 
» 55 了 


《350.T) {1,0.1) (3,0.1) C2,0.4) 


i ~ i ” (550.2) C6700) jf 
(2,0.4) C040.1) 


《ay ‘by 
P-12-14 


15. 利 用 定理 12-7-2 计 算 图 P-12-15 中 EWC 网 在 从 7 到 ij 的 
最 大 流下 的 流 可 华 嵌 民 R， 


《10.1》 ， 
As NN 《1L0,1》 RN 
(ao i i 1 
(4.0.4) 
Ne oo (5,0.2) 


《b) 


图 P-12-15 
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这 十 三 尝 ”传输 网 理论 一 一 点 权 例 


13-1 无 向 情况 下 的 端 限 容量 


考虑 一 个 典型 数据 传输 系统 中 的 站 六 ， 在 这 种 系统 中 ， 每 一 
个 站 都 有 许多 输入 端 和 输出 端 与 别 的 站 相连 。 当 若干 数据 进入 站 
的 输入 端 时 ， 它 们 被 全 部 收集 起 米 。 如 果 数 据 是 编码 的 ， 可 以 
在 站 瑚 中 译 码 。 以 后 数据 可 能 有 修改 。 例 如 ， 如 果 站 亚 是 一 个 能 
提供 附加 信息 的 中 间 站 ， 而 进入 此 站 的 某 一 个 特定 数据 在 送 到 另 
一 站 去 之 前 需要 这 样 的 附加 信息 ， 那 么 就 将 所 需 的 信息 在 站 矿 加 
进 数 据 中 去 。 著 数据 传输 的 目的 地 不 园 ， 就 将 它们 分 成 若干 组 ， 
使 每 一 组 的 数据 能 被 传送 到 站 盔 的 同一 输出 端 。 如 有 必要 ， 这 些 
数据 被 编码 并 储存 在 站 矿 中 ， 直 到 有 可 能 传输 到 下 一 站 去 时 才 送 
蔡 去 . 

通常 每 一 站 都 由 处 理 数 据 的 设备 所 组 成 ， 而 一 个 站 在 单位 时 
间 内 所 能 处 理 的 数据 其 是 有 上 限 的 . 但是， 站 与 站 之 间 的 连 线 
《传输 线 ) 却 可 能 有 传输 数据 的 足够 容量 ， 从 而 使 数据 流 不 受 连 
线 的 限制 。 也 就 是 说 ， 在 这 样 的 数据 传输 系统 中 ， 数 据 流 仅 受 站 
的 限制 。 要 表示 这 样 的 系统 自然 可 以 利用 线 图 ， 不 过 此 处 是 每 个 
项 点 《而 不 是 每 条 边 ) 有 一 个 容量 ， 称 为 点 容量 ， 它 表示 通过 这 
个 顶点 的 流 的 上 限 。 这 样 的 线 图 叫做 点 权 传 输 网 (Vertex Weig- 
hted Communication 缩写 为 YWC 网 )。 在 YWC 网 中 ， 每 一 条 
边民 表 两 个 站 之 闻 的 一 条 连 绥 ， 并 且 如 果 边 基 无 向 的 ， 则 流 可 以 
沿 任何 方向 通过 这 条 边 。 若 所 有 的 边 均 为 无 向 的 边 ， 就 称 此 网 络 
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为 无 向 YWC 网 。 图 13-1-1 是 无 向 YWC 网 的 一 个 例子 ， 其 中 点 
容量 由 每 一 个 顶点 旁 的 括 弧 中 数字 表示 . 


图 13-1-1 无 向 YWC 网 


与 第 十 二 章 中 所 讨论 的 EWC 网 一 样 ， 一 个 流 是 通过 路 径 米 
分 配 和 的， 也 就 是 说 ， 对 于 一 条 从 i 到 f 的 路 径 可 以 分 配 以 流 ;;， 
如 果 

jcv 一 和 (Vv) 对 于 Ps 中 所 有 顶点 v {13-1-1) 

其 中 加 (Cov) 是 原来 已 分 配给 项 点 v 的 流 ， 例 如， 我 们 可 以 如 
下 面 这 样 把 流 %; 分 配给 图 13-1-1 中 前 YWC 网 ，。 

首先 ， 我 们 分 配 轴 ， = 给 路 径 已 ,= (eyeiye6yes)， 这 是 可 
行 的 ， 了 因为 

1 min {ci cos cas Co C7} 
其 中 ci 是 顶 咸 i 的 点 容量 ，cc 是 顶点 4 的 点 容量 ， 其 余 类 推 . 在 
分 配 流 业 ,时 ， 我 们 有 
bob) = Pda) =pld) = polf) =Bt7) =1 
WBCb)=0 

其 次 ， 分 配 流 铝 ,=1 给 路 径 忆 = (eey Ei, 26)， 这 也 是 可 行 

的 ， 因为 
工 委 mina fei 一 各 人) cs — Bob, cs — botd) ,ce ~ Wolf)} 
结果 如 图 13-1-2 所 示 、 可 以 看 出 ， 以 ; 到 /不 能 再 分 配 更 多 
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二 13-1-2 办 jf 十 业 21j 的 分 配 


的 流 了 。 因 此 在 这 种 分 配方 式 下， 总 流 为 2 。 若 我 们 另 作 不 同 揭 
分 配方 式 ， 总 流 还 可 以 增加 ， 如 图 13-1-3 所 示 、 


otl1}) 


图 13-1-3 流 节 = 3 的 分 配 


在 EWC 网 情况 下 ， 如 果 知 道 了 割 集 ， 就 可 以 算 世 最 大 流 ， 
同样 ， 在 VWC 网 中 ， 和 如果 知道 了 所 谓 点 割 ， 便 可 以 确定 最 大 
流 。 为 了 定义 点 割 ， 必 须 先 解释 一 下 从 一 个 线 图 中 删 去 一 些 顶 点 
的 含义 ， 

定义 13-1-1 设 介 是 线 图 G 中 一 些 顶 点 的 集合 。 圳 去 口中 所 
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有 项 点 的 意思 是 从 G 中 删 去 怠 的 所 有 了 顶点， 以 及 与 这 些 顶点 关 习 
的 边 。 


所 得 的 图 不 包含 边 el esy，eiy Es, ery es 以 及 顶点 和 和 和 避 《 见 图 


13-1-47) 。 
SS oj 


天 1:-1-4 剔除 承 点 G 和 gd 


点 割 的 定义 也 是 以 后 要 用 到 的 ， 

定义 13-1-2 假定 在 一 个 线 图 申 ， 从 顶点 i 到 顶点 7 至 少 有 
一 条 路 径 ， 则 一 个 分 离 i 和 i 的 点 割 是 这 样 一 个 最 小 顶点 集合 ， 
只 要 删 去 这 个 梨 合 的 全 部 顶点 就 破坏 了 从 i 到 i 的 所 有 路 径 。 若 
删 去 一 些 顶 点 后 所 得 的 图 不 再 包含 顶点 或 顶点 i ， 那 么 也 认为 
1 和 /之 间 的 路 径 被 破坏 了 ，. 

考虑 图 13~1-1 所 示 的 线 图 ， 集 合 (a , d , f ) 不 是 分 离 i 和 7 
的 点 割 ， 因 为 只 要 删 去 顶点 4 和 4q 就 能 破坏 和 了 之 闻 和 铭 所 有 路 
径 . 然而 ， 只 删 去 4 或 d (而 处 是 4 与 4 )， 却 未 能 破坏 i 各 i 之 
曾 的 所 有 有 路径、 所 以 (Co , d ) 才 是 分 离 i 和 站 的 点 午 ( 见 图 13- 
1-4) .在 图 13-1-1 的 线 图 中 ,分 离 i 和 了 的 石 有 点 出 十 ( 二),( 1 站)， 
《aybyr) 和 (azd)， 

为 了 研究 VWC 网 中 的 最 大 流 ， 我 们 接着 就 定义 饱和 点 割 。 

定义 13-1-3 车 分 配给 一 个 顶点 的 流 等 于 该 顶点 的 容量 ， 我 
们 就 说 这 个 顶点 基 钨 和 的 车 一 个 点 割 中 所 有 顶点 都 是 饱和 的 ， 
我 们 就 说 这 个 点 割 是 饱和 的 《或 称 之 为 饱和 点 割 ) . 

作为 饱和 顶点 的 一 个 例子 ， 考 虑 图 13-1-2 中 所 分 配 前 流 。 顶 
点 4 是 饱和 的 ， 因 为 分 配给 顶点 ea 的 流 为 1 ， 并 且 顶 点 4 的 容量 
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也 是 1 。 注 意 如 果 一 个 顶点 是 饱和 的 ， 我 们 就 不 能 再 分 配 任 一 更 
大 的 流通 过 这 个 顶点 了 。 在 辐 一 图 中 。 点 割 (a ,dy 和 (90,b,f) 
都 是 饱和 的 。 但 是 ， 可 以 看 出 在 一 种 流 的 分 配方 式 下 在 在 一 个 饱 
和 点 割 ， 并 不 表明 我 们 就 得 到 了 最 天 流 。 另 一 方面 ， 我 们 可 以 
说 ， 如 果 存 在 一 个 分 离 和/ 的 饱和 点 制 ， 就 不 能 从 了 到 了 坦 分 
配 附 加 的 流 了 、 

定理 13-1-1 当 分 配 一 个 从 1 到 了 的 流 %r 时 ， 如 果 存 在 一 
个 分 离 顶 点 i 和 1 的 饱和 点 制 ， 敢 么 从 1 到 了 就 不 能 再 分 配 任 何 
附加 的 《 非 零 ) 流 ， 

证 明 : ”因为 从 到 的 任 一 路 径 都 要 经 讨 分 离 i 和 的 点 
割 中 的 顶点， 又 因为 这 个 点 割 中 所 有 的 项 点 都 是 饱和 将 ， 显 然 不 
可 能 再 从 1 到 /分配 另 外 的 流 。 《证 举 》 

与 EWC 网 的 基本 饱和 制 集 相 似 ， 我 们 定义 基本 人 饱和 点 荐 如 
下 。 

定义 13-1-4 当 分 离 i 和 7 的 点 茬 按 一 种 分 配方 式 变 为 物 和 
点 割 时 ， 若 从 1 到 分配 了 非 零 流 的 每 一 路 径 刚好 通过 该 点 割 的 
一 个 顶点 ， 则 称 此 饱和 点 割 在 此 分 配方 式 下 是 基本 的 ， 或 称 为 基 
本 饱和 点 割 。 

考 虚 图 13-1-2 中 流 的 分 配方 式 . 集合 (0 , d ) 不 是 基本 饱和 
点 割 ， 因 为 分 配 了 非 零 流 办, 的 路 径 (elyeioyecoen) 通 过 ，d 两 个 
顶点。 在 图 13-1-3 中 流 的 分 配方 式 下 ， 集 合 (ad ) 是 基本 侈 各 
点 割 ， 集 合 (9 ,5 , 了 ) 也 基 基 本 饱和 点 割 。 根 据 这 个 定义 ， 我 们 
有 以 下 的 重要 定理 . 

定理 13-1~-2 ”对 于 一 个 无 向 YWC 网 ， 以 i 到 i 的 流 是 最 大 
流 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 分 离 i 和 i 的 基本 饱和 点 制 。 

在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 我 们 先 研究 一 下 有 关 的 引 理 ， 

引 理 13-1-1 设 于 :和 灰 : 都 是 分 离 顶点 和 了 的 点 割 . 在 删 
去 歼 : 的 所 有 顶点 后 所 得 的 图 中 ， 设 Gs 是 包含 顶点 7 的 最 大 连通 
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子 图 ,C, 是 余下 的 子 图 ， 注 意 G, 和 Ca: 都 可 能 只 由 项 点 构成 .如 果 
WV; 同时 包含 器 和 Gs 中 的 人 顶点， 那么 珍 在 一 个 分 离 i 和 的 点 
基 历 ， 使 得 玉 CWiUW:， 且 玉 不 包含 Gi 中 任何 项 点。 

证 明 : ”考虑 图 13~1~5 的 线 图 ， 这 个 线 图 的 所 有 顶点 都 是 在 
不 相交 的 集合 90000000 人 0 人 :7 和 De 之 中 ， 点 制 
Wi= 和 UU 0p， 点 基 邢 ,= U4U 人 UUs，ieQ1。 注意 人 Gi 由 
人 1, 人 0 和 U4 中 所 有 的 顶点 及 连接 这 些 顶 点 的 记 有 边 组 成 ， 后 :由 
4 人 和 Da 中 所 有 项 成 及 连接 这 些 顶 点 的 所 有 边 组 成 。 还 要 注 
意 ， 图 中 的 线 图 是 一 般 情 况 ， 足 以 用 来 证 明 这 个 引 理 ， 
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图 13-1-5 点 市 玉 , 和 和 矿 ， 
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因为 JEG:，, 所 以 7 既 可 能 在 人 中 ,也 可 能 在 人 :中 ， 当 7 E 人 01 
了 时， 显然 集合 QU UsU 0 包含 所 求 分 离 ?和 1 的 点 荐 的 集合 ， 
同样 ， 当 E702ws 时 ,集合 UsU DN os 包含 所 求 分 离 ， 和 了 的 点 宕 
的 集合 ， (证 比 》 

定义 13-1-5 设 玉 V, 是 一 个 分 离 i 和 上 /的 饱和 点 割 ， 在 删 去 
WW 的 所 有 顶点 得 到 的 图 中 ， G* 是 包含 顶点 了 的 最 大 连通 子 图 ， 
:是 余下 的 子 图 。 如 果 不 存在 其 他 分 离 和 /并 包含 G; 的 顶点 
的 饱和 点 割 ， 郑 么 就 称 WW ,为 最 接近 顶点 7 的 饱和 点 割 ， 

图 13-1-2 中 芍 点 割 (4 , d ) 是 最 接近 /的 饱和 点 割 ， 因 为 不 
存在 其 他 分 离 ! 和 7 并 包含 项 点 7 的 和 侈 和 点 割 . 注意 在 这 里 G: 只 
由 一 个 顶点 组 成 ， 即 顶点 了 。 还 要 注意 ， 这 样 的 点 割 的 存在 是 由 
引 理 13-1-1 所 保证 的 。 

利用 这 个 定义 ， 我 们 可 以 证 明定 理 13-1-2 如 下 。 如果 不 存 在 
分 离 i 和 7 的 饱和 点 割 ， 我 们 就 可 以 分 配 一 个 从 i 到 j 的 附加 
流 。 因 此 ， 邵 累 已 对 一 个 无 向 YWC 网 G 分 配 了 一 个 从 i 到 i 的 
最 大 流 ， 那 么 我 们 可 以 假设 ， 至 少 存在 一 个 分 离 :和 i 的 饱和 点 
割 ， 

假定 存在 & 个 分 离 i 和 i 的 人 和 点 割 ， 但 它们 都 不 是 基本 饱 
和 点 荐 。 设 克 , 是 最 接近 7 的 愧 和 点 制 ， 如 图 13-1-6 所 示 。 因 为 


图 13-1-6 ”人 饱和 点 割 W 及 路 径 忆 各 P? 
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TV。 不 是 一 个 基本 饱和 点 割 ， 所 以 存在 一 条 从 i 到 ;并且 已 分 配 
到 非 零 流 儿 ,的 路 径 ， 它 通过 殉 。 中 一 个 以 上 的 顶点 。 设 这 条 路 径 
是 PP， 它 在 矿 , 中 通过 的 第 一 个 顶点 是 ， 如 图 所 示 、 那 么 存在 
一 条 从 mm 到 的 路 径 P,， 它 只 通过 G4 的 顶点 ， 对 这 条 路 径 就 能 分 
本 一 个 从 v, 到 7 的 非 零 流 。 设 P' 是 一 条 从 站 到 i 的 路 径 ， 它 是 由 
路 径 忆 ,和 路径 忆 从 i 到 所 的 一 段 组 成 的 。 对 革 些 非 零 5 ， 把 已 分 
了 瑟 给 已 的 流 变 成 %i 一 6， 并 将 3 分 配给 路 径 疡 ， 我 们 就 可 以 保持 
从 到 /的 流 的 数量 不 变 。 然而 因为 在 EV, 中 至 少 有 一 个 顶点 ， 
它 分 配 到 的 流量 减少 了 53 ， 故 1V。 已 不 再 是 饱和 的 了 、 于 是 重新 
分 配 从 ?到 j 的 流 ， 就 可 以 使 饱和 点 着 的 数目 减少 ， 且 不 产生 臣 
本 饱和 点 割 。 只 要 至 少 存在 一 个 侈 和 点 割 而 不 存在 分 离 ? 和 ji 的 
基本 念 和 点 割 ， 这 种 作法 就 是 名 行 的 ， 因 此 我 们 可 以 把 多 和 点 割 
的 数目 从 尺 减 少 到 零 。 由 于 当 分 离 ! 和 /> 的 愧 和 点 振 不 存在 时 ， 
我 们 可 以 再 分 配 一 个 附加 流 ， 所 以 原来 分 配 的 流 不 可 能 是 最 大 
流 ， 这 是 一 个 矛盾 . 因此 必定 至 少 有 一 个 分 离 和 了 的 基本 饱和 
点 割 存在 ， 逆 定理 的 证 明 留 给 读者 . 

为 了 从 点 割 求 最 大 流 ， 我 们 定义 点 割 的 信 如 下 。 

定义 13-1-6 ”符号 斑 [ 丈 四 玫 示 集合 本 ,中 所 有 项 点 点 容 量 之 
和 , 称 为 集合 Wy; 的 值 。 

例如 ， 图 13-1-1 中 线 轿 的 点 割 (a yd ) 的 值 为 人 4a, )] = 
1+2=3, 

当 从 到 了 分 配 了 最 大 流 时 ， 根 据 定 理 13~1-2， 必 有 一 个 分 
离 1 和 /的 基本 饱和 点 割 存在 。 为 了 得 到 地 大 流 ， 已 对 从 了 到 7 
的 路 径 分 配 了 非 零 流 ,由 定义 ， 这 里 每 条 路 径 正 好 经 过 基本 饱和 
点 割 的 一 个 顶点 。 因此， 如 果 丽 , 是 一 个 分 离 1 和 的 基本 饱和 
点 凯 ， 那 么 je 的 信 必 定 等 于 从 了 到 7 的 最 大 流 。 与 也 WC 网 的 
情况 一 样 ， 如 果 我 们 用 端 限 容量 i 米 天 示 从 i 到 i 的 最 大 流 ， 就 
有 
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FEALAN (13-1-2) 
设 {7Y} 是 分 离 ? 和 ji 的 所 有 可 能 点 制 ， 则 我 们 可 以 看 出 ， 对 
于 他) 中 每 一 个 矿 ， 必 有 
VW ,<V TI] (13-1-3) 
定理 13-1-3 对 于 一 个 无 向 YWC 网 ， 从 i 到 的 出 限 容量 
ti 等 于 
b=min(V OV We {WY} (13-1-4) 
洗 剖 这 个 定理 与 定理 12-1-3 之 间 的 相似 之 处 。 
例 13-1~1 考虑 图 13-1-1 中 的 无 向 VWC 网 G。 分 离 1 和) 
的 全 部 点 割 为 (1 )， 7) (ab5j) 和 (asd)。 这 些 点 割 的 值 
分 别 为 
VL)l=4 
Vif)1=5 
Vita,b,f)]=3 
VIi(ta,d)]=3 
所 以 从 广 到 的 端 限 容量 嫩 ;为 
ts=min{4,5,3,3}=3 
当 考 处 从 i 到 4 的 最 大 流 时 ， 我 们 利用 分 离 i 和 d 的 全 部 点 制 ， 
即 人 1 79) ar) 和 (OF 7)。 则 从 7 到 ad 的 端 限 容 量 
1 为 
tia=min{4,2,3,7}=2 
对 于 讨论 各 端 限 容量 之 间 的 关系 来 说 ， 重 要 的 是 至 少 存 在 闭 
一 个 点 割 ， 筷 在 从 一 个 顶点 到 另 一 个 项 点 最 大 访 的 任 一 分 配方 式 
下 是 基本 饱和 点 割 。 这 样 的 一 个 点 制 称 为 端 限 容量 的 对 应 点 割 。 
定义 13-1-7 如 果 对 于 每 一 个 从 :到 7 的 最 大 流 的 每 一 分 配 
方式 ，W, 都 是 分 离 1 和 的 基本 饱和 点 割 ， 则 称 反 ,为 端 限 容量 
ti 的 对 应 点 割 。 
为 了 证 明 #;; 的 对 应 点 割 的 存在 性 ， 我 们 用 反 证 法 。 从 而 得 到 
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矛盾 的 结果 ， 

设 二 :下子 :xh 是 最 大 流 的 一 种 分 配方 式 产生 的 所 有 分 
离 i 和 的 基本 饱和 点 割 的 集合 。 设 这 个 分 配方 式 是 将 内 ,分 配 
给 Pr = 1 ,2,1)。 设 V5 到 ;0…V;x,} 是 最 大 流 玖 曙 一 种 
分 配方 式 而 产生 的 所 有 分 离 i 和 f 的 基本 饱和 点 割 的 集合 。 假 定 
这 种 分 配方 式 是 将 $s; 分 配给 从 ; 到 7 的 路 径 Pa(S = 1,2,… ,m2). 
现在 我 们 假设 {WW 人 {Wa ,ee, } = 由 对 于 
= 1 2 pr 和 3S = 1)2， po0; 殷 cy 分 配给 已 ,， 把 (1 一 c) 作 。， 
分 配给 Ps ， 其 中 0<a<1 ， 将 得 到 从 i 到 的 最 大 流 的 一 种 新 
分 配方 式 。 因 为 任何 一 个 五,,(1 志 <p 万) 都 不 在 {WM ,sr,) 
中 ， 所 以 新 分 谍 法 不 能 使 夯 ,, 变 成 基本 饱和 点 割 同样 ,任何 
玉 YA(]1 志 gq 所 ha) 都 不 在 { 丈 0 克 》 中 ， 所 以 新 分 配 法 也 不 
能 使 所 ;s 变 成 基本 饱和 点 着。 并 且 ， 这 种 新 分 配 法 也 不 能 使 其 他 
任何 点 割 变 成 基本 饱和 点 割 。 可 见 在 这 种 新 分 配方 式 下 ， 不 存在 
基本 饱和 制 集 。 这 就 意 上 善 这 个 流 不 是 最 大 的 ， 这 是 一 个 矛盾 . 
因此 至 少 有 一 个 点 荐 县 在 {WWW} 中 ， 又 在 {WW ss. 
Wx} 由， 

假定 大 流 的 分 配方 式 BPD =1,29" +» 
4.) 而 产生 的 所 有 分 离 ?和 的 基本 饱和 点 割 的 集合 。 根 据 同样 
的 理由 ， 我 们 可 以 证 明 在 记 有 这 些 集合 中 ， 至 少 存在 一 个 基本 饱 
和 点 荐 WW。， 有 


Wc 人 OW pW pee pa) (13-1-5) 
并 且 可 以 断定 ， 有 一 个 端 限 容 量 的 对 应 点 割 存在 。 利 用 这 个 对 应 
点 戎 ， 可 以 证 明 以 下 重要 定理 ， 
定 未 13-1-4 在 一 个 无 向 VWC 网 里 ， 对 于 任意 三 个 顶点 
Y， 了 和 请 ， 有 
ti 之 min tuns 下 站 (13-1-6) 
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证 明 : ”考虑 图 13-1-7 中 的 线 图 ， 太 是 端 限 容量 弛 的 对 应 
版 制 。 


图 13-1-7 戎 点 1 和 点 割 矿 


情形 1 假定 顶点 上 在 Cs 中， 于 是 ， 若 认 的 对 应 点 皋 太 ,也 
是 分 离 f 和 了 章 点 割 ， 则 天 [ 丈 菇 必定 等 于 矿 [ 聊 加 -. 所 以 ty =14， 
如 果 卫 ,不 基 分 离 了 和 了 的 点 割 ， 如 图 13-1-8 所 示 ， 则 扣 不 可 能 
大 于 上 。 因 为 丽 , 也 是 分 离 f 和 名 的 点 割 ， 所 以 在 这 种 情形 下 定 
理 为 真 。 


图 13-1-8 点 币 厂 ,和 到 


情形 2 假定 项 点 上 在 Wo 中， 那么 ， 显 然 三 之 。 轩 此 在 
这 种 情形 下 定理 为 真 。 

情形 3 假定 顶点 R 在 C 中 ， 那 么 ， 如 果 我 们 不 考虑 维 ， 
而 是 考虑 各 ， 就 将 得 到 与 情形 1 一 样 的 结果 ， 邯 二 之 ty ， 因 此 
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在 这 种 情形 下 定理 为 真 ， 
当 顶 点 了 或 者 顶点 ji 构成 一 个 点 割 1V, 时 ， 我 们 有 与 情形 1 ， 
2 或 3 相同 的 情况 ， 这 取决 于 顶点 & 的 位 置 。 内 此 定理 为 真 。 
《证 毕 ) 
这 个 三 角 关系 正好 与 EWC 网 中 的 三 角 关 系 一 样 。 作为 一 个 
例子 ， 我 们 考 虚 图 13-1-1 中 的 Y 砚 CC 网 。 在 例 13-1-1 中 ， 营 求 出 
端 限 容量 ti =3，tis =2。 对 于 这 种 情况 ,显然 有 机 之 min ti， 
taj? 。 让 我 们 来 看 看 ，tis 宇 min {ti;， ts) 是 否 成 立 。 因 为 4 之 tio， 
如 果 定 理 13-1-4 是 对 和 的 ， 必 定 有 fis 之 fis。 用 定理 13-1-3 算 出 1 为 
ts=min{42,5} =2 
可 以 看 出 ， 上 式 是 成 立 的 . 


13-2 无 向 VWC 网 的 端 限 容量 矩阵 


YWC 网 的 端 限 容 量 悠 阵 可 以 完全 象 EWC 网 一 样 定义 ; 端 
限 容量 矩阵 了 的 每 一 个 元 素 是 
ti= 从 1 到 = 的 端 限 容 量 ， 二 
fi=d 
《通常 把 :定义 为 顶点 的 点 容量 。 但 这 里 仍 用 记号 d ， 为 的 是 
让 EWC 网 和 VWC 网 的 端 限 容 量 矩 阵 有 相同 的 形式 。)》 
例如 ， 图 13-2-1 中 VWC 网 的 端 眼 容量 矩阵 为 
G 在 CD 
6 [a 2 1 4 5 | 


bp:2d122 
T=cil11d11 
dl421d4 
e16 2 1 .44 


因为 我 们 所 讨论 的 是 无 向 YWC 网 ， 故 端 限 容量 矩阵 是 对 称 
564 * 


图 13-2-1 人 WC 网 


的 。 并 且 由 于 端 限 容量 对 应 点 割 的 存在 ， 这 个 盾 阵 也 有 主 分 块 划 
分 特性 ， 这 与 EWC 网 的 端 限 容量 算 阵 是 一 致 移 ， 

定 到 13-2-1 设 了 是 一 个 无 向 VWC 爽 的 端 限 容 量 炬 阵 ， 别 
主 分 的 划 分 可 适用 于 了 ， 也 适用 于 由 主 分 挟 划 分 产生 的 ， 阶 数 大 
于 1 的 每 个 结果 主子 阵 。 

这 个 定理 的 证 明 与 EWC 网 所 往 足 的 定理 12-2-1 条 件 的 必要 
性 的 证 明 非 常 相 似 ， 

例如 ， 在 图 13-2-1 的 VWC 网 中 ， 重 排 端 眼 容量 矩阵 的 行 和 
列 为 


我 们 可 以 看 出 ， 定 理 13-2-1 是 成 立 的 ， 
考虑 以 下 矩阵 ; 
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ra 2 1 1 
| srdil 1 
1 1.d 3 


1 1 3 dj 


我 们 可 以 证 明 它 并 不 是 一 个 由 四 个 顶点 构成 的 无 向 YWC 网 的 端 
限 窜 量 撼 阵 。 但 是 ， 对 抢 阵 本 身 和 所 有 的 结果 主子 阵 都 可 以 施行 
主 分 块 划分 。 这 个 例子 表明 ， 尽 管 可 以 把 一 个 扎 阵 硕 成 一 个 
VWC 网 (其 顶点 数 与 矩阵 阶 数 相同 ) 的 端 恨 容量 矩阵 来 进行 主 
分 块 划 分 ， 定 理 13-2-1 的 条 件 却 不 是 充分 的 。 《回忆 一 下 ， 定 理 
12-2~1 所 给 出 的 条 件 对 于 EWC 网 是 充分 的 。) 

”一 个 原因 是 ，VWC 网 的 端 限 容量 具有 的 一 些 特殊 性 质 是 
EWC 网 所 没有 的 。 为 了 找到 这 些 性 质 ， 设 WV。 是 从 了 到 了 的 端 
腿 容 其 的 对 应 点 割 ， 如 图 13-2-2 所 示 ， 其 中 砂 ,假设 为 (01,v;,…， 
V4)， 又 设 cccex 分 别 是 顶点 vis v2，…， wvh 的 点 容量 。 注 意 


tO+o" +cr 等 于 i。 


图 13-2-2 点 割 V。 
为 了 求 出 从 :到 vi 的 端 限 容量 fio,， 我 们 来 回忆 一 下 是 怎样 


分 配 最 大 流 的 ， 就 是 ， 当 分 配 从 i 到 7 的 最 大 流 4i = 之 ry 时 ， 
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每 个 Pri 都 型 分 配给 一 条 从 到 i 的 路 纪 卫 , 和 假定 流 y,， 加 
PamEn) 已 分 访 给 从 ? 到 i 的 路 径 P,, 也, ， Pm, 它们 都 通过 
顶点 v1, 


又 Shy = (13-2-1) 


这 是 因为 按 紫 分 十 方式 项 点 w 是 伤 和 和 的， 由 于 从 1 到 vi: 的 最 大 流 
是 这 祥 分 配 的 ， 即 采用 相同 的 流风 uv， 中 的 一 部 分 来 
分 配给 路 径 P,, PP,…,P 中 的 一 部 分 ， 所 以 从 了 到 :的 最 大 流 不 
可 能 小 于 ci， 我 而 fo 又 不 能 大 于 c:， 因 此 hvw = Cr， 对 于 每 一 个 端 
上限 容量 5 (bb= 1,2，…R)， 这 个 结论 癌 样 都 是 对 前 。 

定理 13-2-2 设 矿 ,= (wm…2) 是 端 限 容量 1 的 对 应 点 
制 ， 则 对 p=1,2,…,&， fv,=cp， 且 

tii = Si {13-2-2) 

其 中 cy 是 顶点 的 点 容量 

定理 13-2-3 ”假定 端 良 容量 如 不 等 于 1 ,ji 的 顶点 容量 占 或 
:0;， 则 存在 端 限 容量 +;。,(p=1,2,…,m)， 使 


ti= Dti, 《13-2-3) 
Li 


下 面 的 下 至 给 出 了 另 一 个 有 趣 的 性 质 ， 
引 理 13-2-1 设 #; 是 VWC 网 的 最 小 端 限 容量 ， 则 
tj = mia {er,c;} (13-2-4) 
其 中 cy 和 cj 分 别 为 顶点 i 和 i 的 点 容重。 
利用 这 个 引 理 ， 我 们 总 可 以 把 一 个 无 向 YWC 网 的 端 限 容量 
: 甜 阵 了 分 块 为 
r-| 二 - d | Tu 
(13-2-5) 
Ti Ts 
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其 由 Tu 是 一 个 行 矩 阵 ， 它 是 由 下 中 最 小 而 又 相同 的 元 素 组 成 
的 ， 为 了 简便 ， 我 们 称 这 种 分 块 为 简单 分 据 。 注 意 一 个 简单 分 顽 
最 多 有 一 个 结果 主子 阵 7 由 一 个 以 上 的 元 素 组 成 。 端 限 容量 移 
涟 的 充分 条 件 可 以 利用 简单 分 块 叙 述 如 下 ， 

定理 13-2-4 如 果 允 一 个 插 阵 及 包含 一 个 以 上 元 素 的 全 部 结 
果 主 子 阵 都 可 进行 简单 分 块 划 分 ， 则 此 垂 阵 是 无 向 YWC 网 竟 端 
限 容量 矩阵 。 

证 明 ， 根据 条 件 ， 矩 隆 M 可 以 表示 为 


1 2 n+1l 
1 rad Nf 
2 di Ms 
1 Mi 的 本 
j : : 1 _9_ 
M = ME | (13-2-6» 
| | 
| 1 : d iM. | 
i ; ! eh 
ntll 1 | ‘Ms d | 


其 中 M ,= [mrorybrra 9] 是 一 个 行 矩 阵 ，r=1， 2,…,n， 是 
mon< 和 an<…< 委 fm。 注意 开 。 击 一 个 元 素 feo 组 成 。 以 内 为 端 限 
容量 矩阵 购 一 个 VWC 网 如 图 13-2-3 所 示 。 

《证 上 毕 } 


CO 
Timma) 2Han) (fts) nr (em) 
图 13-2-3 一 个 YC 网 
如 果 YWC 网 可 以 具有 比 已 知 矩 涟 的 阶 数 惕 多 的 项 点， 我 们 
就 可 以 很 容易 地 设计 一 个 网 络 。 例 如 ， 答 阵 
。568 。 


ce dad 
1 1 


RN 
i NM 


2idil 1 


ci 1 1iad;3 


dL1 1isia 
它 不 可 能 是 一 个 有 四 个 正点 的 YWC 网 的 端 限 容 量 和 矩阵， 但 而 以 
是 图 13-2-4 所 示 YWC 侈 的 端 限 容量 引 阵 的 一 部 分 。 


a(2) ci) 
utly 


b(2) dt3) 
图 13-2-4 一 个 VWC 两 


一 个 和 矩阵 荐 映 限 容量 矩阵 的 子 抑 阵 的 条 件 由 定理 13-2-5 给 
出 . 
定理 13-2-5 ”车 对 一 个 矩阵 好 及 所 有 和 价 数 大 于 2 的 结果 主 
子 阵 进行 主 分 块 划分 ， 则 M 是 一 个 YWC 网 的 端 限 容量 秆 阵 的 子 
上 矩阵， 
证 明 : 考虑 一 个 EWC 网 , 设 其 端 展 容量 矩阵 为 ,注意 这 
个 定理 的 条 件 对 于 上 WC 网 是 充分 的 。 我 们 将 按 以 下 步 又 将 这 个 
EWC 网 变 为 一 个 YWC 网 ,其 端 限 容量 矩阵 以 MM 为 一 个 子 矩 阵 . 
步 又 1 每 一 个 顶点 分 窜 的 点 容量 为 <。 
步骤 2 把 每 一 条 边 e 变 成 两 条 边 e' 和 8 的 昌 联 ， 如 侠 
13-2-5 所 示 。 这 些 边 公共 顶点 rz 的 点 容量 等 于 边 e 的 边 容 量 c-. 
可 以 看 出 结果 是 YWC 网 ， 其 端 眼 容量 矩阵 以 好 为 它 的 子 矩 阵 。 
| 《证 毕 ) 
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etee) 一 > 和 7 © 
Vz 


vy 2 
! 2 te,) vy 


图 13-2-5 将 边 e 变 为 一 些 边 的 串联 


作为 一 个 例子 ， 我 们 考 二 上 面 所 给 矩阵 MM 。 以 为 端 限 容量 
矩阵 的 EWC 网 ,如 图 13-2-6 所 示 ,. 首 先 我 们 按 步 观 1 对 每 一 顶点 
环 以 co 再 按 步 骤 2 ， 将 每 一 条 边 e 用 则 联 边 oi 和 ei 来 代替， 
i 二 1，2, 3 然后 对 顶点 坟 屿 以 e 的 边 额 重 作 为 点 容量 ， 了 = 1， 
2,3。 从 而 得 到 图 13-2-7 的 YWC 网 。 


» 


et2} ec.(1) cnt3) 
9 一 一 -一 0 一 一 一 0- 一 一 一 一 和 
0 ¢ d 


图 13-2-6 EWC 网 


所 得 VWC 网 的 端 限 容量 矩阵 是 

a brce 了 iD vs 
alTd21 1:211 
bl/2d11211| 
cIil1id 31l113| 
T=d|113d11 3 
wi22 1 14d11 
wl1 111141 
wl 1331 1d, 
vu,(2) v2.(1) vst3) 


aoo) ©* “pOco)® oe)® 2 d(cc》 
= 图 13-2-7 vwCm 
其 中 ， 所 给 矩阵 M 是 一 个 子 矩阵 。 
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13-3 有 疝 VWC 网 


车 一 个 VWC 网 的 每 条 边 都 定 了 向 ， 这 个 网 络 就 称 为 用 
YWC 网 。 例 如 ， 图 13-3-1 的 网 络 就 是 有 向 VWC 网 。 每 条 边 的 
定向 表示 该 条 边 所 能 传输 的 流 的 方向 ， 因 此 ， 为 了 从 顶点 i 到 对 


区 13-3-1 有 向 YWC 网 


点 了 分 配 一 个 流 ， 我 们 必须 把 流 分 配给 从 ; 到 7 的 有 向 路 径 。 倒 
如 ， 我 们 可 以 把 流 办 ;= 3 按 下 面 方式 分 配给 图 13-3-1 的 网 络 ， 
我 们 将 流 1,, = 工分 配给 有 疝 路 径 己 ,= (euyez》， 因 为 
1 min {cis ces cj} 
所 以 这 样 做 是 允许 得。 其次， 我们 将 流 加， = 1 分 配给 有 向 路 径 
. PP,= (L3653E3)s 这 也 是 可 行 的 ， 因 为 
imintc— ot) sc — Botf) yes — Pd) ,ei — Wold)? 

其 中 ， boli) =1， Potf) =0， wtd) = 三 0， wot) =1, c=4, C= 1， 
Cd 2 C= 5。 最 后 我 们 将 流 由 si = 分 本 痊 有 向 路 径 忆 ， = (60s CT9 
ea) ， 如 图 13-3-2 所 示 ， 

对 于 有 向 YWOC 网， 为 了 用 拓扑 方法 求 最 大 流 ， 我 们 采用 下 
述 点 半 荐 的 概念 而 不 用 点 割 概念 ， 
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图 13-3-2 流 纱 ;= 3 的 分 配 


定义 13-3-1 一 个 从 i 到 j 的 点 半 荐 是 这 样 一 个 最 小 顶点 集 
合 : 影 去 该 集合 中 所 有 的 项 点， 就 会 破坏 从 i 到 了 的 所 有 有 向 路 
径 。 根 据 定 义 ， 若 副 去 顶点 后 所 得 前 图 不 含 或 了 ， 也 认为 所 有 
从 了 到 了 的 有 向 路 径 都 已 破坏 了 。 

例如 ， 在 图 13-3-1 的 有 向 YWC 网 中 ， 集 合 (4 ,qd ) 不 但 是 
从 1 到 了 的 点 半 拔 ， 而 且 是 分 离 1 ，7 的 点 割 (回忆 一 下 在 12-5 节 
中 的 半 寡 ) 设 5=i(9,x2)Ud(5 xD 是 一 个 分 离 和 了 的 
荐 集 ， 其 中 iE0， 则 3 可 以 分 解 为 两 个 半 割 sz 和 43: 


sj=F (Ox 0,) 《13-3-1) 
Si= (0x 1) (13-3-2) 

它们 有 个 性 质 如 下 ， 
sifls;;=$ (13-3-3) 


但 是 ， 点 半 制 不 一 定 有 这 祥和 的 性 质 。 例 如， 在 图 13-3-1 的 有 向 
VWC 网 中 ， 集 合 (a ,d ) 是 一 个 分 离 天 和 『 的 点 割 ， 而 子 集 (o) 
是 从 了 到 ;i 的 点 半 制 。 可 是 子 集 (q ) 却 不 是 从 了 到 了 的 点 举荐 。 
从 于 到 了 的 点 半 割 [ 它 是 (Ca , ad ) 的 子 集 ] 就 是 (0 ,d) 本 身 。 因 此 
这 两 个 点 半 割 有 一 个 公共 顶点 ， 
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利用 点 半 制 ， 我 们 得 到 一 个 与 定理 12-5-2 类 似 的 定理 . 
定理 13-3-1 有 向 VWC 网 的 从 了 到 7 的 端 限 容 量 4 等 于 
t= min{V (Cw)} 《13-3-4) 
其 中 他 (wo)) 是 所 有 从 i 到 /的 点 半 制 值 的 集合 ， 注 意 二; 等 于 
有 从 了 到 > 的 最 大 流 ， 而 点 半 割 的 值 是 点 半 割 的 所 有 顶点 点 容量 之 
和 。 
除了 用 点 半 割 代替 点 割 外 ， 这 个 定理 的 证 明 与 定理 13-1-3 的 
证 明 是 一 样 的 ， 此 外 ， 对 饱和 点 半 制 和 基本 饱和 点 半 荐 下 定义 需 
要 慎重 一 些 。 
例 13-3-1 考 义 图 13-3-3 和 的 有 向 VWC 网 ,为 了 求 出 从 i 到 
5 的 端 限 容量 ， 首 先 我 们 找 出 从 到 了 的 所 有 点 半 制 《1 )， 
(ascii5c) (byd) 和 (7)。 这 些 点 半 制 的 值 为 
VC = 4 Vita,c)}=4, Vb,c))=5, 
VEcb,d)]=3, VLOG)J=5 


所 以 由 定理 13-3-1， 端 限 容 量 f;; 是 
ti;= min{4,4,5;3,5} =3 


汞 13-3-3 有 向 了 友人 网 


为 了 求 出 从 了 到 『 的 端 眼 容量 5 ， 我 们 找 出 所 有 从 了 到 『 的 点 半 
割 ，{( 六 065d) ,C9) (站 } 。 则 5; 为 
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t=minV DI VC dr L(t) VL 
= min{45,3,1,4} =1 
定理 13-1-4 对 有 向 YWC 网 也 是 成 立 的 。 
定理 13-3-2 对 于 有 向 YWC 网 的 任意 顶点 i ，f 和 忆 ， 有 
tr>min(tayty) (13-3-5》 

除了 用 点 半 割 代替 点 割 外 ， 这 个 定理 的 证 明 与 定理 13-1-4 的 
证 明 相 同 。 作 为 一 个 例子 ， 我 们 考 虚 图 13-3-3 中 的 有 向 YWC 
网 。 端 限 容 量 ti 是 

tp= min [LIVI(o,c VL) 
=min{4,4,2} =2 
比 于 大 =3， 则 有 
;之 min {ris tsi} 三 min {2,te;} 

有 向 VWC 网 的 端 眼 容量 矩阵 7 与 无 应 Y 码 志 网 的 端 限 容 基 
矩阵 定义 相同 ， 定 理 13-2-1 给 出 的 端 限 容量 矩阵 的 性 质 对 于 有 疝 
YWC 网 也 是 正确 的 。 例 如 ， 隐 13-3-1 记 示 的 有 向 YWC 网 的 端 
限 容量 和 矩阵 是 


d| 1 1 1.2 dl 


i| 1i1liiis 2 dd) 


该 式 说 明了 应 用 主 分 块 划分 的 一 种 方式 ,注意 有 疝 YWOC 网 的 端 
限 容量 矩阵 一 般 是 不 对 称 的 ， 
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13-4 点 害 和 点 半 守 的 生成 


正如 我 们 在 前 几 节 已 看 到 的 ， 分 离 1 和 7 的 点 割 和 从 到; 
的 点 兴 害 是 VWC 网 中 的 重要 点 集 。 特 别 是 当 我 们 需要 求 出 从 ; 
到 的 端 限 容 量 时 。 在 无 向 的 情况 下 ， 车 知道 所 有 分 离 i 和 1 的 
点 闸 ， 在 有 向 的 情 袖 下 ， 车 知道 从 站 到 j 的 点 半 希 ， 那 就 很 方便 
了 。 因 此 ， 如 果 我 们 能 象 5-1 节 中 生成 分 离 i 和 i 的 割 集 那样 生 
成 点 割 、 点 半 割 ， 那 么 求 YWC 网 的 并 限 容量 就 是 比较 容易 的 工 
作 了 。 首先 让 我 们 来 复习 一 下 ， 所 有 分 离 1 和 /了 的 割 集 是 怎样 生 
成 的 ， 

在 2-3 节 中 我 们 曾经 论证 过 所 有 的 割 集 ， 制 集 的 无 重 边 并 及 
空 集 在 环 和 运算 下 构成 镍 ， 则 此， 我 们 可 以 用 已 知 的 生成 元 生 
成 记 有 的 割 集 。 如 果 我 们 把 害 集 和 割 集 的 无 重 边 并 分 成 两 群 
{Sj 站 和 全 (73. 冰 ， 其 中 份 (107)} 由 所 有 分 离 1 和 的 淹 集 
及 分 离 1 和 了 7 的 吞 数 个 割 集 的 无 重 边 并 组 成 。 {Si7;,)} 由 所 有 
不 属于 {(G3 7 的 割 集 和 割 集 的 无 重 边 并 组 成 ， 那 么 就 有 

1. 若 5 和 92: 在 全 (3 六) 中 ， oul 

5 多 5: 也 在 {Stij;,)》 中 .。 
2. 若 3S,， 和 353: 都 在 {SC 和 9; .六 中 ， 则 
Si 命 5s 也 在 {5 07; .站 中 ， 
3. 若 5S. 在 丛 ( 担 站 中 ，S; 在 从 (7;.)) 中 ， 则 
人 国 5v 也 在 全 (让) 中 ， 
只 要 我 们 知道 生成 元 中 哪些 是 分 离 i 和 ji 的 ， 那 么 根据 上 述 性 质 
就 可 以 从 生成 元 集合 生成 分 离 i 和; 的 所 有 制 集 ， 特别 地 ， 如 选 
取 生 威 元 集合 为 $56,51,… ,Sm(m=n 一 ne+ Pp)， 鞭 中 只 有 S, 分 离 
并 i 和 7 ， 那 么 我 们 知道 ， 所 有 分 离 i 和 j 的 割 集 都 在 下 面 的 集 
体 中 ， 
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{SO} = (SB5 SAElS'y} {13-4-1) 
其 中 从 ?由 空 集 、 割 集 352，…9w 以 及 SP 的 所 有 可 
能 组 合作 环 和 运算 而 得 到 的 集合 组 成 。 如果 集体 (St Sxe 
{5 中 的 S$. 不 是 一 个 割 集 ， 则 在 同一 集体 中 存在 甸 一 .个 集合 5，， 
使 得 8, 二 3;。 因 此 在 EWC 网 中 ， 端 限 容量 
fy=min{V [CS BS Se{S')} (13-4-2) 
超 憾 地 是 ， 分 离 1 和 了 的 点 制 集体 没有 这 么 好 的 人 性质 .。 因 
些 ， 生 成 所 有 分 离 和 j 的 点 割 就 不 象 生成 所 有 分 离 i 和 的 项 
集 那 么 简单 。 不 过 ， 有 下 面 儿 个 定理 给 出 的 性 质 ， 我 们 就 可 以 用 
生成 分 离 4 和 > 的 割 集 的 方式 来 求 出 所 有 和 分离 y 和 了 的 点 半 ， 
定理 13-4-1 对 于 VWC 网 G， 设 于 是 分 离 1 和 7 的 点 割 。 
设 GL 和 Gs 都 是 从 G 中 删 去 矿 的 所 有 顶点 得 到 的 最 大 连通 子 图 ， 设 
顶点 了 在 @G: 中 ， 除 非 矿 = (及 ， 这 时 C: 是 一 个 零 图 〈 即 其 中 不 合 
顶点 ) 。 那 么 ， 如 果 Q(GCs) 拓 0 ， 则 OF XR(Gs)) 是 一 个 分 离 
i 和 > 的 害 集 ， 其 中 吕 (G) 是 Cs 中 所 有 项 点 的 集合 。 
作为 一 个 例子 ， 考 虚 图 13-4-1(a) 中 的 YWC 网 , 对 于 分 离 i 
和 j 的 点 割 (a,b)， 最 大 连通 子 图 GG 和 G; 如 图 13-4-1(b) 所 示 。 
因此 旨 (G,) = (cyd, 门 ， 而 (X00G0)) = (ely gs 89) 是 一 个 分 
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tay {a} 
狗 13-4-1 WC 网 及 最 大 连通 子 图 GF, 和 Gs 


离 了 和 了 的 割 集 。 对 于 点 割 (ayd) (G2) = (cy 1)， 而 27 x 
{02)) = (006100), 它 是 分 离 i 和 7 了 的 割 集 ， 对 于 点 割 《3 )， 
(G2) = (ay pcy ds 站， 而 (VX 人 G2)) = (te,e;)， 它 也 是 分 
离 i 和 j 的 割 集 . 

定理 13-4-1 的 证 明 ， ”由 点 割 的 定义 可 知 ， 每 条 从 :到 了 前 
路 径 必 定 至 少 经 过 点 割 矿 的 一 个 顶点 。 由 于 帮 ( 玉 x (G1)) 中 的 
每 条 边 与 态 中 的 顶点 关联 ， 故 每 条 从 i 到 的 路 径 必定 至 少 包含 
罗 (WVX (G4)) 中 的 一 条 边 。 因此 从 所 给 网 络 中 删除 (Vx 人 8 
(G2)) 的 所 有 边 将 破坏 所 有 从 六 到 j 的 路 径 , 从 而 2 07 x QD(G,)) 
包含 一 个 分 离 i 和 的 荐 集 , 设 G1 和 Gi 都 是 删 去 ZO0F x (G2) 
中 的 所 有 边 得 到 的 图 的 子 图 ， 其 中 G5 是 一 个 包含 顶点 了 的 最 大 
连通 子 图 。 容 易 看 出 ，Gz 和 Gs 是 站 同 的 。 此 外 ,2(G1) = 人 2(G,) 
U 玉 .因此 如 由 连接 在 品 (GU 球 中 两 点 间 前 这 组 成 。 现在 G， 
必定 是 连通 的 ， 因 为 若 它 不 连通 ， 则 奢 中 至 少 存在 一 个 顶点 ， 使 
得 从 宇 到 7 的 所 有 路径 都 不 经 过 这 个 顶点 ， 这 与 假设 凡生 分 离 i 
和 了 的 点 制 矛 盾 。 因 为 (Wx QCGD)) 是 连接 G1 和 G5 的 边 集 ， 
帮 才 (Wx (G2,)) 是 一 个 这 样 的 最 小 边 集 ， 使 一 个 连通 图 在 删除 
了 这 个 集合 的 所 有 边 后 变 成 分 离 的 ， 因 此 (Vx QQ(G,)) 是 一 个 
分 离 i 和 7 的 割 集 ， 《证 毕 ) 

根据 定理 13-4-1， 我 们 可 以 从 每 个 点 割 厂 (到 = ( 门 除外 ) 求 
得 割 集 z( 矿 xQ(G))。 为 了 简便 ， 我 们 称 割 集 BT x 0(G)) 
为 点 割 玛 的 对 应 割 集 。 

定义 13-4-1 集合 (了 Vx0(G)) 称 为 点 割 术 的 对 应 割 集 ， 
其 中 G, 是 包含 有 顶点 了 且 删 去 厂 全 部 项 点 记得 的 最 大 连通 子 图 . 

我 们 希望 知道 ， 对 于 任意 分 离 ?和 的 割 集 S， 是 否 都 存在 
一 个 分 离 了 和 j 的 点 制 ， 合 5S 成 为 这 个 点 割 的 对 应 割 集 。 答案 炉 
否定 的 。 格 如 ， 图 13-4-1(a}) 中 ， 集合 S = (eayesyeiyei) 是 一 个 分 
离 1 和 1， 的 割 集 ， 但 是 不 存在 分 离开 和 ) 的 点 割 ， 潜 对 应 制 集 为 
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S。 另 一 方面 ， 我 们 有 定理 13-4-2。 
定理 13-4-2 设 S 是 在 连通 线 图 G 中 分 离 i 和 j 的 割 集 。 设 
Gi 和 Gs; 是 5S 的 对 应 子 图 ( 即 G, 和 G; 都 是 从 避 中 删 去 5S 的 所 有 边 
而 得 到 的 最 大 连通 子 图 )。 假定 i eG,， 则 项 点 集合 
W = Q(T NAG,) (13-4-3) 
包含 一 个 分 离 了 和 j 的 点 割 ， 其 中 避 (S) 是 5S 中 所 有 边 的 端点 集 


合 。 


例如 ， 图 13-4-1(a) 中 的 S = (es,eoyeyyes) 是 一 个 分 离 和 
欧 割 集 。 现 在 (9) 是 (a,b,cyd, 门 , 2(G1) 是 (apc)。 因 此 ， 
由 式 (13-4-3) 给 出 的 集合 画 是 (0,6, c)。 显然， 这 个 集合 包含 一 
个 分 离 i 和 j 的 点 割 (a, 引 )。 
定理 13-4-2 的 证 明 : 我们 只 须 证 明 删 去 态 中 的 所 有 顶点 就 
会 破坏 所 有 从 i 到 i 的 路 径 即 可 . 因为 S 中 每 条 边 是 连接 在 C 的 
一 个 顶点 和 GG: 的 一 个 顶点 之 间 的 ， 所 以 ， 由 式 (13-4-3) 给 出 的 集 
合 玉 含有 S 中 每 条 边 的 两 个 端点 之 一 ， 于 是 删 去 所 中 所 有 的 顶点 
也 就 勋 去 了 S 中 所 有 边 。 我 们 知道 ， 删 去 S 的 所 有 边 则 破坏 所 有 
从 让 到 了 的 路 径 。 因 此 删 去 玉 中 所 有 顶点 也 会 破坏 所有 从 六 到 
的 路 径 。 《证 毕 ) 
为 了 简便 ， 我 们 把 定理 13-4-2 中 的 集合 万 叫做 制 集 S 的 对 应 
点 集 。 例 如 ， 考 处 图 18-4-1(a) 所 示 的 YWC 网 中 的 割 集 31,3:， 
Ss 其 中 Si= (e1562)， Ss= (elyeyyE6) Se= (ezyEsy64yE5hy5 
S$,= (e686), 对 应 点 集 为 
WS = (07) 
W'S) = (1,6) 
W(S3) = (fa) 
WS) = (a,b) 
假定 S 不 是 一 个 割 集 ， 而 是 式 (13-4-1) 给 出 的 全 (1; 让} 中 荐 
集 的 无 重 边 并 ， 那 么 ， 我 们 可 以 组 成 与 5 对 应 的 点 集 玉 如下。 设 
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人 :和 G; 都 是 删 去 5S 中 所 有 边 而 得 到 的 不 相交 子 图 ， 而 且 GG 是 一 
个 包含 i 的 最 大 连通 子 图 。 那么， 集合 太 是 这 样 的 集体 ， 它 是 由 
S 的 所 有 边 的 端点 中 属于 G ,的 那些 端点 所 构成 的 ， 

注意 ， 删 去 S 中 的 所 有 边 会 产生 Pp (>> 2 ) 个 最 大 连通 子 图 ， 
而 这 些 最 大 连通 子 图 中 包含 顶点 i 的 一 个 子 图 必须 选 作 G,。 例 
和 如， 图 13-4-1(2) 中 从 (3 让} 里 一 个 割 集 的 无 重 边 并 S = (ely es， 
gs E53 279 29)。 则 子 图 女 , 如 图 13-4-2 所 示 ， 于 是 ， 点 集 画 应 为 
(Gi, b, cs d), 

对 于 他人 让} 中 任 一 集合 
S ， 点 集 义 (S ) 可 定义 如 下 。 “ 

定义 13-4-2 设 S 是 {Si 
门 } 中 的 一 个 集合 . 设 Gi 是 一 个 二 ~ 
在 删 去 $ 所 有 的 边 后 ， 包 含 顶点 C2 
i 的 最 大 连 剖 子 图 ， 则 集合 S 的 所 
对 应 点 集 《 记 为 VCS)》 由 下 式 6 《 

给 出 图 13-4-2 子 图 C， 

WS) = 0 NAG,) (13-4-4) 
其 中 人 (3S) 是 5S 中 所 有 边 的 端点 集体 ，QCG,) 是 Ci 中 所 有 顶点 的 
集体 。 

用 这 个 定义 ， 我 们 可 以 推广 定理 13-4-2， 

定理 13-4-3 设 $S 是 {SCG 站} 中 的 一 个 集合 ， 则 集合 5 的 对 
应 点 集 W(S ) 包 含 了 分 离 1 和 了 的 点 制 ， 

这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 。 

由 于 {5( 让 站 是 很 容易 生成 的 ， 如 果 我 们 能 把 {5 (i; 门 } 和 
YWC 网 的 端 限 容量 二 联系 起 来 ， 那 么 求 蘑 就 不 费事 了 。 下 一 个 
定理 给 出 了 这 种 关系 。 

定理 13-4-4 VWC 网 的 端 限 容量 + 等 于 

ty=min{V (1) 天 [ 了 到 人)] SEE 人 人 六) (13-4-5) 


* 379 


其 中 拓 [ 夺 49)] 是 集合 矿 (9) 中 所 有 顶点 的 点 容量 之 和 ， 

证 明 ， 根据 定理 13-4-1 涂 玉 = (0 外， 对 于 任 一 分 离 i 和 
i 芍 点 割 所 ， 在 从 让} 中 存在 一 个 作为 对 应 割 集 的 S$， 从 定义 
13-4-2 可 以 看 出 ， 式 《13-4-4) 给 出 的 点 割 瑟 (5S ) 就 是 点 割 万 (其 
对 应 撩 集 为 S$)。 因 此 集体 仔 ( 丫 ,VECS)I]， SE{SCi 让 包含 
了 集体 {Y (1V)， 所 有 分 离 和 了 的 点 割 矿 }。 并 且 根 据 定 理 13- 
4-3, 对 于 1 全 太 } 中 任 一 集合 S 集合 万 (S ) 包含 一 个 点 割 ， 比 
如 说 太 。 因 此 

min{7 (7 VW (SY) SEE 人 1SG 


=min {1 (WV)s 所 有 分 离 i1 和 了 的 点 割 砂 } 


《13-4-6) 
又 因为 据 定理 13-1-3， 式 (13~4-6) 的 右 端 等 于 从 到 i 的 端 
最 容量 坊 ， 所 以 这 个 定理 基 对 的 。 《证 毕 ) 


根据 这 个 定理 ， 我 们 可 以 用 生成 集体 人 @ 7 的 办 法 来 求 出 
VWC 网 的 端 限 容量 ， 见 下 面 的 例子 。 
例 13-4-1 在 图 13 
0(3) @1 c(3) -4-3 的 YWC 网 中 ， 所 
T | 有 的 关联 集 〈 除 与 顶点 
了 对 应 的 已 外 ) 为 
SG) = (ee:), 
‘Stn)= {e6306s), 
Sh) 二 (Es EC) sy 
St{(c} = {e667 C60) 
Sd) = (66sC0 608960) 
因为 具有 SG) 是 分 离 1 和 让 的 制 集 ， 故 集体 {Si 让} 可 以 由 
式 (13-4- 了 1 表示 。{49 (站) 了 CS) 和 VLCS)] 申 所 有 的 集合 见 
表 13-4-1。 
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( 倒 13-4-3 站 而 人 网 


表 13-4-1 (人 (人力 }， 厂 03) 和 CCS)] 


。 。 让 (站 与 

(C7) 6 
SD = (eses) (2) 5 
SD)DPDI a) 宇 《easy2ayB4yB5》 {17,0) 8 
SODID) 三 (21s049 C08) (py) 7 
SOPBIe) = (elyeayeiyeEryer) {2) 5 
S(O)DBS(d) = (eer Ess C0 Ear 00) (1) 5 
SDTS(a) RS LO) = (eyeiree) (a,b) 5 
SPIAPBTe) = {es eos07s 04) (Ia 0) 11 
SBIMNDId) = (es, C63,E1s E01, C0) (i,ard) 9 
SDDBSI EBS) = (e163, e110 E108) (1,60) 7 
(门人 (0 全 SC) = (e163 6; 0400) (fb.d) 8 
SPBI DI = (e102 Cur Fe eare-. eo) (1) 3 
SOOTFTIMDBDID TI = (esere-.es) (a,br) 六 
SOOOPBS DID) FS(d) = (e0400) (qa.d) 4 


(中 (aa) 电 S(c) 生 SS(d) = (eyesyesyerye) lisascsd) 12 
3 人 人 50 中 Stc) 二 9(a) = 


(E10639 C4 Cs CE- 1r 69) (fb,cd} 11 
SOFSOESDIESI BS dd) = (eel) {cd) 4 


ty=min{ ,VIWESYY, SEIS 7)}} =4 
车 VYWC 网 是 有 向 的 ， 我 们 应该 如 上 一 节 那 样 用 点 半 割 来 讨 
论 。 为 了 求 得 点 半 割 ， 我 们 定义 对 应 点 半 尖 如 下 ， 
定义 13-4-3 设 9 是 一 个 线 图 ，L2(g) 是 8 中 所 有 顶点 的 集 
合 。 则 +(g) 是 人 (9) 的 一 个 子 集 ，39 中 每 一 条 边 都 是 从 旨 * (9) 中 
的 顶点 出 发 的 。 换 句 话说 ，82+(g) 是 9 中 出 度 d'(v) 非 零 的 全 部 
顶点 的 集合 ， 
利用 这 个 定义 ,就 可 以 定义 全 (6 六) 中 全 合 S 的 对 应 点 半 荐 . 
定义 13-4-4 设 S 是 有 向 YWC 网 G 中 {5(1 了 站} 的 一 个 集 
合 。 设 G1 是 在 G 中 人 几 去 5S 前 全 部 边 所 得 的 线 图 中 ， 包 含 顶点 
的 一 个 最 大 连通 子 图 。 那 么 ， 集 各 S 的 对 应 点 尝 割 ( 记 为 w(S))， 
,581 » 


定义 为 
wS)= (0) N00) (13-4-7) 

下 面 我 们 轰 证 明 ， 对 于 任 一 个 从 i 到 7 的 点 半 割 ， 存 在 一 个 
分 离 1 和 i 的 割 集 S$， 使 得 w(S$S) 就 是 这 个 从 六 到 六 的 点 举荐 ，。 

定理 13-4-5 在 有 向 VWC 网 中 ， 对 于 除 思 = (站 ) 外 的 任何 
一 个 从 i 到 六 的 点 半 割 由 ， 存 在 一 个 分 离 i 和 的 割 集 5S， 使 呈 
为 式 (13-4-7) 所 给 出 的 点 半 制 . 

证 明 : ”我 们 取 所 有 满足 以 下 两 个 条 件 的 边 来 组 成 一 个 边 集 
EF 

1. 每 条 边 都 是 从 由 的 顶点 连 出 来 的 《 即 它 的 定向 基 从 乙 的 顶 
点 出 发 的 ) 

2. 每 条 边 至 少 在 一 牺 从 i 到 j 的 有 向 路 径 中 ， 该 条 路 径 恰好 
通过 巴 的 一 个 顶点 。 

显然 sj 是 从 1 到 了 的 半 割 。 我 们 知道 ， 存 在 另 一 个 从 了 到 ; 
的 半 割 si 使 sz Nsu= $, EssUsi= S$, S 是 分 离 ; 和 了 的 割 
集 。 利用 这 个 害 集 S ， 我 们 可 以 得 到 一 个 包含 顶点 i 的 最 大 连通 
子 图 Gl。 根据 定理 13-4-2， 点 集 份 (S) 站 (G1) 包含 分 离 和 
芍 点 割 。 因 此 删 去 人 (5S) 门人 9(G,) 中 的 所 有 顶点 ， 就 破坏 了 从 # 
到 了 全 部 有 向 路 径 和 从 i 到 i 的 所 有 有 向 路 径 。 为 了 破坏 所 有 从 
i 到 了 的 有 向 路 径 ， 而 不 必 玻 坏 从 了 到 i 的 有 向 路 径 ， 我 们 只 要 
用 仙 *: (5) 来 代 礁 2(3) 即 可 。 换 旬 话 说 ， 删 去 全 "(SN Q(G1) 中 
的 所 有 项 点 将 破坏 所 有 从 i 到 7 的 有 向 路 径 。 因 为 S = si;U sii， 


QI NOG) = 0+(s) NG) (13-4-8) 
并 且 ， 我 们 知道 
QsN NAQG) =w (13-4-9) 
因此 定理 是 对 的 ， 《证 毕 ) 


作为 一 个 例子 ， 我 们 来 看 看 图 13-4-4 中 的 有 向 YWC 网 。 考 
呀 点 半 制 (tasb) 四 半 诈 sz 是 (esyeyee) 3 半 制 s, 是 (es 5 60 0 sy@1 1) ;于 
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是 3 = (es,esyE8s6592109211)。 子 图 GG 由 顶点 i,a,b 和 边 e1se@1 ,es 
e3583 组 成 。 点 集 人 (S$S) = ta,b,cyd,i,j) ;而 
dN OG) = (i,0,6) 
集合 2*(S) = (a,6,d,7)。 因 此 
SY) NG) = (a,b) 
这 就 是 所 给 的 点 半 荐 . 注意 它 旭 等 于 人: (3 站 Ce。 


图 13-4-4 有 向 VWC 网 


与 定理 13-4-2 类 似 ， 有 定理 13-4-6。 

定理 13-4-6 设 S 是 有 向 VWC 网 的 {1S(03 力 } 中 的 集合 。 设 
G: 是 删 去 S 中 全 部 边 所 得 的 线 图 中 包含 顶点 i 的 最 大 连通 子 图 ， 
那么 ，8+(5) 门 (G) 和 包含 一 个 从 了 到 了 的 点 半 割 ， 

这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 . 

由 定理 13-4-5 和 定理 13~4-6, 我 们 可 以 得 到 另 一 个 重要 定理 . 

定 还 13-4-7 有 向 VWC 网 的 从 i 到 的 端 限 容量 二 ;等 于 

tjy=min{V (DD, Vs) SE(SCi 站》 (13-4-10》 

其 中 尼 (5) 由 式 (13-4-7) 给 出 

这 个 定理 的 证 明 与 定理 13~4-4 的 证 明 几 乎 完全 相同 。 根 据 这 
个 定理 ， 我 们 可 以 通过 求 田 从 (iy)} 来 求 有 向 VWC 网 的 端 限 容 
重 ， 如 下 例 所 示 。 

例 13-4-2 考虑 图 13-4-4 中 的 有 向 YWC 网 ， 所 有 的 关联 集 
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除 对 应 于 项 点 了 的 关联 集 元 外 ， 是 


S(i)= (ee es es 011) 
S(a)= (eyesyC3r Cr Csr Er) 
S{b) = (e607, C6 C0610) 
Sc) = (e871,68) 


S(d)= 《e6ye3 26yE8yEo569 E11) 


因为 只 有 SC 分 离 7 了 和 j， 所 以 集体 从 中 门 } 可 由 式 (13- 
4-1) 硼 出。 于 是 从 (说)，w(S) 和 VCDwlS)] 中 的 所 有 集合 如 示 
13-4-2 所 示 。 由 这 个 表 可 宕 出 +;=4， 


妾 13-4-2 {50 1}, ws), V7)O 和 OVIw( SI 


(7) 6 
SO (2) 5 
SDSta) = {902 49039 O04 25 Os 9 611) 《zyG) 名 
SODSL) = {281 899 E89 C104 1) (1,b) 7 
SNPBIc) = (ee ,EseE7 Es C1 C8 E11) (1) 5 
(的 KG) = (ere ,Cn er Css Es E03 Eas F030) (i,d) 6 
S(OBIOPIS b= (ee E35»8s» 23 C1 0 C71) (oa,b) 5 
SOOOBSI a)BI (ce) = (pss 8 O39 Bs Es 9079 E89 C1 1) (fdscy 11 
SDBSOO)FEStd) = (I ) 人 Ga) 9 
SODIDES 0)= (8,, 846, CinEgr Br Eareia el) {1,0) 了 
SDBIBES N= (ee ess enes ee er eo) (isd) 6 


SPBIe TS Cd) = = {9 » O27 0 yO4s E59Es se8s 


Treeyen) 《1 十) 9 

SOPBINT SHOT Sel= (esyes eeyeErseEsyel0yei1) 《ayBc) 2 

SSOPDIMDVDIDESGd) = eesrer es ,610) (a,d) 4 

SPBIDBS (cES()) = (ere81103 ,860,871,698, 6" ) (1s G10) 12 
SOOSPES(IES TD) = (esse ses es, 

PoC’: E210) (ic,d) 9 

(六 由 S(JESHES(O)FE Sa (elseniel 00) (ed) 4 
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习 题 


1. 证 明定 理 13-1-2 条 件 的 充分 性 ， 
2, 求 出 图 上 P-13-2 中 VWC 网 的 端 限 容量 矩阵 。 


cl3) (2) 
c( 匈 1) DD 0 ds) 
5{3) Wl) cl4) 
at2) dt1) 
c(2) 
el4) a(2) dl3) 


图 P-13-2 
3. 综 合 有 四 个 顶点 的 VWC 网 ， 其 端 限 容 量 矩 阵 如 下 ， 


《ay) a be d 《b) uo bed 
ard1lil 1 | a.d 31 2 
plid?22| s!3d | 
ct clldli 
dl1234d| dd 

《cy) a bed 
oad 11 1 
pl!1d3 2 
ci'1i13d? 
dll224d, 
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本 


4. 综 合 一 个 VWC 网 ， 其 端 限 容量 矩阵 以 矩阵 1 为 子 些 阵 。 
其 中 


二 上 人 
几 于 人 
ta 只 呈 二 上 避 
RR te 二 呈 二 内 


5. 证 明定 理 13-3-1 
6. 证 明定 理 13-3-2。 
7, 在 图 P-13-7 的 YWC 网 中 ， 用 首先 生成 {$Ci;7)} 的 方法 求 
出 从 i 到 了 的 端 限 容量 1;。 


ot2) ct3) 
(5 6¢3) ， 
1¢6)》 


cl jt6) i(5) b(1) 
图 P-13-7 
8, 证 明定 理 13-4-3 
586。 


9. 证 明定 理 13-4…6。 

10. 证 明定 理 13-4-7。 

1i1 ,在 图 已 13-11 的 有 向 VWC 网 中 ， 用 首先 生成 们 (全 旋 ? 的 
方法 求 出 从 守 到 i 的 端 限 容量 5;。 


”elly a(1i) 
15) 7(6) 
KP 
bt2) b(2) 
a(2) d(2) at5) 
1(5) jC6Y ， 
i i(6) 
bl) c(2) 大分 
图 P-13-11 
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第 十 四 章 系统 诊断 


14-1 分 办 率 


我 们 在 这 星 所 考虑 的 系统 ， 是 指 那 些 可 以 用 方 框 和 连 线 才 示 
的 系统 ， 其 中 的 方 杠 执行 某 种 〈 己 知 的 ) 功能 ， 而 连 线 是 用 来 传 
输 两 个 方 杠 问 的 信息 。 计算机 结构 ， 计 算 机 程序 包 及 控制 系统 都 
是 真 型 的 例子 ， 用 顶点 来 代表 方 杠 ， 用 边 来 代表 连 线 ， 我 们 就 可 
以 得 到 对 应 于 这 种 系 访 的 线 团 。 例 如 ， 图 14-1-1(a) 所 示 的 一 个 
计算 机 微 程序 控制 单元 ， 可 以 用 图 14-1-1(b) 所 示 的 有 向 线 图 来 


(3) (b> 


图 14-1-1 一 个 系统 及 对 应 的 有 问 图 
《a) 徽 猩 侠 挖角 单 元 ， tb) 对 应 的 有 河 轩 


» S88 。 


表示 。 
能 把 信息 馈 入 系统 的 端点 称 为 入 口 端 ， 能 把 信息 从 系统 中 取 
出 的 端点 称 为 出 口 端 、 假 定 每 一 个 和 人口 端 〈 和 测 口 端 ) 属于 一 个 
方 框 ， 我 们 可 以 定义 入 局 点 为 其 对 应 方 框 具有 的 入 口 端的 顶点 ， 
同样 ， 一 个 出 口 点 是 对 应 方 拒 具 有 的 虫口 端 的 顶点 ， 

定义 14-1-1 在 线 图 中 ， 外 来 信号 可 以 进入 的 顶点 称 为 入 口 
点 ， 信 号 可 以 离 去 的 项 点 称 为 出 口 点 。 

为 了 研究 系统 中 某 些 方 框 发 生 故 障 的 位 置 ， 我 们 作 如 下 候 
设 . 

假设 ” 当 一 个 无 畸变 信和 号 或 畸变 信号 通过 一 个 故障 点 时 ， 信 
号 将 发 生 畸 变 。 另 一 方面 ， 当 一 个 无 畴 变 迟 号 (或 者 基 哑 变 信 生 ) 
通过 一 个 无 故障 点 时 ， 信 号 不 会 发 生 了 畸变 《或 仍 有 随 变 ) .这 里 的 
故障 虚 定 义 如 下 。 

定义 14-1-2 故障 点 是 对 应 于 有 故 降 的 方 框 的 项 点。 无 故障 
点 是 对 应 于 正常 工作 的 方 框 的 顶点 。 

由 这 个 假设 我 们 能 用 出 ， 信 和 号 一 经 轴 变 就 不 可 能 是 无 畏 谈 的 
了 。 所 以 我 们 只 要 监测 一 个 输出 信号 ， 就 可 以 发 现 信号 是 否 道 过 
一 个 故障 点 ， 实 际 上 ， 这 种 假设 并 不 能 包括 所 有 和 销 况 ， 然 而 ， 按 
恨 这 个 假设 ， 雍 够 很 容易 地 得 到 许多 诊断 方面 的 理论 结果 。 并 且 
还 可 以 修改 这 些 结果 以 覆盖 这 个 假设 不 适用 的 特殊 情况 。 为 了 表 
明志 些 点 会 影响 到 和 达 一 个 特定 端点 的 信和 号， 我 们 采用 以 下 定义 符 
导 Q(ix 门 。 

定义 14-1-3 设 i 和 ji 都 是 有 向 图 G 的 顶 戌 ， 符 号 Gx 站 
表示 这 样 的 一 个 顶点 集合 ,顶点 在 Qtix 站 中 ， 当 且 仅 当 在 在 
一 个 包 合 顶点 2 的 以 (i x 站 类 型 的 连通 有 向 MM 图 。 集 合 人 D(X) 
称 为 可 测量 集 。 

例 14-1-1 考虑 图 14-1-2 中 的 有 向 图 。 一 个 可 测量 集 
Q(x3) 蚌 (1,2,3,4)， 因 为 从 1 到 3 的 有 向 路 径 P,= (a,5) 
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经 过 项 点 1 ，2 和 和 3， 而 从 1 到 
3 的 有 向 路 径 P = (de) 通过 顶 
点 1，3 和 4， 但 却 没 有 包含 顶 
点 5 的 Mix3)7 类 型 连 台 有 向 
加 。 注 意 从 ?到 的 有 向 路 径 是 
MI(ix 门 类 型 的 过 通 有 疝 财 图 
《 见 定义 6-6-6) 。 可 测量 集 
(xd) 是 (1 ,2 ,4). 

定义 14-1-4 ” 设 介 是 有 向 图 弛 14-1-2 有 向 图 

中 所 有 顶点 的 集合 。 则 
HOG)=0-AGx)) (14-1-1) 

例如 ， 图 14-1-2 中 有 向 图 的 名 (1x4) 是 (3，5)。 

现在 来 看 君 一 个 可 测量 集 昌 (i x 不 包含 一 个 有 向 图 G 中 所 
有 项 点 时 的 情况 .假定 我 们 从 顶点 i 注入 一 个 信和 号 .如 果 在 顶点 j 
监测 的 信号 表明 存在 着 故障 点 ， 那 么 这 些 故 障 点 必 在 人 (ix 门 中 、 
另 一 方面 ， 如 果 在 顶点 监测 的 信号 表明 没有 故障 点 ， 而 我 们 又 
知道 有 故障 点 存在 ， 那 么 很 明显 ， 人 (i x)) 中 包含 故障 点 ， 

假定 在 顶点 i 注入 信号 时 ， 在 顶点 5 的 监测 表明 没有 故障 
点 ， 商 在 顶点 上 的 监测 表明 存在 故障 点 ， 那 么 我 们 知道 ， 集 合 
GX 门人 (ix&) 包含 了 故障 点 .。 

在 信号 由 顶点 : 注入 的 情况 下 ， 邵 果 我 们 只 能 在 顶点 了 各 
监测 信和 号， 并且 存在 一 个 故障 点 ， 那 么 ， 我 们 可 以 按照 上 述 测试 
方法 ， 来 确定 下 列 集合 中 那 一 个 包 合 着 故障 点 : 

QHxXTI NX) 

QHxD NGGxE) 

SuxDN Aux A 

HIGxXD NIAXE) 
这 些 集合 构成 一 个 集体 ， 称 为 可 测量 集 Q(X 门 和 (ix 有 的 一 
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个 也 划 分 。 
定义 14-1-5 ”对 于 给 定 的 上 个 可 测量 集 急 (ixX 关 )， 旋 = 1，2， 
…， 下， 集合 的 集体 


DO 
站 G77) (oH) 的 所 有 可 能 的 组 合 ， 


pb =1,2,.…, 记 ,这 里 的 介 (X7) 不 是 
(ioX 19) 就 是 (i Xx ji5) 
称 为 这 些 可 测量 集 的 一 个 万 划分 。 

例 14-1-2 考虑 图 14-1-2 中 的 有 向 图 。 对 应 于 可 测量 集 
DX3)=01,2,3,4), QO(IxX4)=(1,2,4), 0(2x5)= 
《2,3,4,5》 的 一 个 史 划 分 包括 ，; 

Q(xXWNAIxXONAGXx5)= (2,4) 
Q(TIxXDWNOUXDY)NO2xX5)=01) 
QIXDWNG(IxXD) NOX) = 0.3) 
Q(xXDNOUXA)I NA(2x5)=$ 
DIXHWNOUxXVNOGx5)=¢ 
只 (1x370nBCIXd 站 2x5)= 册 
(LIx3)nmo2tLxd)no(2x5)=(5) 
QIXHINOAXDNOGx)=$ 


刀 划 分 具有 以 下 性 质 。 

定理 14-1-1 在 可 测量 集 的 集体 的 口 划 分 中 ， 任 何 两 个 非 空 
集合 没有 公共 的 顶点 。 

证 明 : 我 们 注意 到 QC(pxq) 和 Q(tpx gq) 是 没有 公共 顶点 
的 。 据 定义 14-1-5， 刀 划分 的 任意 两 个 集合 Ri 和 RR, 至 少 有 一 个 
可 测量 集 Q2(p x 9) 在 R, 的 表达 式 中 ， 而 只 (px 49) 在 玉 : 的 表达 式 
中 。 因 此 叉 , 和 也; 没有 公共 点 ， 《证 毕 ) 

我 们 回忆 一 下 ， 由 于 一 个 可 测量 集 人 (px gq) 对 应 着 在 顶点 这 
注入 的 信和 号， 在 顶点 9 对 览 视 信 号 进行 测试 。 如 果品 划 分 {D? 中 
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的 一 个 集 台 由 一 个 顶点 v 组成， 并 且 只 有 顶点 串 失 录 ， 都 么 ， 对 
于 给 定 的 可 测量 集 集 体 (由 它 可 得 到 { 刀 ))， 我 们 可 作 相应 测量 ， 
青 ” 是 失灵 点 。 如 果 在 可 测量 集合 的 集体 M 下 ， 项 点 w 和 z 都 
在 万 划分 中 的 一 仿 集 合 内 ， 并 且 这 两 个 顶点 的 一 个 是 有 故障 的 ， 
那么 只 拖 与 MM 中 可 测量 集 相对 应 的 测试 要 确定 这 两 个 顶点 中 哪 一 
个 有 故障 是 不 可 能 的 。 所 以 可 测量 集 的 它 知 集体 决定 着 故障 点 能 
否定 位 ， 为 此 我 们 定义 有 分 辩 率 如 下 ， 
定义 14-1-6 ”在 可 测量 集 台 的 集体 WW 下 ， 有 向 图 是 可 辩 
的 ， 如 果 ;， ( 1 ) 存 在 厅 的 万 划分 中 一 个 包含 有 个 顶点 的 集合 忆 ， 
(2) 在 呆 的 万 划分 下 没有 包 售 多 于 8 个 顶点 的 你 合 。 
例如 ， 图 14-1-2 的 有 向 图 在 可 测量 集 人 (1x3)， 吕 (lx 4) 和 
日 (2x5) 的 集体 MYM 下， 是 2 可 准 的 。 因 为 在 MM 的 D 划 分 {DD} 中 有 
集合 (2,4)， 并 且 在 { 刀 } 中 没有 包含 多 于 两 个 顶点 的 集合 。 
注意 ， 一 个 有 向 图 C 在 可 测量 集 集 体 M 下 是 & 可 办 的 ， 意 思 
是 说 存在 -一 个 有 上 个 顶点 的 集合 ， 如 果 这 些 顶 点 之 一 是 有 故 凡 
的 ， 则 与 这 些 可 测量 集 对 应 的 测量 不 可 能 确定 这 个 顶点 中 的 呢 
一 个 是 故障 点 ， 但 这 些 测量 却 表明 这 上 个 顶点 中 有 一 个 是 故障 
点 。 


14-2 测 试 点 


我 们 已 经 定义 了 一 个 系统 的 入 口 端 和 出 口 端 。 系 统 中 任何 其 
他 的 端点 者 称 为 内 部 端 .。 也 就 是 说 ， 内 部 端 是 接 了 一 条 连 线 的 方 
框 的 一 部 分 ， 此 方 框 既 非 入 口 靖 ， 又 非 出 口 端 。 因 此 ， 在 与 系统 
对 岂 的 钱 图 中 ， 每 一 个 囊 点 可 以 表示 为 入 口 增 、 出 口 庙 ， 也 可 以 
为 内 部 端 . 

对 于 我 们 所 进行 的 测试 来 说 ， 如 果 系 统 中 任何 -- 个 内 部 端 都 
可 以 作为 入 马 端 或 出 口 端 ， 那 么 任何 一 个 可 测量 集 品 (px ga) 〈 其 
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中 上 和 4 是 顶点 ) 都 可 作为 诊断 用 的 可 测量 集 集 体 中 的 元 索 。 不 
过 ， 即 使 使 所 有 的 顶点 都 可 以 作为 入 口 点 和 出 口 点 ， 也 不 一 定 能 
达到 1 分 辨 价 . 例 如 ,在 图 14-2-1 中 芍 有 向 图 GG 中 所 有 顶点 Pp 和 9 
的 可 测量 集 Q(px 9) 的 集体 下 ，@G 就 不 是 1 分辩 的。 为 了 排除 这 
此 困难 ， 我 们 采用 一 种 所 谓 测试 门 的 方法 ， 在 必要 时 用 它 可 以 删 
去 一 些 边 测试 门 的 性 质 以 及 利用 测试 门 的 系统 诊断 将 在 后 看 讨 
论 ， 
对 于 给 定 的 忆 ， 使 分 辨 率 

变 成 不 可 能 的 另 一 种 明显 情况 ， 
大 没有 足够 的 入 口 点 和 出 口 点 。 
在 这 种 情况 下 ， 我 们 利用 所 谓 测 
试点 来 得 到 一 些 附 加 的 可 测量 
集 ， 使 上 分 辨 率 成 为 可 能 。 也 就 
是 说 ， 我 们 要 把 测试 虚 作 为 一 条 
边 上 的 附加 点 ， 和 使 我 们 能 通过 此 
点 工 可 以 注入 ， 又 能 监测 诊断 用 
的 信号 ， 不 过 ， 当 我 们 考虑 G 中 顶点 的 分 辨 率 时 ， 并 不 把 插入 的 
点 当 作 廊 给 线 图 所 的 顶点 集合 中 的 一 个 元 素 。 因 此 ， 我 们 定义 测 
试点 如 下 。 

定义 14-2-1 在 一 条 边 上 指定 一 个 测试 点 ， 直 示 信 和 号 既 可 议 
通过 这 条 边 往 入 ， 同 时 通过 这 条 边 的 信号 也 可 以 受 监测 ， 

设 边 。 从 顶点 vl 连接 到 顶点 2， 如 果 在 边 ee 上 指定 了 测试 
点 ， 我 们 把 项 点 z(e  ) 看 成 入 口 点 ， 把 ve 看 成 出 口 点 。 

定义 14-2-2 符 导 wkfe+) 和 vw(e-) 表 示 两 个 顶点, 边 e 从 zfe+) 
连接 到 v(e ). 

例如 ， 在 图 14-1-2 的 有 向 图 中 ，v(a*) =1，v(la“) =2。 类 似 
地 ，v(p*)=2，v(b-)=3, 

为 了 简便 ， 我 们 作 下 列 定 义 ， 


图 14-2-1 有 向 刚 如 
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定义 14-2-3 符 续 人 O(a* x 门 是 名 (wta*:)x 门 的 简略 写法 。 同 
和 样 ， 吕 0 x a:) 是 Q(Xv(at)) 的 简略 写法 , 人 (qa: Xb*) 是 人 (wta:) 
xvtb+) 的 简略 写法 。 这 种 简略 写法 也 用 于 有 向 村 图 ， 例 如 (at 
xb+) 宕 示人 M(tv(a:) x v(tb+))。 

例 14-2-1 考 典 图 14-2-2 中 的 有 向 图 上 G， 它 只 有 一 个 入 口 点 
1 和 出 口 点 2 。 因 此 ， 我 们 只 得 
到 一 个 可 测量 集 马 (1x 2? = 《1， 
2， 3，4)。 如 果 我 们 指定 测试 
点 在 边 C 土 ， 那 么 ， 我 们 就 得 到 
两 个 附加 的 可 测量 集 吕 (1xe*) 
和 (cc” x 2)， 

为 了 研究 测试 点 的 性 质 ， 我 
们 考虑 一 个 连通 有 向 线 图 ， 它 只 
有 一 个 入 口 点 和 一 个 出 口 点 .也 图 14-2-2 有 内 图 
就 是 说 ， 我 们 来 定义 SEC 图 如 下 ， 

定义 14-2-4 一 个 SEC 图 〈 单 输入 单 输出 的 连通 图 ) 是 一 个 
连通 前 有 阿 图 ， 其 中 怡 有 一 个 入 口 点 和 一 个 出 唱 点 。 

设 i 和 ji 分别 是 一 个 SEC 图 的 入 口 虑 和 出 口 点 ， 因 为 从 顶点 
i 注入 的 信 生 只 能 在 顶 虚 了 得 到 ， 所 以 可 测量 集 只 (ix 3) 中 以 外 
的 顶点 所 代表 的 任 一 方 框 对 于 与 此 SEC 图 对 应 的 系 统 功 能 不 作 
中 献 。 因 此 我 们 只 要 考虑 这 样 的 SEC 图 ， 它 的 可 测量 集 们 (i x 六 
包含 这 个 SEC 图 中 所 有 的 顶点， 

定义 地 -2-5 一 个 从 ?到 了 的 SEC 图 是 指 一 个 入 口 点 为 ¢， 
出 口 点 为 了 的 5EC 图 。 

首先 我 们 研究 测试 点 和 有 向 割 集 之 间 的 关系 ，。 

定 还 14-2-1 设 G 是 从 ;到 7 的 SEC 图 。 假 定 4(e) 是 一 个 
把 顶点 i 和 分 离开 ， 且 包含 边 2 的 有 向 割 集 。 并 假设 除 此 之 外 
没有 其 他 把 顶点 ;i 和 分离 且 包 含 边 5 的 有 商 割 集 , 设 G, 和 Gs 都 
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是 从 G 中 删 去 $le) 的 所 有 边 得 到 的 两 个 最 大 连通 子 图 。 则 2(i x 
e')= (GG), Ale- x)) = 1G,), 
证 明 ， 设 上 是 G1 中 的 一 个 顶点 。 假定 存 在 一 个 (ex 站 
类 型 的 连通 有 向 佬 图 包含 着 顶点 户 ， 则 S(e) 不 是 一 个 有 向 割 集 ， 
因为 在 Sie) 中 至 少 还 有 一 条 这 ， 其 方向 从 OG) 中 的 项 点 到 
(GG,) 中 的 顶点 。 因 此 ， 肝 (e” x 了) 类 型 的 有 疝 寻 图 不 会 包含 
9(G)) 中 的 顶点 。 ， _ 
假定 zp 不 在 任何 一 个 邓 (i x e+) 类 型 的 连通 有 向 对 图 内 。 设 
4 是 这 样 的 所 有 项 点 的 集合 : 对 于 如。 中 任 一 顶点 w， 在 台中 存 
在 一 条 从 到 v 的 有 向 路 径 。 因 为 只 人 xx 疙 包含 顶点 疡 ， 房 以 投 
有 Mix e+) 类 型 的 有 向 1 图 通过 人 ,中 的 w 。 注 意 顶点 v(e+) 不 在 
4 中 .我们 还 可 以 君 出 ， 顶 点 i 也 不 在 0 中 . 考虑 一 个 割 集 
Se)， 
S'(e) =G{0(G) -01x EOG) - 4, 
UFOG) -HxLAG) -Qs (14-2-1) 
因为 S(e) 是 有 向 割 集 ， 故 F[QCGWD x (G1)] 是 空 集 ， 因 此 
HG) x [QO(G) - (2,]} 也 是 空 集 。 连接 人 中 的 顶 上 成 v 和 
[QCGD) 一 如 J] 中 的 顶点 vw* 之 间 的 一 条 边 ， 其 方向 不 可 能 从 v' 到 
ww， 因 为 如 果 这 样 ，w* 就 必然 在 中， 故 5f {9 x [QCGD) ~ 人 ,J 
是 空 集 。 从 而 ，d LRCtGD) 一 日 ,] x [人 CGD) 一介 ,J 也 是 空 集 ， 
这 就 说 明 ，S'(e) 是 把 顶点 i 和 分 离开 的 有 向 割 集 ， 因 为 据 假 
定 ， 只 有 5 (e) 是 包含 边 e 的 有 向 害 集 ， 这 就 出 现 希 盾 。 所 神 ，p 
必定 至 少 在 一 个 MM (ixe*) 类 的 连通 有 向 好 图 中 ， 与 此 类 似 ， 我 
们 也 可 以 取 G, 中 的 一 个 顶点 来 证 明 这 个 定理 是 正确 的 . 
《证 毕 》 
当 存 在 一 个 以 上 的 包含 边 的 且 把 i 和 i 分离 的 有 向 割 集 
时 ， 可 汶 应 用 下 面 这 个 定理 ， 
定理 14-2-2 设 G 是 从 i 到 1 的 SEC 图。 假定 在 把 i 和 j 
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分 离 的 全 部 有 向 制 集中 ， 包 含 着 边 e 的 有 个 有 交割 集 是 Sie)， 
Sle), 7 Sle), OUXe) = OG), Oe x = 0{0), 
这 里 信和 G4 大 从 GG 中 删 去 S$S,(#)， SB), Site) 的 所 有 边 得 
到 的 两 个 最 大 连通 子 图 。 

证 明 ， 从 Ci 和 C; 中 任 取 一 个 顶点 来 证 明 ， 这 和 定理 14-~2 
~: 的 证 明 完 全 相 网 。 所 以 我 们 只 需要 证 明 弃 不 在 C: 中 又 不 在 人 
中 的 任 一 顶点 不 会 在 QGx e+ 或 Qe xx 六 中 。 考 碟 一 个 于 图 G4， 
它 是 番 去 C4 和 Gs 的 所 有 预 友 和 与 这 些 碳 点 相连 的 所 有 边 得 到 
的 。 我 们 容易 大 出 ， 在 Se)，S:e)，…，Skte) 中 正好 存在 两 个 
割 储 ， 删 去 这 两 个 割 集中 的 所 有 过 ， 我 们 就 得 到 三 个 子 图 局 ， 
GG 和 和 G4。 设 这 两 个 基 集 是 Ste) 和 S4Ce)， 又 设 v' 是 上 中 的 一 个 
项 点。 如 果 v' 在 MM(ixe!+) 类 的 连通 有 疝 肝 图 中 , 则 $1(e) 或 S54.(e) 
必 有 一 个 不 是 有 向 割 集 。 因 此 , v 不 可 能 在 MM(ix e+) 类 的 尾 何 一 
个 连通 有 向 好 图 中 。 同 祥 ， 我 们 可 以 说 明 ,， v' 不 可 能 在 MM(e- xj) 
类 的 任何 一 个 连通 有 向 于 图 中 。 这 样 此 定理 得 证 。 《证 些 ) 

在 定理 14-2-2 的 证 明 中 ， 我 们 利用 两 个 有 向 割 集 5,(e) 和 
Si(e)， 两 去 这 两 个 斋 集 的 所 有 边 ， 就 产生 了 G1 ,Gs 和 G3。 我 们 
说 两 个 有 向 割 集 5S.(e) 和 Sile) 被 边 e 覃 衣 ， 焉 者 说 边 。 覆盖 
人 Site) 和 S54(e)， 如 果 象 定理 14-2-1 那 样 ， 具 存 在 一 个 割 集 Ste)， 
我 们 就 说 边 。 萎 盖 有 向 制 集 S(e). 

定义 14-2-6 我 们 说 边 。 权益 一 个 有 向 割 集 S， 邵 果 S 是 把 
f 和 和 f 分 离开 且 包 含 边 e 的 唯一 的 有 向 割 集 。 边 。 覆盖 有 向 割 集 
Si= 罗 (Ox DD) 和 Ss= (x 0,)， 当 且 仅 当 ; (1)5, 和 5, 把 i 
和 分离 (2)5, 和 3S; 包含 边 e ;3 ) 任 何其 他 把 i 和 j 分离 且 
包含 过 e 的 割 集 5S' = 加 (器, x 5,) 满 足 如 下 条 件 

(CU 6) DNDN NN 0,) (14-2-2) 

讽 14-2-2 如 图 14-2-3(a) 所 示 , 考 虚 从 1 到 6 芍 SEC 图 ， 
S56) 是 包含 边 5 且 分 离 1 和 6 的 唯一 的 有 向 割 集 , 因此 边 5 覆盖 
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有 向 割 集 S(5)。 者 去 SCb) 中 所 有 的 边 ， 我 们 得 到 C, 和 C:， 如 图 
14-2-3(b) 扬 示 。 因 此 921x 如 )= 人 (G)，09( xb6) = 人 (C:)。 
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图 14-2-3 让 某 些 边 材 瘟 的 有 向 割 集 
《(a) 一 全 SEC 图 (Gi 和 Go (G1 Gy Gs 
S16)，Ss(h) 和 Ss(h) 是 包 合 边 h 且 把 顶点 1 和 6 分 离 的 所 
有 有 向 割 集 ， 从 图 中 我 们 可 以 磊 出 : 
SWD=G0x0) = (1,2,4) x (124)) 
SA = G(x Da) = (1,2,3,4,5) x (12345)) 
St) = G0 x DB) = E12,3,4) x (1234)) 
因此 [QU Q,= (1)2,3,45)1200， 
= (1,23;3，4)] 一 [如 1O) = (1,2,4)] 
所 以 和 按 产 材 盖 SO 和 Si。 子 力 G ，Ga 和 CC， 如 图 14~2-3(c) 
所 示 。 注意 人 (X87)= (G7)， (XxX6)=0(G:), 
定理 14-~2-1 和 14-2-2 的 道 定 理 也 是 正确 的 。 
定理 14-2-3 设 细 是 从 7 到 7 的 SEC 图 . 设 Q(xe*) 和 和 
O(e-x 门 是 可 测 基 集 ,如果 QGxer)nmO(e-x 站 =% 则 存在 包 
。S97 。 


含 边 2 的 有 向 割 集 S(e) 和 S'(e) ， 使 得 (Ge) = 人 (ixe+) 。 
DG) = 人 (ex 力 。 这 里 Sey =i(Q(GJ x 人 GD)),，S'(e) = 
FNC x DO. 

证 明 ; . 考 忠 如 如 14-2-4 所 东 的 边 集合 S=8((ixe')x 
(ixe*))， 如 果 边 。 不 在 S 中 ， 则 人 (ixe') 包含 顶点 wv(e-)， 
因为 据 假 设 人 (ex 力 包含 顶点 vle-), 故人 (ixe')yNRte xj) 
关 及 ， 所 以 边 e 一 定 在 3 中 . 设 S = (bbse)， 假 定 $ 不 
是 一 个 有 向 割 集 。 那 么 ， 至 少 有 一 条 边 , 比 如 说 5,, 它 的 方向 是 从 
Q(te- x 站 中 的 顶点 v(61) 到 器 (ix er》 中 的 顶点 v(6;)。 然 而 ， 这 
是 不 可 能 的 ， 原 因 如 下 : 

1. 由 于 v(51) 在 Q(xe!) 中 ， 故 至 少 存在 一 个 包含 顶点 v(bi》 
的 MM(ixe!) 类 的 连通 有 向 人 图 . 

2. 由 于 G 是 一 个 从 到 了 的 SEC 图， 故 至 少 存 在 一 条 从 # 
到 vtbi) 的 有 向 路 径 . 

3. 于 是 ， 存 在 一 条 从 ; 到 vle'*) 的 有 向 路 径 ， 它 包含 边 。 
这 就 意味 着 vtb1) 一 定 在 器 (x 
e*) 中 。 这 就 产生 了 矛盾 ， 

换 旬 话说 ，S 是 包含 边 e 的 
有 向 割 集 。 并 且 ， 删 去 $ 中 的 所 
有 边 将 得 到 最 大 连通 子 图 G.， 它 
由 必 CO(GX eT) x 0 人 2(ixe!)) 中 网 
边 组 成 。 同 样 ， 我 们 也 可 以 用 
QQ(e” x 站 来 证 明 有 向 割 集 S'(e) 
的 存在 性 。 《证 毕 》 

如 果 定 理 14-2-3 中 的 条 件 
Qixer)mote-x 门 = 省 不 满 
是 ， 则 以 下 定理 说 明 ， 不 存在 把 
i 和 分离 且 包 含 边 e 的 有 疝 掀 图 14-2-4 集合 SS 
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集 . 
定理 14-2-4 设 G 是 从 1 到 了 的 SEC 图 。 假 定 可 调 量 集 
-QCGxe') 和 Q(te- x 站 其 有 以 下 性 质 ， 
Qixe' NA(e x 
划 不 存在 把 i 种 j 分 离 且 包含 边 e 前 有 向 制 集 ， 
证 明 : ” 设 v 是 在 Q(ixe*) 和 昌 (e- xj) 二 者 中 的 一 个 顶点 ， 
出 存在 一 个 包含 顶点 总 的 MM(ixe'*) 类 连通 有 向 MM 图 ， 也 存在 一 
个 包含 顶点 v 的 MH(e”  x 办 类 连通 有 向 好 图 ， 如 图 14-2-5 所 示 ， 
因此 存在 一 个 包含 边 e 的 有 向 回路 ， 不 存在 包含 边 e 的 有 疝 制 
集 . 《证 毕 ) 
重要 的 问题 是 ， 在 一 些 边 上 
指定 测试 点 有 时， 应 当 如 何 选 择 这 
- 些 边 ， 才 能 达到 1 分 辩 率 。 以 下 
定义 有 助 于 解决 这 个 问题 . 
定义 14-2-7 对 于 一 个 边 集 
上 ， 在 EE 下 的 可 测量 集 是 指 在 EE 
中 所 有 的 边 上 指定 测试 点 时 所 有 
可 能 的 可 测量 集 ， 
定义 14-2-8 从 i 到 ji 的 
SEC 图 是 在 边 集 记 下 1 可 辨 的 ， 
意思 是 说 当 把 测试 点 指定 到 集合 
五 中 每 一 条 边 上 时 ， 在 吾 王 的 本 
测量 集 是 1 可 辨 的。 图 14-2-5 包含 e 的 有 向 回 妊 的 存在 性 
作为 一 个 例子 ， 我们 来 考虑 图 14-2-3 中 从 1 到 6 的 SEC 图 。 
假定 集合 互 由 边 ac 和 天 组 成 。 则 己 下 的 可 测量 集 是 
呈 (1xar)= (1) 
tg x 6) = (3,5,6) 
Ql1xh*)}= {1,2,4) 
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(4 x 6) = (6) 
Qa xh)y=# 
QF xat)=6 
因为 顶点 3 和 5 都 在 这 些 可 测量 集 的 思 划 分 的 同一 集合 中 ， 所 以 
侣 不是 1 可 辨 的 ， 
下 面 的 定理 给 出 了 一 个 边 集 EE 不 能 达到 1 分辨 率 的 条 件 . 
定 还 14-2-5 设 人 是 从 到 了 的 SEC 图 .又 设 巨 是 一 个 边 集 
合 ，{5S} 是 被 EE 中 的 边 履 盖 的 全 部 有 向 割 集 的 集体 ， 如 果 G 中 有 
一 条 边 不 在 {S} 的 任 一 有 向 割 集中 ， 则 GG 在 下 就 不 是 1 可 辨 
的 . 
证 明 : 
情况 1 ”很 认 一 对 可 测量 集 只 (xb) 站 (5b-x 门 产 #， 则 据 
定理 14-2-4， 有 一 个 包含 边 避 的 有 向 回路 C ， 我 们 可 以 看 出 ， 如 
果 C 中 任 一 条 边 在 MGix e+) 类 或 Me x 访 类 的 一 个 连通 有 向 好 
图 中 ， 则 有 另 一 个 同类 的 连通 有 向 邓 图 包含 C 中 所 有 的 边 ， 这 里 
。 起 巨 中 的 边 ， 因 此 ， 属 于 C 的 记 有 顶点 或 者 都 在 一 个 可 测量 集 
中 ， 或 者 都 不 在 同一 个 可 测量 集中 。 亡 以 在 五 下 的 可 调 量 集 的 呈 
划分 中 的 一 个 集合 包含 属于 CC 的 所 有 顶点 ， 且 G 在 忆 下 不 是 1 可 
辩 的 。 因 为 CC 中 的 边 不 可 能 在 任何 一 个 有 向 割 集 中 ， 所 以 定理 在 
这 种 情况 下 是 正确 的 . 
情况 2 ”假定 对 已 中 任 一 过 ， 呈 Xe 站 9 人 ex 门 = 有 
设 15} 是 有 向 割 集 S,,S;,… ,Sn 的 集体 ， 又 设 5,=4(09, x 5,)， 
p=1,2,°" 1, 握 定 理 14-2-3 ， 对 于 人 尾 一 可 测量 集 Q(xert) 各 
Qe- x7)， 在 {S} 中 有 一 个 有 向 割 集 5, ， 使 得 人 (ixe')= 必 ,， 
在 {5S} 中 还 有 一 个 有 向 割 集 S。， 使 得 QCe- x 7 = 环 。， 因 为 至 少 
有 一 条 边 ， 比 如 说 边 5， 不 在 {5S} 的 任何 一 个 有 向 制 集 内 ， 所 以 
对 p=1,2,… ym，v(6+) 和 vb-) 一 定 同 在 人 2, 或 5 中 。 因 此 不 会 
有 这 样 的 可 测量 集 ， 它 只 包含 v(t6') 和 vtb") 中 的 一 个 ， 而 不 是 二 
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省 者 包含。 这 样 ， 在 五 下 可 测 族 集 的 集体 的 一 个 刀 划分 中 ， 如 果 
一 个 集合 包 辣 w(0)， 就 包含 on 。 由 关 分 辩 率 的 定义 ，G 在 玖 
下 不 是 1 可 辩 的 ， 《证 华 》 
例 14-2-3 汰 虑 如 图 14-2-6 所 示 的 从 1 到 5 的 SEC 图 全 , 假 

定 E= (a,b)， 则 S 由 S1=ZOD XD), Ss=@((1,2) x (2)) 
和 Ss= F112,3,4) x (1,2,3,4)) 组 成 。 注音 割 集 S, 走边 4 枚 
议 ，S; 和 3; 由 边 b5 改 盖 ， 因 为 边 
e 不 在 {S$} 中 任何 一 个 有 向 车 集 
内 ， 所 以 GG 在 EE 下 不 是 1 可 辩 
的 . 对 此 结论 ， 我 们 可 以 用 下 面 
的 方法 来 检查 ,首先 ， 求 出 所 有 
非 空 的 可 注 量 集 ; 

人 (1x57= (1 2 3 4 5) 

人 ftLXar) = (1) 

Qa x5)=(2,3,4,5) 

N(xXb) = (1,2) 

如 (2 x5) = (5) 

Qa- x b+) = (2) 
从 这 些 可 测量 集中 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 万 划分 。 其 中 有 一 个 集合 
为 


图 14-2-6 SEC 和 


= (1,2,3,4,5) MN (2,3,4,5) (1 C2,3,4,5) fC3,4,5) (1(1,2,3,4) NN {1,3,4,5} 
= (3,4) 
因此 GG 在 EE 下 不 是 1 可 辨 的 . 

定理 14-2-5 表 明 ， 如 果 有 一 条 边 不 在 143 } 的 一 个 割 集中 ， 那 
么 SEC 图 GG 就 不 是 1 可 排 的 . 如 果 每 一 条 边 都 在 {1S 1 的 害 祭 中， 
CG 是 不 是 可 辨 的 呢 ? 回答 一 般 是 否定 的 。 图 14-2-7 中 的 SEC 
图 G 就 是 一 个 例子 ， 这 里 五 = (a )。 也 就 是 说 ，{4S) 由 3 和 SS: 组 
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域 ， 它 们 包含 了 G 中 所 有 的 边 。 
但 是 ， 可 测量 集 是 

1x4)= (1,2,3,4) 

Q(xa)}= (1) 

Qa x 4)= 04) 
因此 ， 在 这 些 可 测量 集 下 ， 顶 点 
2 和 3 在 妃 划分 的 同一 集合 内 ， 
这 就 说 明 ，G 在 EE 下 不 是 1 可 辩 
的 。 

我 们 进一步 研究 可 测量 集 对 
讨论 1 分 状 率 会 有 所 启发. 图 14-2-7 SEC 图 

定理 14-2-6 设 G 是 从 i 到 的 SEC 图 ,是 一 个 边 集 。 设 
{} 是 在 巨 中 所 有 的 边 上 指定 测试 点 而 产生 的 所 有 可 测量 集 的 集 
体 . 那么 ， 当 和 且 仅 当 对 于 G 中 每 一 对 顶点 v, 和 v,， 存 在 一 个 可 济 
量 集 Qe {0}， 使 得 日 不 包含 mw ， 就 包含 wv ， 但 不 同时 包含 二 者 
有 时， 侣 在 下 是 1 可 辨 的 ， 

证 明 ， 设 vw 1，…; vs 是 局 中 所 有 的 顶点 。 考 虑 一 个 顶点 
Vo, 则 对 于 避 中 另 一 顶点 v，， 存在 一 个 可 测量 集 (2,E (2} ， 使 得 人 2， 
不 包含 w， 就 包含 rw， 但 不 同时 包含 二 者 。 因 为 这 对 于 G 中 所 有 
的 项 点 都 是 正确 的 ， 所 以 存在 在 下 品 划 分 中 的 一 个 集合 DD， 使 
得 


D= 6 N86, 0. NG,= (ua) 
并 县 ， 这 对 于 C 中 每 一 个 顶点 都 正确 。 因 些 ， 万 划分 中 每 一 个 非 
空 集合 由 一 个 顶点 组 成 ， 根 据 定 义 ，G 是 1 分辨 率 ， 

反 过 来 ， 如 果 忆 在 玉 下 是 1 可 辩 的 ， 则 号 划分 中 每 一 个 非 空 
集合 由 一 个 顶点 组 成 。 因 此 ， 对 于 一 对 顶点 w 和 zw， 存 在 五 下 万 
划分 中 -- 个 集合 万， 它 由 z 世 组 成 ， 这 里 

万 = 厅 几 0 站 2 《14-2-3) 
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在 其 中 必 有 集合 02.(1r 志 mm)， 它 包含 办 或 v,， 但 不 同时 包含 二 
者 因此， 在 { 吕 } 中 存在 一 个 可 测量 集 Q,， 它 不 包含 w， 就 包含 
%w， 但 不 同时 包含 二 者 。 《证 毕 ) 

因为 求 分 离 i 和 7 且 被 已 中 的 边 覆盖 的 所 有 有 疝 割 集 的 集体 
1.3) 要 比 求 所 有 的 可 测量 集 的 集体 {0} 容易， 我 们 把 定理 14-2-6 
说 成 如 下 形式 ， 

定理 14-2~7 设 G 是 从 ;到 7 的 SEC 图 , 是 一 个 边 集 合 ， 
设 1S} 是 把 i 和 /7 分 离 且 被 已 中 的 边 材 盖 的 所 有 的 有 向 割 集 的 集 
体 ，G 在 巨 下 是 1 可 辩 的 ， 当 且 仅 当 对 于 任何 一 对 顶点 w 和 uw， 
存在 {5S} 中 的 一 个 有 向 割 集 把 w, 和 ww 分 离开 . 

证 明 : 从 定理 14-2-6 我 们 知道 ，G 是 1 可 辩 的 ， 当 且 仅 当 
对 于 任何 一 对 顶点 w 和 zm， 存 在 一 个 可 测量 集 吕 ， 它 不 包含 zw， 
就 包含 w， 但 不 同时 包 售 二 者 。 从 定理 14-2-1 和 14-2-2 可 知 ， 如 
果 21xXe ne x 门 =$， 则 可 测量 集 只 可 以 表示 为 9(G')， 
这 里 局 "是 删 去 {S} 中 的 一 个 有 疝 割 集 的 所 有 边 得 到 的 两 个 最 大 
连通 子 图 中 的 一 个 ， 而 且 显 而 易 见 v, 和 中 前 一 个 在 2(G' 中， 
曙 一 个 在 (CG ) 中 。 这 样 我 们 只 需 说 明 ， 对 于 巨 中 所 有 的 边 ， 都 
满 是 人 (i xe') 站 QCe- x7) =#$ 有 即 可 ， 

据 定理 14-2-4 ， 如 果 旨 (xe') 人 个 Qle- x 站 $8， 那么 在 
{1S} 中 没有 一 个 包 售 边 e 的 有 向 制 集 ， 另 一 方面 ， 根 据 本 定理 的 
假设 ,存在 {S } 中 的 一 个 集合 S ,把 边 e 的 两 个 端点 vle*) 和 vu(e-》 
分 离开 ， 所 以 S 是 一 个 包含 边 。 的 有 向 割 集 。 这 样 ， 对 五 中 的 每 
一 条 边 ， 一 定 满足 如 Gx e') 门 吕 (ex 访 = 有 的 条 件 。 这 就 证 明了 
此 定理 的 必要 性 ， 自 定理 14-2-6， 充 分 性 是 显然 满足 的 。《 证 毕 》 

要 知道 每 一 对 顶点 能 否 由 {S} 中 的 一 个 有 向 割 集 分 开 ， 这 不 
是 一 件 容易 的 事 。 所 以 我 们 先 来 寻找 一 个 SEC 图 避 在 EE 下 是 1 
可 办 的 比较 简单 的 充分 必要 条 件 。 首 先 我 们 来 研究 项 点 的 次 序 关 
系 。 
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定义 14-2-9 ”如 果 不 存 在 从 到 v, 的 有 向 路 径 ， 虽 顶点 v, 和 
5 的 次 序 是 w>>w .为 了 方便 ， 也 可 规定 w>z。 

作为 一 个 例子 ， 我 们 考虑 图 14-2-6 中 的 SEC 图 。 我 们 可 将 图 
中 的 所 有 顶点 的 次 序 排列 为 

1 2>4>>3>>5 

利用 顶点 次 序 的 定义 ， 我 们 来 叙述 以 下 定理 。 

定理 14-2-3 设 台 是 由 顶点 wyza yz 组 成 的 一 个 从 到 w 
芍 5EC 图 ， 假 定 G 不 包含 有 向 加 路， 那么 局 中 的 顶点 可 以 按 次 序 
排列 。 

在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 我们 先 叙 述 和 证 明 以 下 定理 . 

定理 14-2-9 设 委 是 从 z 到 ws 的 SEC 图 如果 C 中 没有 有 向 
回路 ， 那 么 所 有 与 0 连接 的 边 的 方向 都 是 离开 ov 的 ， 所 有 与 vs 连 
接 的 边 的 方向 都 是 撒 向 w 的 ， 

证 明 : 因为 我 们 只 考虑 从 w 到 ww 的 SEC 图 ， 它 具有 这 样 的 
性质 ， 可 测量 集 人 (vw x v,) 包 含 SEC 图 的 所 有 顶点 。 所 以 从 ,到 
G 中 任何 一 点 都 有 一 条 有 向 路 径 ， 这 样 ， 要 使 G 中 不 存在 有 向 回 
路 ， 与 v, 连 接 的 所 有 边 的 方向 必然 部 是 离开 vv 的。 同样 ， 与 vs 连 
接 的 所 有 边 也 必然 都 是 指向 mw 的， 这 样 才能 使 @G 中 不 存在 有 向 回 
路 。 《证 毕 ) 

现在 我 们 来 证 明定 理 14-2-8。 

定理 14-2-8 的 证 明 ， 对 于 n= 2， 定 理 显然 是 成 立 的 。 假 定 
定理 对 于 n = 时 成 立 ， 则 对 #4= 和 +1、 我 们 从 局 中 出 考 顶 点 vitt 
和 与 w+ 连接 的 所 有 边 ， 得 到 一 个 有 向 图 C ， 设 G 中 的 VV-1s 
…，IA-p 是 这 样 一 些 顶 点 ， 所 有 与 这 些 点 相连 的 边 的 方向 都 是 指 
向 这 些 顶 点 的 。 对 于 = 0，C "就 是 一 个 从 忆 到 尺 的 SEC 图 ， 因 
此 ， 由 于 假说 G" 申 的 所 有 顶点 可 以 排列 成 wo>>…>> 必 的 次 
序 。 于 是 吉之 之 之 就 是 所 求 的 次 序 ， 

对 于 p 之 1 ， 我 们 添加 一 些 边 ya 到 G 中 ， 其 中 是 
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从 ww- 连接 到 w 的 ， 如 图 14-2-8 所 示 。 这 个 修改 后 的 有 向 图 是 一 
个 从 w 到 ww 的 SEC 图 ， 所 以 它 和 前 面 的 铀 正好 相同 。 因此 ， 在 具 
有 Jsg3ay…3p 的 G 中 ， 所 有 的 顶点 可 以 排列 次 序 。 显然 ， 贡 去 
边 ysY29… 3Yp 司 ， 顶 点 的 次 序 仍 然 满 足 ， 因 此 定理 成 立 。 
《证 毕 ) 


图 14-2-8 深 如 了 沁 y， ,yao 的 图 


利用 顶点 前 次 序 关 系 ， 我 们 可 以 得 到 不 含有 岗 回 路 的 SEL 罚 
的 一 个 有 趣 的 性 质 如 下 。 

定理 14-2-10 设 忆 是 一 个 由 ”个 顶点 组 成 的 ， 从 v1 到 vi 的 
SEC 图 ， 它 不 含有 向 回路 ， 则 其 中 存在 n-1 个 把 和 ws 分 离 的 线 
性 无 关 的 有 向 害 集 ， 

证 明 ， 设 办 >>m>>… 人 > 是 出 定理 14-2-8 得 到 的 顶点 次 
序 ， 则 制 集 9,= 如 (ve …50) x (ur 是 一 个 把 ww 和 ru 分 元 
的 有 向 割 集 , + = 1;2，…，2 一 1。 显 然 ， 这 些 割 集 是 线 狂 无 关 的 ， 

《证 毕 ) 

例 14-2-4 考虑 图 14-~2-9 所 示 的 从 1 到 6 的 SEC 图 ， 顶 点 的 

次 序 是 1>>2>>3>>4>>52>6， 五 个 线性 无 关 前 割 集 是 
Si=6((1) x (2,3,4,5,6)) = (a,b) 
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SS.= BG((1,2) x (3,4,5,6)) = (a,c,e) 
Ss=((1,2,3) x (4,5,6)) = (d,e) 
S41= 人 (1,2,3,4) x {5,6)) = (d,f,h) 
Ss=G((1,2,3,4,5) x (6)) = (g,h) 
注意 ， 若 含有 有 向 回路 时 ， 全 体 
项 点 不 能 按 次 序 排列 。 如 果 没 有 
从 w 到 w 的 有 向 路 径 ， 又 没有 从 
v; 到 vw 的 有 向 路 径 ， 顶 点 的 次 序 
就 不 是 唯一 的 。 例如， 图 14~2-9 
中 SEC 图 的 另 一 种 顶点 次 序 是 
1>2>4>3>5. 
运用 以 下 定理 ， 有 可 能 建立 
顶点 次 序 和 1 分 辩 率 的 关系 。 
定理 14-2-11 设 G 是 具有 
2 个 顶点 的 从 了 到 了 的 SEC 图 ， 
设 S,= 轿 (QQGx 0) 是 把 i 和 j 分 
离 的 有 向 制 集 ，p=1, 2,…， 图 14-2-9 不 含有 向 回路 的 SEC 图 
4 一 1。 假定 5,,5,,… ,S.-i 都 是 线性 无 关 的 ， 则 对 G 中 的 任 首 一 
对 顶点 w 和 "5:， 存 在 S.(1<r<na-1) 把 v, 和 vw; 分 离开 。 
证 明 : 假定 存在 一 对 顶点 w 和 vw， 不 会 被 SS:，…S。: 中 
的 任何 一 个 所 分 离开 ， 那么 和 Us 辣 在 人 ,或 5, 中 ， 四 =1 2 
n 一 1。 把 w+ 和 vw, 合并 起 来 ， 我 们 得 到 一 个 新 的 有 向 图 C  。 显 然 ， 
"的 S15 30-1 与 G 的 相同 ， 故 51 S29 39s-! 是 线性 无 关 
的 .但 C 由 #-1 个 顶点 组 成 ， 其 中 不 会 有 超过 # -2 个 线性 无 关 
的 割 集 。 因 此 中 不 可 能 存在 这 样 一 对 顶点 。 《证 毕 ) 
有 了 这 些 结 淋 ， 我 们 又 回 到 二 分辨 率 的 问题 上 来 ， 
定理 14-2-12 设 芭 是 从 1 到 了 的 不 含有 向 回路 的 SEC 图。 
假定 项 点 的 次 序 是 唯一 的 ， 则 和 在 边 集 五 下 是 1 可 办 的 ， 当 且 仅 
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当 巨 中 的 边 腹 盖 把 i 和 7 分 离 的 所 有 线性 无 关 的 有 向 割 集 。 

证 明 ， ”因为 顶点 的 次 序 是 唯一 的 ， 所 以 把 ; 和 i 分 离 的 线 
性 无 关 的 有 向 害 集 也 是 唯一 确定 的 。 如 果 在 这 些 有 向 割 集中 有 某 
一 个 不 被 互 中 的 边 覆 盖 ， 那 么 就 淋 一 些 顶 点 不 会 被 由 互 中 的 边 所 
覆盖 的 那些 割 依 中 的 任何 一 个 分 离开 ， 据 定理 14-2-7，G 在 E 下 
不 是 1 可 辨 的 ， 这 与 假设 矛盾 。 反 过 来 ， 充 分 性 也 容易 用 反 证 法 
证 明 。 《证 毕 ) 

例 14-2-5 考虑 图 14-2-10 
所 示 的 从 1 到 6 的 SEC 图 . 因为 
这 个 SEC 图 顶点 的 次 序 是 唯一 
的 ， 故 把 1 到 6 分 离 的 线性 无 关 
次 有 向 割 集 是 $1,Ss,55,S ,和 和 Ss， 
如 图 所 示 。 根 据 定理 14-2-12 ， 
为 了 使 这 个 SEC 图 在 集合 下 是 
1 可 辨 的 ， 我 们 必须 选择 的 各 
边 ， 使 这 些 边 把 所 有 的 有 向 割 集 
覆盖 ， 例如 ， 集合 瑟 可 以 是 (o， 
dd, 9g), 

现在 ， 我 们 已 经 知道 ，n 一 1 
个 把 i 和 j 分 离 的 线性 无 关 的 有 图 14-2-10 SEC 图 
向 割 集 对 于 1 分 辩 率 来 讲 是 非常 重要 的 。 如 果 一 个 从 i 到 j 的 
SEC 图 G 在 某 些 边 集 巨 下 是 1 可 辨 的 ，G 中 是 否 一 定 有 nm 一 1 个 把 
i 和 分 离 的 线性 无 关 的 有 向 割 集 呢 ? 答案 是 肯定 的 ， 理 由 由 下 
面 的 定理 给 出 。 注 意 ， 据 定理 14-2-8， 如 果 G 没 有 有 向 何 路 ，G 
中 就 有 n 一 1 个 把 ;和 了 分 离 的 线性 无 关 的 有 向 制 集 。 

定 更 14-2-13 在 一 个 从 i 到 了 的 SEC 图 中 , 一 个 有 向 回路 
. 的 顶点 是 不 可 辨 的 ， 

证 明 ， ”了 因为 一 个 有 向 加 路 中 的 各 边 不 可能 都 被 包含 在 一 个 
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有 向 割 集中 ， 所 以 一 个 有 向 回 路 中 的 顶点 不 可 能 被 一 个 有 向 割 集 
分 离开 ， 因 此 据 定 理 14-2-7， 这 个 定理 是 正确 的 。 《证 毕 ) 
根据 这 个 定理 ， 如 果 一 个 SEC 图 包含 有 向 回 路 ， 那 么 在 集合 
五 下 就 不 是 1 可 辩 的 。 因此, 我 们 说 一 个 从 5 到 /的 SEC 图 是 1 
可 撩 的 ， 应 有 n 一 1 个 把 i 和 jj 分离 的 线 狂 无 关 的 有 向 割 集 . 
当 一 个 SEC 图 中 顶点 的 次 序 是 唯一 的 时 ， 定 理 14-2-12 给 出 
了 1- 分辨 率 的 一 个 简单 的 充分 必要 条 件 ， 假 如 SEC 图 的 顶点 次 序 
不 是 瞧 一 的 ， 那 么 1 个 被 集合 已 中 的 边 所 枝 盖 的 线性 无 关 有 向 
制 集 变 成 了 充分 条 件 ， 但 不 是 必要 条 件 ， 
定理 14-2-14 设 G 是 具有 
9 个 顶点 的 从 :到 7 的 SEC 图， 
如 果 把 + 和 了 分 离 的 mn 一 1 个 线性 
无 关 欧 有 向 割 集 被 集合 上 5 的 边 覆 
盖 ， 则 G 在 集合 巨 下 是 1 可 办 
的 。 
这 个 定理 的 证 明 可 直接 从 定 
理 14-2-11 得 到 。 为 了 说 有 明 上 述 
条 件 不 是 必要 的 ， 我 们 考虑 如 轿 
14-2-11 启示 的 从 到 了 的 SEC 
图 ， 选择 边 集合 EE= (cbc). 证 
总 中 的 边 厄 盖 的 ， 把 : 和 了 分离 
的 有 向 制 集 集体 {S} 由 S,，S,， 图 14-2-11 SEC 阅 G 
S: 和 3. 组成。 其 中 
Si= 《1 2) 30) = EC, v9 Uv) X (Vs vs De py) 
Ss,= (4,5,6,6) = (UV Us Us) X (Voy tas vast)) 
Ss= (7,8,9,0) = (Ua Vss Ue) X (Us Us DT)) 
So= Cab,c) = Gi UV Va vas Vs U8) X CF) 


注意 ，"> :和 5 由 边 " 改 盖 ，5; 和 5$, 由 边 5 村 益 ，Ss 和 5, 由 边 < 要 
» E48 。 


盖 ， 因 为 任意 两 个 顶点 替 会 被 这 四 个 有 向 制 集 的 其 中 之 一 分 离 
开 ， 破 据 定理 14-2-6， 这 个 SEC 图 在 已 下 是 1 可 匆 的 。 然 而 ， 集 
体 {S} 并 不 包 合 所 有 的 把 i 和 j 分离 的 线性 无 关 的 有 向 割 集 ， 并 
且 户 中 的 边 显然 不 能 把 所 有 分 离 i 和 / 的 线性 无 关 的 有 向 割 集 友 
盖 。 

当 边 集合 已 是 一 个 有 向 割 集 时 ， 1 分 辩 率 的 条 忻 变 得 如 以 下 
定理 给 出 的 那 祥 ， 非 常 简单 ， 

定理 14-2-15 设 G 是 从 i 到 的 SEC 图 假定 边 集 EE 是 GG 
中 的 一 个 把 了 和 了 分 离 的 有 向 撩 集 ， 那 么 ，G 在 下 是 1 可 关 
芍 ， 当 生 仅 当 G 中 每 一 条 边 是 在 {S} 的 一 个 割 集中 。 这 里 {S} 是 
被 万 中 的 边 所 覆盖 的 ， 抬 i 和 j 分离 的 所 有 的 有 向 割 集 的 集体 ， 

注意 ， 在 上 而 给 出 的 例子 中 ， 集 合 己 是 一 个 把 和 了 了 分离 的 
有 向 割 集 ， 并 且 G 中 的 每 一 条 边 者 在 集体 {S} 的 一 个 害 集 中 ， 因 
此 据 定 理 14-2-15，SEC 图 G 在 玉 下 是 1 可 扒 的 ， 

定理 14-2-13 的 证 明 ， 假定 人 G 在 EE 下 是 1 可 辨 的 ， 别 据 定 
理 14-2-6， 每 一 条 边 必 定 至 少 在 一 个 贿 集 之 中 。 因 此 ， 我 们 只 要 
证明 ， 当 每 条 边 都 在 43S } 的 一 个 割 集 之 中 时 ， 必 在 互 下 是 工 可 辩 
的 。 

俱 定 @ 在 五 下 不 是 1 可 辩 的 ， 则 至 少 必 有 包含 两 个 以 上 顶点 
前 一 个 集合 ， 使 得 纺 中 的 顶点 不 会 被 13 } 中 任何 一 个 割 集 分 
离开 。 另 一 方面 ， 每 一 条 边 至 少 在 143 的 一 全 有 向 割 集中 ， 因 
此 ， 在 名 的 顶点 之 向 投 有 边 相 连 。 为 了 得 殊 这 样 的 集合 r ， 在 
{9} 中 一 定 有 两 个 有 向 割 集 Si 三 FSH, x 0) 和 和 Ss = Fs x H), 
局 得 

i jtD, i, 有 /ed, 
Qi= 2 N00, 

如 图 14-2-12 所 示 。 注 章 人 如,， 昌 :和 5, 都 是 无 重点 集合 ， 它 们 包含 
了 GG 的 全 部 顶点 ， 
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图 14-2-12 带 有 了 介 / 的 SEC 图 


注意 到 S$S, 中 有 一 条 边 e 在 EE 中 ,如 果 z(Q x 2,) 的 任何 一 边 2” 
在 刁 之 中 ， 那 么 就 存在 一 个 被 边 e 覆盖 的 有 向 割 集 把 只 ,分 离开 。 
因此 在 &(4, x 可) 中 没有 属于 集合 E 的 边 ， 同样 ， 在 C0, x 2) 
中 也 没有 属于 集合 到 的 边 。 但 根据 假设 ， 玉 是 一 个 把 ; 和 了 分离 
开 的 有 向 割 集 。 我 们 知道 ，S 的 边 。 在 有 向 割 集 区 中 ,位 于 0, 的 
一 个 顶点 和 已: 的 一 个 顶点 之 间 。 我 们 还 知道 ， 巨 不 二 能 分 离 忆 中 
的 顶点 ， 并 且 我 们 能 看 出 ， 已 不 可 能 分 离 酝 中欧 任 何 顶 点 ， 也 不 
能 分 离 只, 中 的 任何 顶点 ， 这 是 因为 S$, 和 5S: 都 是 出 二 中 的 边 所 囊 
六 的 有 向 割 集 。 因此，E 不 是 S, 就 是 S$,。 这 就 说 明 ， 巨 或 者 包含 
四 (QLx 5B.)， 或 者 包含 8 (DX 如,)， 从 而 产生 了 矛盾。 记 以 ，G 中 
不 存在 这 样 的 集合 1， 这 就 证 明了 定理 ， (证 毕 》 

现在 ， 我 们 进一步 研究 找 出 故障 点 所 需 前 实际 测量 有 直接 关 
系 的 可 测量 集 。 设 { 怠 是 在 集合 互 的 所 有 边 上 指定 的 测试 点 所 产 
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生 的 全 部 可 测量 集 的 集体 。 我 们 已 经 用 从 {) 得 到 的 万 划分 中 的 
集合 来 定义 SEC 图 的 1 分辨 率 。 当 我 们 研究 {Q} 中 的 可 测量 集 
时 ， 我 们 会 看 到 ， 在 {0Q} 中 有 一 些 真 子 集体 {0 ,从 {0 得 到 的 
也 划分 和 从 { 口 } 得 到 的 口 期 分 相同 。 例 如， 考 囊 图 14-2-13 中 的 
SEC 图 G。 设 E= (a,b)， 则 {0} 包括 人 ix a*)= (7)，0to x 门 
= 1,207) QOGXb)=02), 6- xN))=()) 以 及 D(a- xb1) 
= {2)， 由 上 述 可 测量 集 得 到 的 吃 划 分 中 的 非 零 集合 为 
AGxaI NO XD NDGxI NB x No xb) = (1) 
QUxad NA x NAGxE YI NDEG XN NA xb) = (分 
AGxa I NN x NOGxEI NDE x NA xb+}= (7) 
Haxadfn(a x NO NIE XD NA Xb) = (1) 
只 用 全 Gx on;GX5!) 和 (57x 门 也 可 以 得 到 同样 的 吕 划 分， 
这 就 说 明 ， 我 们 内 要 对 村 应 的 OGxat))，@Gx6+) 和 (07 x 让 
作 三 次 测量 ， 而 不 须 时 {} 中 相 
应 的 所 有 非 空 可 测量 集 作 五 次 测 
量 ， 就 能 获得 诊断 所 必需 的 全 部 人 
信息 。 为 了 研究 诊断 所 必需 的 浏 
医 次 数 ， 我 们 定义 {名} 的 生成 元 1 2 
如 下 。 

定义 14-2-8 设 {9} 是 由 集 b 
合 E 产 生 的 所 有 可 测量 集 的 集 j 
伴 ， 吧 设 (9) 是 {09} 的 一 个 子 集 
体 ， 如 果 ! 《1) 从 {9} 得 到 的 D 图 14-213 SEC 图 G 
划分 与 由 { 吕 } 形成 的 呈 划 分 相同 ;2 ) 从 {路 的 任何 一 个 真子 集 
体 得 到 的 万 划分 痢 与 从 {人 2} 形成 的 喇 划 分 不 同 ， 则 称 {9 是 {90} 
鸥 生成 元 集体 ， 

在 上 面 的 例子 中 ， 由 图 14-2-13 中 的 SEC 图 G 的 边 集合 户 = 
95) 产生 的 非 零 可 测量 集体 { 介 } 是 
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{10} = {Q(x a*), fa- x 7)), Ox 67), GD 六 站 ,Ga x 6+)} 
由 {器 } 形 成 的 品 划 分 是 

4D} 三 《全 9 【27， (7)， (1)} 
{0} 的 一 个 子 集 体 { 介 Gx af), 人 (x87) ,2(B-x7)} 也 给 出 同 梯 
的 口 划分 .但 是 , {Q(x ea?), Gx6+) ,2206- x 由) 的 任何 一 个 真 
子 乐 体 表 不 会 给 出 同样 的 号 划分。 因此 ，402(xat), Q(x 6")， 
只 (2 x 站} 是 {2} 的 生成 元 集体 ， 

对 于 一 个 给 定 的 {0Q}，。 可 能 会 有 许多 生成 元 集体 ， 并 且 ， 

{ 昌 } 的 每 一 个 生成 元 集体 中 的 集 人 台数 目 不 一 定 相 司 。 因 为 每 一 个 
可 测量 集 对 应 诊断 用 的 一 次 测量 ， 并 旦 7 已 } 的 一 个 生成 元 祭 体 给 
出 所 需要 的 一 个 刀 划 分 ， 而 诊断 所 需 的 测量 次 数 与 { 马 1} 的 一 个 生 
成 元 集体 中 的 集合 数目 相同 。 

利用 生成 元 的 定义 ， 我 们 得 到 一 个 新 定理 . 

定理 14-2-16 ”对 于 从 到 了 的 SEC 图 的 一 个 集合 =tel， 
2 2A)， 由 本 测量 集 人 (i x e;) 和 介 (ez XxX7) 组 成 的 集体 包含 兰 
{名} 的 一 个 生成 元 集体 ， 其 中 =1, 2,…,k. 

证 明 : 因为 在 {QQ} 中 的 任何 一 个 可 测量 集 是 (ixe》)， 
号 (ez Xx 门 和 les x ex) 中 的 一 个 ， 所 以 要 证 有 明 的 是 ， 避 得 到 {0} 
的 生成 元 集体 ， 并 不 需要 集合 全 (ez x e535) . 根据 可 测量 集 的 定义 ， 
只 (ez x ei?) 是 这 样 一 个 顶点 集合 ， 它 们 至 少 在 一 个 MM (es x es3) 类 
的 一 个 连通 有 向 对 图 中 。 另 一 方面 ， 2(iX ez) 是 由 这 样 的 顶点 
构成 的 ， 这 些 顶 点 至 少 在 Mi x ez) 的 一 个 连通 有 向 MM 图 中 。 并 
且 我 们 知道 ， 在 一 个 从 到 了 的 SEC 图 中 ， 从 1 到 v(ez) 有 一 条 
有 疝 路 径 。 因 此 ， 对 于 4 (ez Xx ei) 类 的 连通 有 向 对 图 中 的 任 一 顶 
点 2 ， 有 一 个 对 Gx et) 类 的 连通 有 向 对 图 包 食 w。 所 以 


Qles xX er) CNXx es) {14-2-4) 
人 (er Xe TH(er x 7) (14~2-5} 
丽 好 (ez Xe AGx es) fles x ?7) (14-2-6Y 
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设 v 是 QCix er) 个 Qles x 门 中 的 一 个 顶点 ， 则 有 一 个 MM (er 
xv') 类 的 连通 有 向 内 图 ， 还 有 一 个 M (vw' x es) 类 的 连通 有 疝 邓 
图 。 这 样 ， 有 一 个 M (ez x e;) 类 的 连通 有 向 训 图 包 合 v 。 所 以 由 
式 14-2-6 得 

人 (eziXeoy= Uxes) fler x)) {14-2-7) 

因此 ， 如 果 一 个 集体 已 包含 只 (fx ez) 和 由 (es x 让， 那么 就 
不 必 在 该 集体 中 具备 中 (ez x ei)， 以 及 包含 { 提 ) 的 生成 元 的 集 
体 。 以 此 类 似 ， 我 们 能 证 明 在 {02} 的 生成 元 集体 中 ,tiles x ew?， 
Qles x ez) 和 从 (ey Xei) 也 是 不 必要 的 ， 《证 毕 ) 

定理 14-2-17 如 果 集 合 的 一 条 边 。 覆盖 着 一 个 有 向 制 集 ， 
则 仅 有 人 Gxe*) 和 间 (e- x 让 之 一 ， 可 以 在 {9Q} 的 生成 元 集体 之 
中 ， 

证 明 ， 因 为 边 e 只 覆盖 一 个 有 向 淹 集 ， 所 以 人 (ixe’) 汪 
昌 (e- Xx 门 是 所 有 顶点 的 集合 。 因 此 


Qlixe')= Ne x)) (14-2-8) 
比 式 说 明 ， 构 成 一 个 刀 划 分 只 需要 这 两 个 可 测 晤 集中 的 一 个 .。 
《证 毕 》 


例如 ， 考虑 例 14-2-2 电 图 14-2~3 所 示 的 SEC 图 . 如 果 集合 
E= (6b; 有); 那么 过 b 只 覆盖 一 个 有 向 割 集 人 S 所 (a,b) .可 以 用 出 ， 
8 人 1XB+ = (1 (0 x0) = (2,3,4,5,6) 
这 就 说 明 ，8CLxbr)y = 人 (Bx6)、 另 一 方面 ， 边 上 著 盖 两 个 有 
向 割 集 S1( 有 和 Sslh) ， 与 相伴 的 可 测量 集 是 
A = 0,2,4) 和 Nh" Db) = (6) 
我 们 可 以 清楚 地 大 到 ，{ 人 Q} 的 一 个 生成 元 集体 是 
{Ql1x6), Q(xXE), OORT x 6) 
从 这 个 定理 ， 我 们 可 以 得 到 定理 14-2-18。 
定理 14-2-18 对 于 亿 合 EE= (elyezy…sek)， 在 { 的 一 个 生 
成 元 集体 中 ， 集 合 的 数目 不 超过 24k。 


“613» 


14-3 测 试 门 


在 上 节 中 ， 我 们 看 到 了 ， 当 5EC 图 中 有 回路 时 ， 就 不 能 得 到 
1 分辨 卒 。 所 以 ， 对 于 这 种 SEC 图 ， 要 想得到 1 分 辩 率 ， 就 不 能 
用 测试 点 的 方法 ， 而 需要 采用 一 些 器 件 。 这 种 丹 件 就 是 下 面 定义 
的 调试 门 。 

定义 14-3-1 给 边 e 指定 测试 门 ， 意 轧 是 在 需要 时 边 e 可 被 
删 去 。 

例如 ， 如 果 我 们 指定 一 个 测试 门 给 图 14-3~1 中 SEC 图 的 边 
e ， 那 么 利用 测试 门 可 将 可 测量 集 QCXx 7) = (i, j,1, 2) 变 成 (i， 
2, 门 , 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 利用 测试 门 把 G 变 成 图 14-3-2 所 示 的 
图 。 


J i 
图 14-3-1 SEC 图 G 图 14-3-2 把 测试 门 指定 给 
边 e 后 记得 的 画 
为 了 说 明 测试 门 对 可 测量 集 的 影响 ， 我 们 用 一 个 下 标 互 ， 比 
如 说 用 D(Cix 力 z 来 表示 指定 给 严 中 的 边 的 测试 门 在 起 作用 。 
定义 14-3-2 符 导 QCix 站 5 表示 删 去 集合 中 所 有 的 边 所 得 
色 的 子 图 的 一 个 可 测量 集 ， 
当 我 们 把 制 试 门 指定 给 集合 EE 的 所 有 边 时 ， 选 取 测 试 门 正 工 
作 的 不 同 边 ， 就 产生 出 几 个 可 测 重 集 。 换 句 话说， 我 们 删 去 后 中 
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某 些 边 ， 可 以 得 到 不 同 的 可 测量 集 。 

例 14-3-1 考虑 图 14-3-3 所 示 的 SEC 图 。 假定 E = (eyezy 
esy2e7)， 那 么 我 们 有 以 下 可 测量 集 ， 

DIX oeses = I X Dee = OX, = (fv vs i) 

AON = (au 六 

MOEX I = OX oes 

= EX Foeseser = (i 021) 

为 了 研究 测试 门 的 性 质 ， 我 
们 考虑 一 个 只 用 测试 门 的 SEC 
图 .为 简便 起 见 ， 我 们 采用 以 下 “ 
定义 。 

定义 134-3-3 门 乐 合 E 的 可 
测量 集 是 指 ， 在 集合 请 中 所 有 的 
边 上 都 指定 测试 门 所 产生 的 所 有 图 14-3-3 SEC 彝 C 
可 能 的 可 测量 集 。 

在 例 14-3-1 中 , 可 测量 集 人 Gx 力 。， 避 (全 交 站。 和 人 (全 X 门 。er 
就 是 门 集合 (el,eayesye) 的 可 测量 集 。 

对 测试 门 不 起 作用 的 各 边 ， 作 所 有 可 能 的 选择 ， 就 得 到 下 述 
定理 . 

定理 14-3-1 门 集 合 EE 的 各 种 不 同 的 可 测量 集 的 数目 不 超过 
24 一 1 个 ， 这 里 名 是 集合 E 中 边 的 数目 . 

考 碟 从 1 到 六 的 SEC 图 的 可 测量 集 们 (fx 了 8、 对 于 玉 的 每 一 
个 真子 集 E'， 假 定 和 Gx 站 sz 和 (x 门 g: 不 同 ， 那 么 我 们 说 ， EE 是 
关于 Q(x 站 的 最 小 集合 。 例 如 ， 在 例 14-3-1 中 ，、 考 虚 玉 = tel， 
ez 6s， 21)， 我 们 有 人 GX 站 p= (1, v2 了 门 。 可 是 ， 由 请 的 真子 集 
五 = {esye7)， 我 们 有 虽 GX 站 ge 等 于 (x7 了 rs， 因此， 玉 不 是 关 
于 人 (x 站): 的 最 小 集合 。 我 们 可 以 看 出 ，E' 是 关于 人 4GX< 方 下 的 
最 小 集合 。 
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在 例 14-3-! 中 ， 
QEX ese = AX eers = iyvss 1) 
这 里 ， 《eaye27) 和 (elyesoye7) 都 东 关 于 {fvV29 71) 的 最 小 集合 . 这 个 
例子 说 明 ， 关 于 一 个 可 测量 集 的 最 小 集合 不 是 唯一 的 ， 然 而 ， 最 
外 集合 有 一 个 有 趣 的 狂 质 ， 这 由 以 下 定理 给 出 。 

定理 14-3-2 设 在 从 i 到 7 前 SEC 图 好 中 ， 瑟 是 关 于 电 人 X 
让 gE( 到 四 的 最 小 集合 ， 则 从 人 G 中 出 去 巨 的 所 有 边 得 到 的 图 古 连 通 
的 。 . 

证 明 ， 设 G' 是 从 会 中 删 去 已 竟 所 有 边 得 到 的 图 . 假定 G 是 分 
离 的 ， 设 G1 和 G4 是 G' 的 子 图 ， 使 得 (G4) = 04Gx 访 az， 且 G: 和 
Gi 之 间 不 连通 。 注 意 G 的 QCGx 门 等 于 G 的 人 D0(ix 门 p. 设 v 是， 
的 一 个 顶点 .因为 G 是 从 1 到 j 的 SEC 图 ,至 少 存在 一 个 MG 站 
类 的 连通 有 向 村 图 ， 它 包含 人 中 顶 虑 > ， 所 以 这 个 财 图 中 至 少 
有 两 条 按 e; 和 e: 器 不 在 他: 中， 又 不 在 G2 中 。 如 图 14-3~4 记 示 , 我 
们 容易 看 出 ， 把 ze, 添加 到 GG' 中 , 所 得 图 的 9Gx 站 与 9G 的 DGx 站 


图 14-3-4 G1, Gz: 和 路 经 P 
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相同 。 这 就 表明 ， 在 G 中 QCGxj)s= Q(xj)sr， 这 里 E'= 玉 - 
(e1)。 因 此 互 不 是 关于 QC x 六 z 的 最 小 集合 。 这 与 假设 刁 是 关于 
520iX 旋 z 的 最 小 集合 相 了 矛盾 ， 于 是 定理 得 到 证 明 。 《证 毕 》 
在 门 僻 合 EE 的 可 测量 集 的 集体 中 ， 我 们 可 以 象 上 一 节 那 样 得 
到 一 个 吃 划分 。 例 如， 在 门 集合 瑟 = (el e,, es， 61) 的 可 测量 集 
Gx) GX) 和 Gx 了 6s 的 集体 中 ， 我 们 可 以 得 到 也 
划分 为 
QGP NAOGX I MAGX Ne = G07) 

QOGxXD NAGxD, NOUx De = 

QOD NOGXD, NAGX Ne = 

QAGX PANDGx I NOGx Noe = (vs) 

BUGXD NAGX ND, NAGx joe = 

HGXI, NOGx ND NAGX He = (1) 

GOXDANAGxXND NOGX Doe=y 

Dax DL NR I NI = 
注意 ， 这 里 的 可 测 重 集 人 (fx 六 = 具有 和 上 一 节 相 同 的 性 质 。 也 就 
- 是 说 ， 在 指定 给 EE 中 的 边 的 全 部 测试 门 起 作用 的 情况 下 ， 当 我 们 
把 一 个 信号 从 顶点 注入 时 ， 在 顶点 了 监视 到 的 信号 只 通过 
人 GX 旋 z 申 的 那些 顶点 。 因 此 ， 上 一 节 中 关于 可 测量 集 的 所 有 性 
质 都 可 以 应 用 于 可 测量 集 人 Gx 站 、 例 如 ,在 从 六 到 j 的 SEC 图 
全 中 ， 邵 果 存 在 一 对 顶点 w 和 ww， 在 门 集合 已 的 所 有 可 测量 集 集 
体 中 ,每 一 个 可 测量 集 均 包 含 v, 和 zu 时 ,G 就 不 是 1 可 辩 的 《定理 
14~2-6)， 因 为 在 门 集合 EE 的 可 鸿 景 集 集体 中 ， 每 一 个 可 测 量 集 
QGx 7g 包含 i 和 站 两 个 顶点 , 所 以 从 i 让 到 了 的 3EC 图 在 任何 门 
集合 EE 下 不 是 1 可 辨 的 ， 当 然 ， 恕 果 我 们 忽略 掉 顶 点 i 或 者 顶点 
j ， 有 些 SEC 图 在 某 些 门 集合 下 也 能 是 1 可 辩 的 ,为 了 研究 这 样 
的 SEC 图 和 门 集合 ， 我 们 需要 另 一 个 定义 。 

定义 14-3-4 对 于 从 i 到 j 的 SEC 图 GG， 如 果 在 不 考虑 顶点 
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了 的 情况 下 ，G 在 集合 五 下 是 1 可 辩 的 ， 则 称 作 在 门 集合 己 下 是 . 
1-(i, 门 可 扒 的 。 
例 14-3-2 对 图 14-3-5 中 从 1 到 4 的 SEC 图 G， 廊 门 集 合 
上 = (4,d)，E 的 本 测量 集 为 
Q(X 4d)s= (1,2,4) 
Qlx 4)4= (1,3,4) 
Q(x d= 
这 些 可 测量 集 的 加 划 分 由 以 下 集 
合 组 成 ， 
Q(X AANA X44 = (1, 4) 
Q(X NDIX HO.= (2) 2 3 
QL Xd) NA X40 = (3) 
HOAXA NGG = 
如 果 我 们 不 考虑 顶点 4 ， 则 上 述 
站 划分 中 每 一 个 全 合 最 多 包含 一 1 
个 便 点 。 这样， 如 果 我 们 忽 略 项 。 图 14-3-5 SEC 图 C 
点 4，G 在 E 下 是 1 可 辨 的 。 于 是 ，G 在 EF 下 是 1-(1, 4) 可 辨 
的 


d 


利用 淮 上 定义 ， 我 们 可 将 定理 14-2-6 修 改 如 下， 使 它 可 以 应 - 

用 于 测试 门 的 情况 . 
定理 14-3-3 设 G 是 一 个 从 i 到 了 的 SEC 图 ， 互 荐 一 个 边 

集 、 又 设 {O} 是 对 巨 中 所 有 的 边 指定 的 测试 门 所 产生 的 所 有 可 测 
量 集 的 集体 ， 那 么 ， 当 日 仅 当 对 于 避 中 每 一 对 顶点 和 v,， 在 不 
考虑 顶点 j( 即 v0, 关 j,v, 生 门 的 情况 下 ,存在 一 个 可 测量 集 Qe (Gy ，, 
使 得 吕 不 同时 包 售 二 者 ， 仅 包含 zw 或 风 之 一 时 ，G 是 在 EE 下 
+- 人 六 可 因 的 。 
这 个 定理 的 证 朋 与 定理 14-2-6 的 证 明 几 乎 是 完全 相同 的 。 
在 例 14-3-2 的 图 14-3-5 中 ，SEC 图 G 中 由 集合 已 = (58,d) 所 


"618* 


产生 的 可 测量 集 集 体 10} 为 

12} = {Q(X 4)s, OX 4 = {1,2,4), (1,3,4)} 
所 以 ， 对 于 除 顶 点 4 外 ， 我 们 所 选择 的 任何 一 对 顶点 ， 在 {0O} 
中 痊 有 一 个 可 测量 集 ， 它 只 包含 这 一 对 顶点 中 的 一 个 。 于 是 据 定 
理 14-3-3， 人 GG 是 在 (b,d) 下 1-(i, 站 可 辨 的 ， 

我 们 还 记得 ， 一 个 把 i 和 分离 的 半 割 可 以 用 ZC2,x 如 ) 来 
表示 ， 其 中 iéf2,， 1,, 现在 ， 如 果 Z (BX 人) = ， 那么 半 制 
(DX) 就 变 成 了 分 离 i 和 的 有 疝 荐 集 . 我 们 从 下 一 个 定理 
中 将 会 看 到 ， 这 样 的 半 割 对 于 1-(i, 让 分 准 率 是 很 重要 的 。 

定理 14-3-4 设 忆 是 从 i 到 站 的 SEC 图 , 在 i 和 和 7/ 之 间 没 有 
边 直接 相连 ， 如 果 一 个 门 集合 已 不 含 分 离 ; 和 了 的 半 割 作为 子 
集 ， 则 忆 在 门 集合 下 不 是 1-(i, 门 可 辨 的 ， | 

证 明 ， 因为 上 不 合 分 离 i 和 j 的 半 割 作为 子 集 ， 所 以 存在 一 
条 从 到 了 的， 不 包含 EE 中 的 边 的 有 向 路 径 P， 根据 假设 ，G 中 
没有 直接 连接 i 和 i 的 边 ， 所 以 路 径 呈 一 定 至 少 包含 i 和 了 元 外 
的 另 一 顶点 ,这 样 , 巨 的 每 一 个 可 油 量 集 都 包含 项 点 ys 以 及 i 和 
j， 由 定理 14-2-6， 即 使 不 考虑 
顶点 7 ，G 也 不 是 1 可 辨 的 ， 故 
女 在 门 集合 瑟 下 不 是 1-( 人 六 可 
办 的 。 《证 毕 》 

例 14-3-3 海 店 图 14-3-6 中 
从 i 到 六 的 SEC 图 G， 设 门 集合 . 
巨 = (1,4,6)。 因 为 《1,4,6) 不 包 
会 分 离 1 和 /的 半 荐 ， 所 以 据 定 
理 14-3-4， 右 在 (1,4,6) 下 不 是 
1-(1, 站 可 多 的 、 现 在 , 我 们 来 检 
验 这 个 结论 。 i 

门 集合 (1;4,6) 的 可 测量 集 图 14-3-6 SEC 图 G 
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是 

OOXXND = Ox = x = De= (oar) 

8 全 X 六 = Gi,asb, cd,i) 

本 全 X 六 = 全 入 X 门 = (tab, ci) 

这 些 可 测量 集 的 刀 划 分 中 包含 一 个 集合 万， 
D=OGxXN NMGxN NAG x = Cac )) 
因此 ，G 在 门 集合 (1,4,6) 下 不 是 1-(i, 站 可 辩 的 . 

报 据 定理 14-3-4, 要 使 一 个 SEC 图 在 E 下 是 1-(i, 让 可 辩 的 ， 
集合 已 必 须 包 含 一 个 从 ?到 j 的 半 割 。 因 此 ,为 了 研究 能 给 出 
1-4， 力 可 震 集 合 的 边 集 合 已 ， 我 们 假设 瑟 本 身 是 一 个 有 向 割 集 
$= Sx 0), 其 中 iésd;, jeD,, 投 玉 一 (Zl ez Es 如 果 我 
们 从 SEC 图 C 中 删 去 五 中 路 e,(1 志 p 志 &) 外 的 所 有 的 边 ， 那 么 从 
i 顶点 注入 ， 在 ?顶点 监测 到 的 测试 信号 一 定 经 过 边 e,。 这 就 导 
出 了 如 下 定理 。 

定理 14-3-5 设 避 是 从 i 到 7 的 SEC 图 , 设 E= (eeay ye 
是 一 个 有 向 割 集 8 (0;x 如)， 其 中 iEQ;, jeD;. 则 对 请 = 1,2…. 


QUXN a = xenU te, x*)) (14~3-1} 
这里 (ey) = 万 (ey)， 度 忆 是 区 的 一 个 子 集 ， 删 
QUGxDi= Ll QU N73) (14-3~2) 


这 里 章 记 = 一 书 ,， 

证 明 ， 前 面 说 过 , 人 (i xe;) 是 一 个 顶点 集合 ， 其 中 每 一 个 
观点 至 少 是 在 MG x ep) 类 的 一 个 连通 有 沿 3f 图 之 中 ; 人 (ezxX 门 
也 是 一 个 配点 集合 ， 其 中 每 个 顶点 至 少 是 在 有 (es x 门类 的 一 个 
连通 有 向 村 图 中 ( 见 14~2 节 》 ,由 前 面 的 讨论 ,定理 的 第 一 部 分 县 
显然 的 。 对 于 定理 的 第 二 部 分 ， 我 们 注意 到 ， 一 条 从 i 站 济 7 了 经过 
从 GX 站 Ez 中 顶点 的 有 向 路 径 必 然 正 好 包含 EE, 中 的 一 条 边 。 因 
此 ， 对 于 其 些 erk 五 。， 人 0 全 X 访 E 中 的 等 一 个 顶点 都 在 唱和 fx 了 47，,， 
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中 .很 明显 ，9Gx 站 ,中 的 每 一 个 顶点 一定 也 在 人 (ix 让 5 中 。 
《证 毕 ) 
定理 14-3-5 不 仅 给 出 了 类 人 (x 力 (z) 的 可 测量 集 与 14-2 节 中 
的 可 测量 集 之 冶 和 的 关系 ， 而 且 记 说 明 ， 要 求 出 在 一 个 给 定 集 合 忆 
下 的 吃 划 分 ， 只 要 知道 (ix 让 (7: 类 的 可 测 景 集 即 可 ， 
例 14-3-4 考虑 如 图 14-3-7 所 示 的 从 i 到 j 的 不 可 分 SEC 
图 ， 设 E.= (te1,es,,es)， 我 们 可 以 看 出 ， 
Qix ei}= (7,1) 
dei Xx) = (4,7) 
(ixX es) = (i,1,.2,.) 
es Xx) = (4,5,6,7) 
MxXe) = (3) 
(es x)) = (6,7) 


路 14-3-7 ”不 可 分 的 SEC 图 
据 定 理 14-3-5， 我 们 可 以 得 到 
OX on = UX r= Xei)U er x)) 
= (7,1,4;7) 


» 621 * 


Ox Dw = xs = (ixe) yj Ale, x)) 
i. = {i,1,2,3,4,5,6,7) 
QOGxIes = UxXND = XeDU Wes x)) 
: = (i,3,6,7) 
OOXX TIN = GX rs = GX NU DG x Doss) 
. = (i,1,2,3,4,5,6,7) . 

DQGxXD a Gx Na Ax NU Ox Hua) 

= (i513,4,6,7) 

QAGX N= DUx N= x NU Hx Ds) 

= (i,1,2,3,4,5,6,7) 

当 我 们 运用 测试 点 时 ， 根 据 定理 14-2-15 我 们 得 出 ， 如 果 边 
集 巨 是 一 个 把 i 和 分 离 的 有 疝 割 集 ， 且 C 中 每 一 条 边 芭 少 在 由 
五 所 现 盖 的 {9 ) 中 的 一 个 有 向 割 集 内 ,那么 从 到 了 的 SEC 图 在 
五 下 是 1 可 拓 的 。 当 我 们 指定 测试 门 到 五 中 的 边 上 时 ， 情 况 就 不 
同 了 。 例如 ， 在 图 14-3-7 的 SEC 图 中 ， 这 集 E= (elyeayes) 所 查 
盖 的 有 向 寡 集 集体 {5S} 由 制 集 51,S:,5s,54,5s 构成 , 如 国 所 示 。 
注意 到 万 是 一 个 把 和 i 分 离 的 有 向 割 集 ， 容 易 春 出 ，SEC 图 中 
每 一 条 边 在 13 ) 的 一 个 割 集中 。 另 一 方面 ， 考 虑 项 点 1 和 4 的 集 
合 (1， 4)， 我 们 可 以 看 出 ， 对 于 五 的 每 一 个 子 案 E'， 或 (1,4) 志 
OGXjD)s 或 (1,4) CIOXNE,. 因 此， 由 定理 14-3-3，G 在 
(e196416s) 下 不 是 1-(f, 站 可 辨 的 。 这 个 例子 说 明 ， 当 我 们 频 用 济 
试 门 时 ， 要 使 一 个 SEC 图 是 1-(i, 站 可 辨 的 ， 仅 要 求 所 有 的 边 在 
{5S} 中 的 条 件 不 是 充分 的 ， 因 此 ， 我 们 有 以 下 定理 ， 

定理 14-3-6 ” 设 G 是 从 1 到 7 了 的 SEC 图 ， 假 定 集合 已 是 一 个 
有 向 戎 集 Z(Qx 全 ， 其 中 只 仅 由 顶点 《组 成 ， 或 者 豆 仅 由 顶点 7 
组 成 。 则 G 是 1-(i, 站 可 辩 的 ， 当 且 仪 当 GG 中 每 一 条 边 在 {人 $} 的 -~ 
和 个 有 向 割 集 中 。 其 中 {S} 是 被 EE 覆盖 的 有 向 着 集 集体 。 

证 明 : 据 定 理 14-3-5， 
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QUiX fss, = Dx eb)U (es x1) {14-3-3}) 
其 中 e,éE。 假定 4 仅 由 顶点 组成， 则 QCes x 站 = (0), 所 以 对 
所 有 网 边 e,EE，QCGxX7)(z,)= 人 GXey)U (7)， 因 此， 和 如 果 投 有 
顶点 7 ， 运 用 测试 门 关于 e* 的 可 测量 集 和 运用 测试 点 关于 es 的 可 
测量 集 就 是 相同 的 。 当 只 仅 由 顶点 i 组 成 时 ,我 们 有 (x 认 )(7z,， 
= (从 U (es x 疙 。 这 说 明 当 我 们 不 考虑 顶点 7 时， 运用 测试 门 
关于 e, 的 可 测量 集 与 运用 测试 点 关于 e, 的 可 测量 集 是 相同 的 。 因 
此 ， 运 用 测试 点 关于 一 个 从 ?到 了 的 SEC 图 在 E 下 为 1 可 辨 的 
充分 必要 条 件 ， 在 这 种 情况 下 也 能 适用 。 这 就 证 明了 定理 。 
《证 毕 ) 
例 14-3-5 ”考虑 图 14-3-8 中 的 不 可 分 SEC 图 . 由 EE = (elyea， 


图 14-3-8 不 可 分 的 SEC 图 


es) 所 覆盖 的 有 向 割 集 集 体 4S } 包括 四 个 割 集 $,， S23 95: 和 3.， 它 
们 是 


Si=o{(i1,2,4) x (1 24)) 
S,.=@ (i135) x Gs13,5)) 


=。 623 。 


S:=dz(G 223; 6) x (1,2,3,6)) 
S,=8(0) x (7) 
如 贸 所 示 。 

因为 G 中 每 一 条 边 在 {5S} 的 一 个 荐 集中， 据 定 理 14-3-6，G 
在 (ei,e2323) 下 是 1-(i, 丫 可 辨 的 ， 

定理 14-3-7. 设 G 是 从 i 到 ;的 SEC 图 ， 假定 集合 EE= 
4(9x 肋 是 一 个 有 向 割 集 。 如 果 C 中 每 一 条 边 在 1S 的 一 个 割 集 
内 ， 则 局 在 EE 下 或 者 是 1-(i, 站 可 辨 的， 或 者 是 2-(i, 站 可 辨 的 ， 
其 中 15} 是 被 五 种 盖 的 有 疝 害 集 集 体 ， 

证 明 : 考虑 在 中 把 所 有 属于 的 顶点 合并 起 来 ， 得 到 一 个 
SEC 园 G'。 显然 和 19} 的 一 个 子 集体 是 G' 中 由 玖 覆盖 的 有 向 割 集 
集体 ，G' 购 每 一 条 边 在 这 个 子 集体 的 一 个 制 集中 。 因 为 上 = 
400' Xx 如) 是 G' 中 一 个 有 向 荐 集 ， 这 里 人 8' = (i)，25' = ， 据 定理 
14-3~6，C 在 瓦 下 是 1-( 力 可 锥 的。 同样 ， 把 台中 所 有 顶点 合并 
起 来 ， 我 们 得 到 一 个 新 的 SEC 图 G?， 它 在 巨 下 是 1-( 六 可 辩 
的 。 因 此 ， 作 中 任意 两 个 顶点 不 可 能 在 EE 下 DD 划分 的 同一 集合 
中 。 同 样 ，2 的 任意 两 个 项 点 也 不 可 能 在 F 下 品 划 分 的 同一 集合 
中 。 但 是 ， 如 果 一 个 顶点 来 自分 ， 另 一 个 顶点 来 自 吕 ， 就 不 能 保 
证 这 两 个 项 点 能 在 巨 下 刀 划 分 的 不 同 的 集 全 之 中 。 因 此 ，G 在 瑟 
下 或 者 是 1-(? 旋 可 辩 的 ， 或 者 是 2-( 六 可 办 的 。 《证 毕 》 

在 图 14-3-7 所 示 的 从 i 到 j 的 SEC 图 G 中 ,如果 = (elye， 
ss)， 那么 {S}= {S51s $2 as Ss Soe}, 它 是 一 个 由 王 枝 盖 的 有 疝 
宕 集 集 体 。 显 然 ，C 中 每 一 条 边 在 {3 ) 的 一 个 害 集 内 。 因 此 ， 操 
定理 14-3-7，G 在 五 下 或 者 是 1-G, 记 可 办 的 ， 或 者 是 2-(1, 让 可 
辨 的 。 注 意 容 巨 下 吕 划 分 的 集合 是 (1 门 ; (1,4)， (2,53 和 (3,6)。 
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习 是 


1, 求 出 在 下 列 可 和 测量 集 下 万 的 划分 ， 这 里 0U 2 =(《1 2， 
3,4,5): 
d=(1, 2, 3, 4) 所 = (1, 3, 5) 
0,=(2, 3, 4) = (1, 3, 4) 
2. 在 名 PP-14~2 所 示 的 从 : 到 了 的 SEC 图 中 ， 找 出 在 集合 
号 = (a,b) 下 所 有 的 可 浏 量 集 中 (i xat)，Q(a x 站，G Xb+)， 
6 x), Qlat x bY) Rat x6), Qa x61), la XD 
QB xat), QC xo), QO xa') 及 QL xa). 


图 P-14-2 
3, 习 题 ? 中 从 了 到 了 的 各 SEC 图 在 已 = (a,5) 下 是 1 可 辨 的 
625 


芭 ? 

4, 在 习题 2 的 各 SEC 图 中 ， 找 出 由 Ex (a,6) 记 覆盖 的 所 有 
的 有 向 荐 集 ， 

5. 在 图 P-14-5 所 示 的 从 i 到 的 SEC 攻 中 , 找 出 所 有 由 EE = 
《4,5) 所 覆盖 的 有 向 制 集 。 这 个 图 在 EE = 《a,b 下 是 1 可 辩 的 吗 ? 

6. 团 P-14-6 所 示 的 从 ;i 到 的 SEC 图 在 到 =(o,5,6,d) 下 是 
1 可 辩 的 吗 ? 


图 P-14-5 图 P-14-6 


7. 在 图 P-14-7 记 示 的 从 i 到 j7 了 的 SEC 图 中 ， 求 出 所 有 门 集 
合 五 三 《abc 下 的 可 调和 量 集 。 


图 P-14-7 
= 626 « 


8 .习题 7 中 的 SEC 图 在 门 集合 已 = 《a,b,c) 下 是 1 可 办 的 
码 ? 

9. 在 图 已 44-6 所 示 的 从 1 到 了 的 SEC 图 中 ， 假 定 我 们 将 测 
试点 指定 给 边 4。 和 5， 将 测试 门 指定 给 c 和 和 ， 

《a ) 求 出 所 有 的 可 测量 集 . 

《b ) 在 上 述 指定 下 ， 这 个 SEC 图 是 1 可 辨 的 吗 ? 
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英 中 名 词 索 引 


Abelian group 阿 贝尔 群 
Activelike element 似 有 源 元 忻 
Assigning feow 分 配 流 
Backward property 后 向 性 质 
Basic saturated 

cut~set 基本 人 饱和 割 集 
~ edge 基本 饱和 边 
~ vertex-cut 基本 饱和 点 害 
Binet-Cauchy 比 内 一 柯 西 定理 


theorem 


Branch 梳 ， 支 路 

~ cirrent 支 路 电流 
Chord 束 

Circult 回路 

一 in oriented graph 有 向 图 中 的 问 路 
~matrix 回路 矩阵 


Class J of cut-sets 割 集 的 w 类 


Closed directed 
edge train 有 向 闭 边 列 


~ edge train 闭 边 列 
Complete graph ”完全 图 


Completely spec:if— 
ied. switching 


定理 1-3-5 


定义 12-1-3 
定义 9-2~4 

定义 12-1-9 
定义 12-5- 
定义 12-1-8 
定义 13-1-4 


定义 3-3-6 


定义 3-3-2 
害 义 1-2-11 


“定义 6-1-6 


定义 3-3-5 


定义 6-6-2 
定义 1-2-3 
定义 2-2~3 


(22) 
(329) 
(470) 
《3867 
《4757》 
《5027) 
475) 
«557) 
(292) 


《115) 


(279) 
(109) 
《15》 
(240) 
(114) 
C496) 


(269) 
《12) 
C67) 


6 在。 


function 
Complete tree 
Connected 
~graph 


完全 确定 开关 函数 


连通 图 


一 oriented graph 连通 有 向 图 
‘Connection matrix 连接 和 抢 阵 


‘Corresponding- 

cut-—set 对 应 割 集 
~major determ- 

inant 对 应 大 于 行列 式 
~nonoriented 

graph 对 应 无 向 图 
signal flow . 

graph 对 应 信号 流 图 
~—yvertex-cut 对 应 点 害 
Cover 覆盖 
‘Current edge 电流 边 
~grapk 电流 图 
‘Cut-set 项 集 
maAtrix 制 集 矩 阵 
~matrix of orien-~ 

ted graph 有 向 图 的 割 集 矩 涟 
~separating 分 次 项 点 ; 

vertices 1 and ] 和 j 的 害 集 
‘Cutting vertex 切 寡 顶 虚 
Cut vertex 制 点 
Degree of vertex 

d(vw) 顶点 的 度 d(v) 
~~in edge traia ”过 列 中 顶点 的 庶 
Deleting edges 把 边 删 去 


-634 。 


定义 8-1-3 


定义 1-2-10 
定 当 6-1-2 
定义 11-1-1 


定义 6-1-1 


定义 13-1-7 
定 党 14-2-6 
定义 8-1-2 
定义 8-1-1 
定义 2-2-2 
定义 3-4-2 


定义 6-4-3 
定义 5-1-l1 
定义 1-5- | 
定 尖 1-5-2 
定义 1-2-1 
定义 1-2-8 


《451》 
(334) 
(10) 
(15) 
(235) 
(441> 


(482) 
《295》 
(235) 


《421) 
(561) 
596) 
(324) 
‘(331) 
(66) 
(119) 


(262) 
(208) 


《33) 
( 35) 


(10) 
C12) 
C36) 


Deletion of verices 其 去 项 虑 定义 13-1-1 (555》 


D-partition 也 划分 定义 14-1-5 (591》 
D-process 也 过 程 定义 4-3-3 (177》 
Directed circuit “有 向 回路 定义 6-6-5 《2707 
一 cut-set ”有 向 制 集 定义 6-4-1 《2587 
~edge train 有 向 边 列 定义 6-6-1 。 C269》 
Closed~ ”有 向 闭 边 列 定义 6-6-2 《269》 
Open~ 有 向 开 边 列 定义 6-6-2 《2697 
~Euter graph 有 浊 欧 拉 图 定义 6-6-4 《2707 
~Mgraph  - 有 向 M 图 . 定义 6-6-6 (272) 
~path 有 向 路 径 : 定义 6-6-7 (272》 
~tree 有 向 树 定义 8-7-3 (3864) 
Distance between ， . 

trees 两 个 树 间 曙 离 定义 6-2-1 (248》 
Dual ”对 侦 定义 4-3-2 (175》 
Edge 这 定义 1-1i-1 《6 》 
Nonoriented~ 无 向 边 法 央 1-1-2 《6》 
Oriented~ 害 赔 边 定义 1-1-2 (C6) 
Self-loop~ 自 环 边 6 
~capacity ” 边 容 量 《469》 


~disjoint unior . 

of cirecuits 回路 的 无 重 边 并 《 集 》 定 义 1-2-12 (16》 
~ disjoint union 

of cireuits in 有 向 图 中 回路 

orlented graph 的 无 重 边 并 定义 6-1-7 《2417 


~disioint union ， 
of cut-sets 制 集 的 无 重 边 并 定义 2-3-1 《76》 
~aisioint union 条 路 径 与 若干 
&th arnd 一 
cirduits 回路 的 无 量 边 并 定义 1-4-2 《28) 


weireeuits flow 边 流 《279) 
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~weight 边 权 《2797 


~tragin: ” 节 列 定义 1-2-2 (11) 
Elementary tree 

transformation 初等 树 变换 ”定义 6-2-2 (249) 
Empty set$ 空 集 ¢ (21) 
Endpoints 议 点 ”定义 1-1-2 (6) 
Entry terminal 入 口 端 (589) 
Entry vertex 入 只 点 | 定义 14-1-1 (589) 
Euler graph ”” 哆 拉 图 ”定义 1-3-1 (18) 
Even sign permu- i 

tation 侦 符 号 统 换 。 . 定义 8-2-3 (336) 
EWC net ”EWC 网 ( 边 权 网 》 (469) 
Exkhaustive circuit 

matrix 熏 举 回路 矩阵 : 定义 3-3~1 《1067 
~of oriented 有 向 图 的 穷 举 回 

graph 路 第 阵 定义 6-1-8 (241} 
Exhaustive cut-set 

matrix 穷 举 割 集 失 阵 定义 3-4-1 《1198) 
~Of :oriented 有 向 图 的 穷 举 - 

graph 割 集 年 阵 定义 6-4-2  〈259) 
Exhaustive inci- 

dence matrix 沪 举 关联 从 阵 定义 3-1-1 (92) 
~of oriented 有 向 司 的 穷 溃 . 

graph 关联 算 竹 定义 6-1-3 《236) 
Exit terminal 出 口 端 ， 《589) 
Exit vertex 出 日 点 定义 14-1-1 (589》 
Fault vertex 故障 点 -… 定义 14-1-2 (589) 
Final vertex 终点 (C11) 
Flow 流 : (470) 
Flow graph 流 图 定义 10-1-l (409) 
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Flow reliability 
Forest 


流 可 靠 度 
袜 


Forward property 前 启 狂 质 


Fundamental 
circuit 

~in oriented 
graph 


Fundamental 
ireuit matriz 


~of oriented 
graph 


Fundamental cut. 
set 


~in oriented 
graph 


Fundamental cut- 
set matrix 


~of oriented 
graph 

Gate Set 

Homeomorphtic 

五 -submatrix 

Iaeidenece matrix 


~of oriented 
graph 


Incidence set 
Incident 


Jneoming degree 
df (四 


基本 回路 


有 向 图 中 的 
落 本 回路 


基本 回路 矩阵 
有 向 图 的 
基本 回路 矩阵 
基本 割 集 
有 向 图 中 的 
基本 制 人 
基本 割 集 托 阵 
有 向 图 的 


基本 制 集 炬 阵 一 


门 集合 
同 胜 的 
五 子 阵 
关联 矩阵 
有 问 图 的 
关联 矩阵 
关联 集 
关联 


入 度 d- (v) 


Incompletely spec— 


ified switching 


定义 3-2-3 
定义 9-2-4 


定义 3-3-8 
定义 6-1-9 
定义 3-3-4 
定义 6-1-11 


定义 3-4-4 


定义 3-4-3 


定义 6-4-4 
定义 14-3-3 


”定义 4-2-3 


定义 3-5-2 
定义 3-1-~2 


定义 68-1 
定义 2-1-1 


定义 6--6~3 


(528) 
(102) 
(386) 


C109) 
241) 
(110) 
《2437 
《1227 
{262) 


(615) 


《167) 


《615) 
《1677 
(126) 
《99 ) 


(237) 


(C63) 
C10) 


(269) 
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function 不 全 定 开 关 闻 数 
Initial vertex 始点 
Inner region 内 区 域 
Inner terminal 内 部 端 
Isolated vertex ”孤立 点 


lsomorphic 同 构 的 
Jacobi’s relation— 
ship 雅 可 比 关系 式 


R-distinguishable 上 可 辨 的 
Kirchhoff's Iaw 克 希 霍 夫 定律 


玉 uratowW5skis 
basic nonplanar 库 拉 托 斯 基 的 两 
graphs 个 基本 非 平 面 图 
Linear graph 线 图 
Griented~ 有 疝 线 图 


Nonoriented~ 无 向 线 图 

Weighted~— 加 权 钱 图 

~corresponding 边 列 对 应 
二 名 


to edge train 


~corresponding ”与 边 集 对 应 
to set of edges 的 级 图 


Linearly dependent 线 性 相关 
Linearly indepe- 

ndent 线性 无 关 
Loop current 回路 电流 
Lossy EWC net 损耗 EWC 网 
Major determi- 


nant 大 子 式 
Major submatrix 大 子 上 矩阵 


Maximal connec- 
ted subgraph 最 大 连通 子 图 
“B38 


定义 1-2-8 
定义 4~1-1 


定理 4-2-1 
定义 1-1-3 


定义 7-1-1 


定 沪 1-2-4 


定义 1-2-9 


定义 2-4-1 
定义 2-4-1 


定 尽 3-2-1 
定义 3-2~1 


定义 1-3-3 


(459) 
C11) 
C166) 
{592) 
(14) 


《157) 


定义 14-1-6 


《592》 
《279》 


C168) 
C7.) 
(7) 
(7) 
(2709) 


C12) 


C14) 
《87) 


C87) 
(283) 
《521》 


(100) 


‘(100) 


《23) 


. Maximal planar 
graph 最 大 平面 图 
” Measurable set 可 测量 集 


, Mesh transforma- 


tion 网 孔 变 换 
M-graph MM 图 
Minimum M-sub- 

matrix 最 小 MW 子 隆 


Minimum nonre- 


alizable matrix 最 小 不 可 实现 矩阵 


Minimum set for 盖 趟 入 和 六 鸣 
W(X 小 集合 


M-sequence M 证 | 
M-submatrix 只 子 阵 
Node transfor- 


mation 节点 变换 
Nonoriented EWC 

net 无 向 EWC 网 
Nonoriented 

graph 无 向 贸 
Nonoriented VWC 

net 无 向 VY 玉 C 爽 


Nonplanar graph 非 平面 图 
Nonseparable 不 可 分 的 


Nonsingular major 
submatrix 非 奇 虹 大 子 插 阵 
Normal form 正规 形式 


Nullity 零度 
Odd sign permu— 
tation 奇 符 号 置换 


Open edge train 开 边 列 


定义 14-1-3 


定义 1-4-1 
定义 3-5-5 
定义 4-4-2 


定义 9-2~5 
定义 3-5-3 


定义 1-5-3 


定义 4-4-1 
定义 4-3~1 


定义 8-2-3 
定义 1]-2-3 


(189) 
(589) 


(282) 
(27) 


(142) 
(192) 


(616) 
‘389) 
(C136) 


(286) 


C469) 


《7)》 


(554) 
{168) 
《35) 


(100) 
(192) 
C174) 


(336) 
(12) 


" 6739。 


Opening edge 汤 并 边 
-distinguishable 工 可 办 的 
l-distinguishable 
utder 五 五 下 工 可 辩 的 
1-(7 distinguish— 
able 1-G3; 门 可 辩 的 
Oriented graph 有 向 图 


Separable~ ”可 分 有 向 图 
Separated~ 分 离 有 向 图 
Outer region 下 区 域 
Outgoing 人 egree 出 度 d* Cw) 
Passivelike element 伺 无 源 元 件 
Path 路 径 

Path product 路 径 积 
Planar 平面 锥 


Prineipal bartition 主 分 块 
Principal tree 主 树 
Principal vertex 主 点 
Proper subgraph 真子 图 
P-set cycle 也- 集 园 
Pseudocut 伪 割 
Pseudocut in(UYu {fo 中 汐 伪 制 
Pseudo EWC net 伪 EEWC 网 
Pseudo index 全 指标 
Rank of linear 

graph 线 图 的 秩 
Raak of matrix 和 托 阵 的 秩 
Reference vertex 参考 点 


。640 。 


定义 14-1-6 
定义 14-2-8 


定义 14-3-4 
定义 1~1-3 . 


定义 6-6-7 
定义 1-2-6 


定 凡 4-2-1 
定义 12-2-2 


定义 8-2-1 
定义 1-2-7 
定义 10-1-4 
定义 5-2-1 
定义 5-2-3 
定 闵 12-5-4 


定义 2-2-1 


定义 3-1-3 


《37 》 
(592) 


(599) 


《617》 
《7 
(286) 
(C236) 
《1667 


(269> 
《297》 
《12》 
《47 ) 
《1647 
《481》 
(337) 
(334) 
《14) 
C411) 
(219) 
《219》 
《5137 
(514) 


065) 


(C95) 
《99) 


Region 区 域 
Resultant main 


submatrices 结果 主子 阵 
Ring product 环 积 
Saturated cut-set 人 饱和 着 集 
Saturated edge 饱和 边 
Saturated vettexz 饱和 顶点 


Saturated vertex— 


cut 狗 和 点 制 : 
SC network SC 网 络 ( 单 触 点 网 络 》 
SEC graph SEC 图 ( 单 输入 单 输 
型 的 连通 图 ) 
SEC graph from . 
itoj 从 i 到 i 的 SEC 图 
Setf-loop 良 环 、 
Semicut 半 钊 
Separable 可 分 的 
Separated graph 分离 图 
Series “上 蝇 联 
Series edges 串联 边 


Set of chords 歌 沫 
Set of fundamental 


circuits 菏 本 回路 集合 
Set of fundamental 
cut-sets 基本 制 集 集合 


Set of miaimum 最 小 MM 子 隆 集 


M submatrices 
Shifting algorithm 移 量 算法 
Shoring edge 短路 边 
Sign permutation 符号 置换 


定义 12-2-2 
定义 1~6-2 

定 当 12-1-7 
定 当 12-1-6 
定义 13-1~3 


定义 13-1-3 
定义 11-3-1 


定 久 14-2- 委 


定 区 14-2-5 


定义 12-5-1 
， 定 义 1-5-2. 
定义 1-2-10 
定义 4-2-2 … 
定义 4-2-2… 


定义 3-3-2 


.定义 3-3~3 


定义 3-4-4 
定义 3-5-5 


定义 8-2-2 


(166> 


(481) 
C41) 
(474) 
C474) 
(556) 


《5567 
C451) 


(594) 


(594) 
(C6) 


(501) 
《35) 


C15) 
C167) 


-167) 
109) 


(109) 


(122) 
(142) 


C512) 


(37) 
(336) 


| . 


Signat flow graph 
Singular matrix 
Sink 


Sink terminal 
capacity 


Source 


Source terminal 
capacity 


SP-network 
S-submatrix 
Subgraph 
Subset 

Proper subset 


Sylvester’s Law 
of Nullity 


r-grapkh 
Terminal capacity 


Terminal capacity 
matrix 


Terminal vertices 
of M graph 


Test gate 

Test point 
Thresheld level 
Tree 


Tree admittance 
Product 


Tutte’s realiz— 
ability condition 


2-isomorphiec 


” 142 ， 


信号 流 图 
奇异 矩阵 
汇 点 


汇 端 限 容 量 
源 点 


源 端 腿 容 量 
SP 网 络 ( 单 -对 网 络 》 


西 惑 维 斯 特 零 度 定理 
"图 - 

端 腿 容量 
端 恨 容量 矩阵 


对 图 药 阐 点 
测试 门 
测试 点 
立 级 

树 


树枝 导 纳 溢 积 
托 特 的 可 实现 性 条 件 


2- 同 构 


定义 10-2-1 


， 定义 12-6-1 


定义 12-6-1 
定义 11-5-1 
定义 12-5-3 
定义 1-2-7 
定义 1-6-1 
定义 2-2-2 


定理 3-3-4 
定义 1-7-1 
定义 12-1-5 


定义 12-2-1 


定义 1-4-1 


定义 14-3-1 
定义 14-2-1 
定义 12-7-1 
定义 3-2-2 


定义 7-4-1 
定理 4-4-7 


定义 4-1-2 


415》 
《1017 
《4177 


《5247》 
《4177 


(5247 
《463) 
《5067》 
《14》 
《40) 
《667》 


《113》 
“(49) 


(474) 
(481> 


《27 》 
(614》 
《593》 
《529y》 
‘100 


《297》 
《205) 


《157》 


2-isomorphic oper~ 
ation of type 1 第 一 型 2- 同 构 送 算 定义 4-4-4 《197》 
2-isomorphic oper~ 


ation of type 2 第 二 型 2- 同 构 和 运算” 定义 4-4-4 (197》 


2-tree 2- 树 定义 7-5-2 (305) 
2-tree admittance 

product 2- 树 树枝 导 纳 生 积 (309) 
Unistor 单 向 导 纳 定义 8-7-1 《357) 
Unit cost 单位 价值 ，- 《489) 
Yalae of cut-set 人 割 集 的 值 定义 12-1-10 《479》 
Value of set 集合 的 值 . 定义 13-1-6 《560) 
Vertex 顶点 定义 1-1-1 (6) 
Vertex-cut. 点 割 定义 ]3-1-2 《556) 
Vertex disjoint 

union of 

directed cifcuits 顶点 不 相 接 有 向 回路 ”定义 10-1-3 《411) 
Yertex semicut ”点 半 制 定义 13~-3-1 (572) 
Voltage edge 电压 边 定义 8-1-1] (324) 
Voltage graph 电 省 图 ， 定 沈 8-1-2 (331) 
VWC net VWC 网 〈 点 权 网 ) (5532 
Weighted linear 加 

Eraph 加 权 线 图 ，…. 定义 7-1-1 (279) 
Whitney’s duality 惠 特 尼 对 偶 性 定理 4-3-10 《186》 
W pfocess 好 过 程 定义 6-6-9 (276》 


4 


‘E} 

‘E, Mi 
{Mia} 
{Ps} 
4Pia 
{5 

15°) 
{513} 
{SG97)} 
1S, Yo) 
{Uv, 
[人 他人] 
{Ya} 

人 ro 
L{r, {C?] 
{1} 


符 号 索引 


定义 1-3-2 
定理 1-4-5 
定义 1-4-3 
定义 1-4-3 
定义 1-6-3 
定理 2-3-3 
定义 5-2-2 


定 尽 5-2-3 


定义 5-2-5 
定 更 1~7-4 


定义 14-2-8 
定义 3-1-2 
定义 3~1-1 


定 头 8-7-2 
定义 3~3-5 
定义 3-3-1 


C21) 
C31) 
(31) 
《31y》 
(45) 
《84》 
(219) 
(216) 
(216) 
《230》 
(219》 - 
(227) 
(229) 
(52> 
(60> 
(B11 
(99> 
(C92 
《303> 
(362} 
(114X 
(106》 


已 

(五 

do) 

d* (vw) 

d- (wv) 
D,(E) 
DAK) 

万 (0) 
D(-1) 
Flep ep es) 
Gp=N) 
GO 天) 
GPD)) 
Ga{Wue ts) 


Cnfz39= 1 29 


Hu 
ao 
MGxji 
M(atxb+) 


fe 


sv) 


定义 3-3-4 


定义 1-2-1 
定义 6-6-3 
定义 6-6-3 


定义 10-2-3 


定义 10-3-1 
定义 10-3-1 
定义 3-5-2 


定义 6-6-6 
定义 14-2-3 


定 当 2-2-1 
定义 3-4-2 
定 央 3-4-1 
定义 3-4-3 


定义 10-3-1 


《1107 
C425) 
C10) 
(269) 
(269) 
《4217 
(421) 
(423) 
C423) 
《462》 
(304) 
C424) 
(425Y 
C428) 
{428) 
(126) 
(141) 
《2727 
《4947 
C10) 
《65 》 
《1197 
《118) 
《1227 
{529) 
《5317? 


《428》 


。645 。 


R( :9=12…oj 定义 10-3-1 


S{v) 
Yo, 
St,) 
SF) 
Sy) 
1* . 
tp 


加 ep 加 了 1 


darspes 


但 J 各 入 性 


fom es ns 

#1 

tt2) 

Hi 

ti 

ti (eneps°" enn) 
Tass rp 本 
了 

Ts 

Tetes 


了 (epieps ez) 
A hs 
ZU 


646 


定义 2-1-1 


定义 7-5-2 
定 光 7-6-1 


定义 8-8-2 


定义 8-8-1 
定义 12-1.-5 


定义 12-6-1 
定义 12-6-1 
定义 12-7-1 
定义 7-5-3 
定义 9-2-1 
定义 9-2-2 
定义 9-2-3 
定义 12-7-1 
定义 7-6-2 
定义 7-6-3 


(C428) 


(63) 
(124) 
(382) 


(209) 
C216) 


(209) 
(216) 


(395) 
(304) 
(305) 
《3192 


《370) 


《368》 
C474) 
《529) 


524) 


C524) 


(529) 
(305) 
(384) 
《385) 
(386) 


《529》 
(320) 
{321) 


Loop 
V 


VLS] 

V IW] 
v(tet) 

vle”) 

了 se 
Wn js0) 

Ww 
ox 
A’ 
Ay, 
Sx 0,) 
1 

2, 

了 

CD) 
5) 

2 (9) 
DGx7) 

中 (az Xx) 
(ix ax) 
人 (as x b+) 
ix 站 rz 
Ps 


LT 


定义 7-5-4 
定义 8-4-1 
定义 8-8-2 


定义 12-1-10 
定义 13~1-6 
定 尺 14-2-2 
定义 14-2-2 
定义 7-5-4 
定义 8-4-2 
定义 8-8-1 


定义 2-2-4 


定理 13-4-1 
定理 13-4-2 
定义 13-4-3 
定义 14-1-3 
定义 14-2-3 
定义 14-2-3 
定义 14-2-3 
定义 14-3-2 
定义 12-1-2 


《355》 
(309) 
(346》 
(370Y 


《479} 
(560)- 
《493) 
《493) 
{310» 
《347》 
《3707- 
(334> 
(297) 
{3027: 
C58» 
《57 小 
《58 )- 
{68) 
576 
《578》 
{581》 
489). 
(494》 
(494) 
(494). 
(C614) 
(470) 


+ 647 ~ 


Tiyis im) 


四 1 二 由 


OE@NM tt 


»648 。 


定义 1~3-3 


属于 … 或 在 … 中 


差 

环 和 

ACB: 4 中 每 一 个 元 素 都 在 
了 中 


A 多 中 至 是 每 “个 元 素 
都 在 8B 中 
4 于 万 ， ACBEBSA 


定义 1-6-2 
定义 9-3~1 


(C23) 
(50) 
(6) 
《6) 
《172 
《17》 
(17) 
42) 


{40) 


(222) 
C41) 
(395) 


